1. feladat (ADyALADOK0015ford;I1kat, fel)

Bizonyitsuk be, hogy az Osszes olyan pozitiv
egész alapu szamrendszerben, amelyben az abc és
a cha pozitiv egész szam hanyadosa 2, teljesiil az
a + ¢ = bosszefuggés.

1. megoldas (ADyALADOK,001; ford;ITkat, felymego)
abc = 2cba a k-as szamrendszerben (k > 2; egész) Eszerint
a>c.

(1) (ck *+ bk + a)-2 = ak’+ bk + ¢
Ha 2a= c¢(k)ésk> a> c¢> 0 akkor
(2) 2a=k+c
Ekkor
3)20+1=Fk+0

(4)2c+1=a

mert

2ck’+ 2bk + 2a= ak*4 bk + ¢
levonva (2)-t

2¢ck®+ 2bk = ak*+ (b-1)k/:k (knem 0)
Ebbél 20 = (b-1)k k> b > 0 Igy megkapjuk (3)-at.
2ck + 2b= ak 4+ b—1 /—(3)
2ck — 1 = (a— 1)k -1 /41, :k
2c=a-1

(2)-bdl kifejezve k-t:
k=2a—c

20+ 1=2a—c+b



b=2a—-c—-1

b=a+ a—-c—1

(4)-bél kifejezve c-t:

c=a—-c—1

Ezt behelyettesitve

b=a+c

Tehat az allitas igaz minden k > 2-es, egész, szaimrendszerben.

2. feladat (ADyALADOK,0015 fordI1Ikat; fel)
We take two numbers in base k: abc and cha.
Prove that if abc=2cba, then a + ¢ = b.

3. feladat (ADyALADOK,0015ford ITkats fel)

Adott egy 2k+1 alaku szabalyos sokszog, me-
lyek belsejében vagy hataran felvesziink egy P
pontot. P-nek a sokszog csuicsaitél mért tavolsagat
jelolje (nagysag szerinti sorrendben)

di < dy < ... < dapsa.

Milyen P pont esetén lesz d;.; maximalis?

1. megoldas (ADyALADOK,001; ford I 1kat, felymego)

Huzzuk meg a soksz6g minden oldalanak felezomerdlegesét.
Mivel a sokszog szabalyos ezek egy pontban metszik egymast,
ez legyen M .Legyen P pont az A\ M haromszogben, igy P
pont Osszes elhelyezkedését vizsgaljuk, hiszen biztos benne
lesz egy ilyen derékszogii haromszogben.

P pont akarhol helyezkedik el ebben a T; tartomanyban,
ha

d; > d;

akkor barmilyen masik helyzete esetén is
d; > d;
PAl :db PA2:d2a PAZk:-H :d?n PA3:d47 PAQk:dS

Hiszen P pont a sokszog ,,bal felén” van és
ApAgy, parhuzamos Ay 1 Ap,o parh...... Aq Ay valamint parhuzamos
Ay Agpy1-gyel.



Valamint ahhoz, hogy megnézziik, hogy PA, és PA, koziil

melyik nagyobb, meg kell nézni hogy A; A; felezémerdlegesének

melyik partjara esik P. Tehat
PA < PAy < PAgy < ... < PA, < PAyy

Ha k paros akkor d,; szakasz végpontja (nem P) a sokszog
,,jobb oldali” részén van, legyen A;Most ekkor a csiicshoz
kell megtaldlni azt a P pontot melyre d;,;maximalis. Ez
pedig akkor teljesiil, ha P pont F}A;-en van és innen Fjvan
legtavolabb A;-t6l, hiszen A, [ felezomeroslegese a sikot két
olyan félsikra bontja, hogy A, és A, egy félsikra esik. Tehat
ha £ paros, akkor P pontot az oldalfelez6 pontba kell tenni
hogy d;,maximalis legyen.

Ha k paratlan, akkor dj,; szakasz végpontja (nem P) a
sokszog ,,bal oldali” részén van. Ekkor P pontnak A;M-
en kell lennie, hogy di,; maximalis legyen. Mivel A;M fe-
lezbmerdlegesének az M-et tartalmazd partjan van A;, ezért
Aj-be kell rakni P-t hogy d;;;maximalis legyen.

Tehat ha k paros,P az oldalfelez6 ponton, ha k paratlan
P a cstcsban van.



4. feladat (ADy ALADOK50015 ford I Tkaty fel)

P is either on the perimeter or inside a regular
2k+1-gon. Let d; denote the distance of P from
the vertices of the 2k+1-gon in an increasing or-
der d; < dy < ... < dy.1. For which P shall we get
the maximal dj,,?

5. feladat (ADyALADOK,001sfordrITkatsfel)

Van N darab chip, amelyek képesek egymas
tesztelésére a kovetkez6 modon: ha kettot Ossze-
kapcsolunk, akkor mindketto kijelzi a masik chiprol,
hogy jo e vagy hibas. A j6 chip mindig helyesen
valaszol, a hibas chip véletlenszerii eredményt ad.
Tudjuk. Hogy az 0sszes chipnek tobb mint a fele
jo. Lehetséges-e N-nél kevesebb teszt végrehajtasaval
kivalasztani egy jo chipet?

1. megoldas (ADyALADOK,0015 ford I 1katsfelymego)

Ha N paros, akkor legalabb 2-vel tobb jo chip van, tehat
ha egyet eldobunk a tobbség megmarad. Ha paratlan sok
van, nem nyulunk hozza. Egy darab kivételével parba ren-
dezziik 0ket. Ha a parban olyan a valasz, hogy a masik
rossz, akkor a kett6 kozott biztosan van rossz, hiszen ez
két jonal nem fordulhat el6. Ha nincs, akkor vagy mind-
kettd jo, vagy mindketts rossz. Vegyes paros nem fordulhat
elo, hiszen a jo rossznak talalna a hibasat.

Azokat a parokat, melyekben volt olyan valasz, hogy
a masik rossz, félretessziik. Mivel legalabb annyi hibasat
tettiink félre, mint hibatlant, ezért jobdl tovabbra is t6bb
maradt.

A maradék paratlan szami. Az nyilvanvald, hogy legalabb
annyi jé van, mint rossz.

I. Paratlan szami par van. Ekkor elvesziink minden par
egy tagjat és a mérésbdl kimaradtat.

II. Paros szamu par van. Elvesziink minden par egy
tagjat.

Egyszertien belathaté, hogy mindkét esetben ugyanazt



kaptuk ismét, hogy paratlan szamu chipiink van, és tobb
jo van kozottiikk. Ezt a miiveletsort tobbszor elvégezziik.
Ekkor k£ db. mérés utan legalabb k db-bal csokken a benn-
maradtak szama, igy a miiveletet véges sokszor elvégezve
legfeljebb N-1 méréssel készen vagyunk, 1 db jé chip marad.

6. feladat (ADyALADOK,0015fordrITkatsfel)

We have N chips, they are able to test each
other in the following way. Connecting two of
them, each will indicate whether the other one is
good or not. A good chip always gives a correct
answer, a wrong one answers randomly. At least
half of the chips are good. Is it possible to choose
a good chip by testing less than N times?

7. feladat (ADyALADOK0015fordIkaty fel)
Oldjuk meg az egész szamok korében az

ab + cd = -1

ac + bd = -1

ad + bec = —1
egyenletrendszert!

1. megoldas (ADyALADOK,001, ford Ikat, felymego)
Paronként 6sszeadjuk az egyenloségek megfelel oldalait:

(1)+(2): ab + ac + cd + bd = (a+d)(b+c) = -2 (4)
(1)4+(3): ab + ad + c¢d + bc = (a + ¢)(b+d) = -2 (5)
(2)4+(3): ac + ad + bd + bc = (a+b)(c+d) = -2 (6)

A 6 darab kéttagi osszeg mindegyikének abszolutértéke
1 vagy 2 (mivel a, b, ¢, d egészek). Kiilonboztessiink meg
eseteket a, b, ¢, d el6jele szempontjabsl! Nyilvanvaléan nem
lehet mind a 4 szam pozitiv, vagy mind negativ, ekkor a
jobboldal mindeniitt pozitiv lenne.



a) 3 darab negativ: 2 negativ 6sszege nem lehet kisebb
—2-nél, igy (mivel minden lehetséges parositas létrejon (4),
(5), (6)-ban), mind a 3 darab —1-gyel egyenlé. Ekkor a 4.
szdm csak 1—(—1)=2 lehet.

b) 3 darab pozitiv: Hasonlé gondolattal jutunk az 1, 1,
1, —2 kizardlagos szamnégyeshez.

c) 2 darab negativ: Az el6bbiekhez hasonléan mindkett6
—1 lesz, a masik 2 db 6sszege 1 (mivel (-2)/((-1)+(-1))=1),
igy (egészek 1évén) 0 és 1 lesznek. Azonban 2 olyan szam
nem lehet ezek kozt, mert akkor egy kéttagi Osszeg értéke
0 lesz, (4), (5), (6) egyike 0 lenne. Mivel itt 1+(—1)=0,
ezért ilyen megoldas nincs.

Tehat a 8 db megoldas:

A b c d a b d
-1 |-1|-11|2 1 1 1 -2
-1]1-112 | -1 1 1 |21
-1 1| 2 -1 1] -1 1 -2 11 1
2 | -1]-1]-1 211 1 1

Ezek valéban kielégitik az eredeti egyenletrendszert.

8. feladat (ADy ALADOK,0015ford;Ikaty fel)
Find the integer solutions:

ab+cd = —1
ac+bd = —1
ad + bc = —1

9. feladat (ADy ALADOK,0015fordIkatsfel)
Az a és b befogdji derékszogii haromszog atfogéhoz
tartoz6 magassaga az atfogd negyedrésze. Mek-

kora ekkor
a\® b\
() +(2)
értéke?
1. megoldas (ADyALADOK,001, ford Ikats felymego)
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Az atfogot négy egységnek véve az ATCA és a CTBA
hasonlésagabdl felirhatjuk a kovetkezo aranyt:

ebbdl:

ezeket a hatodikra emelve
S S
1351 — 780v/3

-at kapunk. Az utébbit 1351 + 780/3 -al bévitve:

1351 — 7803 +

1351 + 780/3
13512 — 7802 - 3

ami
1351 + 780v/3

1
A ketts Osszege igy

1351 — 780v/3 + 1351 + 780v/3 = 2702

10. feladat (ADyALADOK001, fordIkatyfel)
The legs of a right triangle are a and b. The
length of the altitude to the hypotenouse is the



quzgrter (gf the hypotenouse. Find the value of
a b
(5) + ()"
11. feladat (ADyALADOK>001, fordIkatsfel)
Bizonyitsuk be, hogy ha az a, b, ¢ valés szamokra
teljesiil az

11 1 1

a b + c atbtc
osszefiiggés, akkor
1 1 1 1

+ o+ —eor = :
1001 p1001 1001 1001 + p1001 + 1001

1. megoldas (ADyALADOK,001, fordrIkatsfelymego)
1 1 1 1

a b - c a+b+tc
(a+b+c)(ac+ ab+ bc) = abe
Kibontjuk

3abc + a’b+ a’c+ b%a + b’c+ Pa + b = abe
Szorzatta alakitjuk
(a+b)a+c)b+c)=0

A szorzat akkor 0, ha a valamelyik tényezdje 0. Legyen ez
az (a+b)
a=—b
1 1 1 1

b b =
q2001 T 32001 T 2001 2001 4 2001 | (2001
Mert a?°'=—)?"!, tehat ebbdl azonossigot kapunk.

12. feladat (ADyALADOK001y fordIkatsfel)
Let a, b, ¢ be real numbers such that %Jr % +% =
1 Prove that

a+b+c®
1 1 1 1

+ o+ oo = :
1001 p1001 1001 1001 + p1001 + 1001




13. feladat (ADyALADOK001, fordIkatyfel)

Az ABCD konvex négyszog AC és BD atléja
meroleges egymasra. Az A B oldal K felezopontjabol
allitsunk merodlegest DC oldalegyenesre. Ennek
talppontja legyen P. Az AD oldal felez6pontjabal
a BC oldalegyenesre allitott mero6leges talppontja
legyen (). Bizonyitsuk be, hogy a KP és L(Q egye-
nesek az AC atlo egyenesén metszik egymast!

1. megoldas (ADyALADOK,001, fordrlkaty felymego)

LA

A pontbdl nagyitsuk kétszeresére az abrat ugy, hogy L
pont D-be, K pont pedig B-be keriiljon. KP egyenesének
a képe BP” egyenese, és mivel KP|BP”, ezért BK’ | DK".
LQ egyenesének képe DP” egyenesével esik egybe, és mivel
LQ|DQ’, ezért DQ’1L (’B. DCB haromszo6g magassagai
tehat BK’, DQ’, és CO, hiszen a négyszog atléi merolegesek
egymasra. Ezen 3 magassagegyenes P” pontban metszik
egymast. Tehat P” a BCDA magassagpontja. De P” éppen
P’ pont nagyitott képe. Ha mindent visszakicsinyitiink, P’-
n tehat atmegy KP és L(Q) szakasz és P’ rajta van AC-n.

Tehat KP és LQ valéban AC-n metszik egymast.




megj: Ebben a bizonyitasban azt nem is hasznaltuk ki,
hogy K és L felez6pontok, csak azt, hogy ugyanolyan aranyu
osztopontok.

14. feladat (ADyALADOK>001s fordiIkatyfel)

Let ABCD be a convex quadrilateral whose di-
agonals, AC and BD, are perpendicular. Let K
be the midpoint of AB. We drop a perpendicular
from K to line DC, and its foot is P. Let L be the
midpoint of AD. We drop a perpendicular from
L to line BC, and its foot is (). Prove that KP,
L@ and AC are concurrent.

15. feladat (ADy ALADOK>001,5 fordrkaty fel)
Bizonyitsuk be, hogy

1 e2e... 02001 4 2002 02003 o... 4002

oszthato 4003-mal!

1. megoldas (ADyALADOK,001, fordrkaty felymego)
Vizsgaljuk meg a szamok 4003-mal valé osztasi maradékait:

2002 = -2001 (4003)
2003 = -2000 (4003)
2004 = -1999 (4003)

4001 = -2(4003)
4002 = -1(4003)

Majd behelyettesithetjiik a kongruenciak jobb oldalan
talalhaté szamokat a feladatban szereplé Osszeg jobb ol-
dalaba, igy:

20020200302004e...04002 helyébe:
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(-2001)e(-2000)e(-1999)e...e(-1).

Ekkor észrevehetjiikk, hogy a bal oldali szorzat 4003-as
osztasi maradéka (-1)-szerese a jobb oldaliénak:

(-1)ele2e...02001 = (-2001)e(-2000)e(-1999)e...e(-1)
(4003)

Mert a jobb oldalon paratlan szamu negativ tag all.
Ezért:

le2e3e...02001 + (-2001)e(-2000)e(-1999)e...e(-1) = 0
(4003)

le2e3e...02001 + 20020200302004e. ..e4002 = 0 (4003)

Tehat 1e2e...02001 4+ 200202003e. . . #4002 oszthato 4003-
mal.

16. feladat (ADy ALADOK,001,fordrkaty fel)
Prove that 1-2-...-2001 4 2002 - 2003 - ... - 4002 is
divisible by 4003.

17. feladat (ADy ALADOK,001, fordrkats fel)
Oldjuk meg a természetes szamok halmazan a

Ve +y+vr—y=10

egyenletet!

1. megoldas (ADyALADOK,001; fordkats felymego)
Emeljiik négyzetre az egyenletet:

rhytar—y+2-/(x+y)(z—y) =100
Az egyszerisitések utan a kovetkezot kapjuk:

Va2 —y?2=50—x

Lathat6, hogy + < 50 —nek kell teljesiilnie és az egyenlet
bal oldalabdl kovetkezik, hogy v < x, azaz y < 50.
Még egy négyzetre emelés utan:

? —y* = 50% + 2% — 100z

11



Az atalakitasok elvégzésével
y? = 100z — 50 = 1002 — 2500 = 100 (z — 25)

-hoz jutunk, vagyis y? oszthaté 100-zal, igy y 10-zel lesz
oszthaté.
y helyébe 10, 20, 30, 40 ill. 50-et helyettesitve
x értékéhez 26, 29, 34, 41 és 50 jon ki, tehat a megoldas:
r1=26 r9=29 x3=34 xr,=41 5=50
1 =10 y2=20 y3=30 y,=40 y5=50

18. feladat (ADyALADOK>0015 fordrkats fel)

Solve the following equation over the natural
numbers of :

Vo +y++x—y=10.

19. feladat (ADy ALADOK,001,fordrkatsfel)
Az a és b befogdju derékszogili haromszog atfogohoz
tartoz6o magassaga az atfogd negyedrésze. Mek-

kora ekkor
a\b b\ O
(z) - ()
értéke?

1. megoldas (ADyALADOK,001; fordrkatsfelymego)
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Az atfogot négy egységnek véve az ATCA és a CTBA
hasonlésagabdl felirhatjuk a kovetkezo aranyt:

ebbdl:

ezeket a hatodikra emelve

1
1351 — 780v/3 +

1351 — 780v/3
-at kapunk. Az utébbit 1351 + 7801/3 -al bévitve:
1351 + 780v/3
13512 — 7802 - 3
ami
1351 + 780v/3
1

A ketto Osszege igy
1351 — 780v/3 + 1351 + 780v/3 = 2702

20. feladat (ADyALADOK0015 fordrkatsfel)

The legs of a right triangle are a and b. The
length of the altitude to the hypotenouse is the
quzélrter c6)f the hypotenouse. Find the value of
(3) + @)

21. feladat (ADyALADOK0015fordkatyfel)

Egy 1 egység széles egyenes vonalzdval egy sikon
szerkeszthetiink. Mas segédeszkoziink — ceruzan
kiviil — nincs. A szerkesztés soran a kovetkezo
lépések hajthatok végre:

a) tetszlleges szamiu pontot felvehetiink az adott
sikon,
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b) két felvett ponton at egyenes hizhaté a vo-
nalzéval,

c) barmely megrajzolt egyenessel attél egységnyi
tavolsagra 1évo parhuzamos egyenes hiuzhaté.

Szerkessziinkv/34 egység hosszii szakaszt a meg-
engedett szerkesztési lépések alapjan!

1. megoldas (ADyALADOK,001; fordrkaty felymego)

Rajzoljunk 2 par parhuzamos egyenest, melyek metszik
egymast. Ezek egy rombuszt hataroznak meg, mivel két
magassaga egyenlo!

A rombusz atléi merdolegesek egymasra, igy a szemkozti
csuicsokat Gsszekotve merdleges egyeneseket kapunk.

Az egyikre 3, mig a masikra 5 egységet mériink fel az
1 egység széles vonalzonk segitségével. Az igy keletkezett
derékszogi haromszog atfogéja Pitagoras tétele miatt/34egység.

22. feladat (ADyALADOK0015fordkatyfel)

We have a ruler, whose width is 1 unit and a
pencil. The following steps are allowed during
construction:

a) Taking arbitrary points on the plane.

b) Drawing a straight line through any two gi-
ven points.

c) Drawing a line parallel to any given line such
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that their distance is 1 unit.
Construct a segment with length /34 using these
allowed steps.

23. feladat (ADxEZDOK>0015fordIkat; fel)

Let D be the midpoint of the arc BC (not con-
taining A) of the circumcircle of triangle ABC.
The mirror image of D on line BC is E. The
midpoints of AE, AB, BC, CA are K, L, M, N
respectively. Prove that K is on the circumcircle
of LMN.

24. feladat (ADxEZDOK>0015fordIkatyfel)

Find the integer solutions of the following equ-
ation:

22y’ —2ly—zy’+xy+o + y=2.

25. feladat (ADxEZDOK>0015fordIkatsfel)

We have a set H with n elements (n >6). Prove
that if we can choose a few five-element subsets
of H such that every subset of H with 3 elements
is contained in exactly one of the chosen subsets,
then n >16.

26. feladat (ADxEZDOK>0015fordrkaty fel)
Let ABCD be a quadrangle, the midpoints of
AB and CD are P and () respectively. Find a

necessary and sufficient condition such that the
areas of APQD and PBC(Q should be equal.

27. feladat (ADxEZDOK>0015fordrkatsfel)
Find the integer solutions of the following equ-
ation:

4734217 + 23=2002xyz.
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28. feladat (ADxEZDOK>0015fordrkatsfel)

Prove that one can choose a few four-element
subsets of the vertices of a cube such that taking
any 3 vertices of the cube they are contained in
exactly one of the chosen subsets.
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