1. feladat (ADyALADOK,001, ford;IIkat, fel)
Bizonyitsuk be, hogy ha az a, b, ¢ valds szamokra
teljesiil az

r 1 1 1

to=—
a b ¢ a+b+c
osszefiiggés, akkor

1 1 1 1

+ = :
q1001 " p1001 " L1001 T 41001 4 {1001 4 1001

1. megoldas (ADyALADOK,001, fordrIIkat, felymego)
1 1 1 1

a E—i_c a+b+e
(@4 b+ c)(ac+ ab+ bc) = abe

Kibontjuk
3abc + a’b+ a’c + b?a + b*c + c*a+ ?b = abe
Szorzatta alakitjuk
(a+b)(a+c)(b+c¢)=0

A szorzat akkor 0, ha a valamelyik tényezdje 0. Legyen ez
az (a+b)
a=—b
1 1 1 1

+ + =
2001 H2001 2001 2001 + H2001 + 2001

Mert a?9'=—p?"1, tehat ebbdl azonossigot kapunk.

2. feladat (ADyALADOK,001, fordrlIkat, fel)
Let a, b, ¢ be real numbers such that %Jr % +% =
1 Prove that

at+b+c’
1 1 1 1

+ = :
q1001 " p1001 " L1001 T 41001 4 {1001 4 1001




3. feladat (ADyALADOK,001, ford;IIkatsfel)

Az a oldalii Nnégyzetet a kozéppontja koriil el-
forgatva az N’ négyzetet kapjuk. A két négyzet
koz0s része olyan nyolcszog, amelynek mindegyik
oldala b hosszu.

a) Fejezziik ki a nyolcszog teriiletét a-val és b-
vel!

b) Ha az N és N’ négyzet metszetének teriiletet,
unidjanak teriilete pedig 7', akkor igazoljuk, hogy

2 T2
Vit-T < ad® < t —; .

1. megoldas (ADyALADOK,001, ford;ITkats felymego)
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OFEF haromszog egybevagd OFG haromszoggel, mert
OF mindkett6ben benne van, OG=0FE O koriili 90 fokos
forgatas miatt, és EF = FG a feltétel miatt.

b
Tnyolcszb'g =Torg *8 = az *x 8 = 2ab

T = 2a°> — 2ab
t = 2ab



2
mértani kozép:
VTt
szamtani kozép:
T+t
2

A mértani, szamtani és négyzetes kozepek kozotti egyenlotlenség
miatt (t#£T).

4. feladat (ADy ALADOK,001, fordI1katyfel)

The side of square N is denoted by a. Rotating
N around its centre we get N’. The common part
of the two squares is an octogon. Each side of
this octogon has length 0.

a) Determine the area of the octogon in terms
of a and b.

b) The area of the intersection of N and N’ is
t, the area of the union of N and N’ is T'. Prove

that vt T < a? < /25T,

5. feladat (ADyALADOK,001, ford;ITkatsfel)

A k kor belsejében levo A BC' szabalyos haromszog
oldalegyenesei ak kort az A; Ay, By, By, C1,C5 pon-
tokban metszik a kovetkezo betlizés szerint: az
AB oldalegyenes metszéspontjai a korrel A; és
B,;. Hasonlbéan: a BC egyenes metszetei a korrel
By, illetve (5, és a CA egyenes metszetei a korrel
C, illetve A, az abranak megfelelGen.

Bizonyitsuk be, hogy

AA1+ BBl-/— CCl — AA2+ BB2+ CCQ
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1. megoldas (ADyALADOK,001, ford;ITkatsfelymego)
Tekintsiik A, B, C pontoknak a k korre vonatkoz6 hatvanyat.
Eszerint:

ar(r + by) = as(r + 1)
bi(r + co) = ba(r + ay)
c1(r 4 ag) = co(r + by)

Az egyenleteket 6sszeadva és kibontva:
G1T+G1b2+b17"+b102+017"+01&2 = &2T+CZ201+b27"+b2a1+627’+0261
r(al + b1 + Cl) = 7"(&2 + bg + Cg)

r # 0 mert haromszog oldal, ezért

CL1+b1+Cl :a2+b2+02

és ezt kellett bizonyitani.

6. feladat (ADyALADOK,001, ford;ITkatsfel)

We have six points on a circle in the following
order: Al, AQ, Bl, BQ, 01, 02. AleﬂAgcl = A, Bngﬂ

ByA; = B, C1AyNCyB; = C. We know that triangle

ABC is equilateral. Prove that

AAL+ BB, +CC; = AAs + BBy + COs.



7. feladat (ADyALADOK,001, ford ITkatyfel)

121 darab pozitiv egész szamrodl tudjuk, hogy
osszegiik 360. Bizonyitsuk be, hogy az adott 121
darab pozitiv egész szam koziil ki lehet néhanyat
valasztani tigy, hogy a kivalasztott szamok 0sszege

120 legyen.
1. megoldas (ADyALADOK,001, fordI1kat,felymego)
A szamok: aq, as, a3, A4y ... 5 G121
Készitiink 121 csoportot :
ai
ap + as

a1 + as + as
ai +as +as+ay

ai + as + az + ag+.....+a2

Ha nézziik ennek a 121 csoportnak a 120-as maradékait,
akkor a skatulya elv szerint biztosan van két azonos ma-
radéknu. Mivel nincs két azonos Osszegii csoport, a két azo-
nos maradékut kivonva egymasbdl a 120-as maradék 0 lesz.
Ez a maradék vagy 120 és ekkor készen vagyunk, vagy 240
akkor pedig a kivonas utan maradt halmaz komplementere
jO, hiszen az 6sszeg 360.

8. feladat (ADyALADOK,001, fordiITkatyfel)

We have 121 positive integers, the sum of which
is 360. Prove that we can choose a few of them
such that the sum of the chosen numbers is 120.

9. feladat (ADyALADOK,001, ford;lkaty fel)

Let x, y be real numbers such that z+y+xy is
rational and z* 4 ¢* is irrational. Prove that zy is
irrational.

10. feladat (ADyALADOK,001, fordiIkatyfel)



Let ABCD be a circumscribed quadrilateral
such that AB is parallel to CD and BOC/ =
AOD/ = 120°. Prove that if the radius of the cir-
cumcircle is 1 then the area of ABCD is at most
V3.

11. feladat (ADyALADOK>001, fordiIkatsfel)

Let f(x) = 2> —4|z — 1| —p be a function over the
real numbers, where p is a real parameter. There
are exactly three values of r such that f(z)=1.
Determine the value of p.

12. feladat (ADyALADOK>001, fordIkatyfel)

Prove that among any 2001 consecutive posi-
tive integers one can always find a number for
which the sum of the digits is divisible by 27.

13. feladat (ADy ALADOK>001, fordIkatsfel)

We put 120 unit squares inside a 20x25 rec-
tangle. Prove that we can also put a circle of
unit diameter inside the rectangle which has no
common inner point with the squares.

14. feladat (ADyALADOK>001, fordrkat, fel)
Bizonyitsuk be, hogy minden 0 < a < 1 szamra
2
1—a) a—
a -raall fennegyenloség?
1. megoldas (ADyALADOK,001, fordkat, felymego)
Szorozzunk fel (1-a) - a-val! (mivel 0< «a <1, emiatt

sema,sem 1-a nem lehet 0; raadasul nem valtozik az egyenlGtlenség
irdnya sem, hisz (1-a) - apozitiv)

2000%-a+1—a>2001%-a — 20012 - a®
l—a>a- (20012 — 20002) — 20012 - o2
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1 —a > a- (2001 + 2000) (2001 — 2000) — 20012 - a*
1> 4002 - a — 20017 - a*
(2001 -a—1)*> >0

Ez viszont természetesen mindig teljesiilni fog. Egyenloség
csak akkor lehet, ha

1=2001-a

Vagyis ha

15. feladat (ADyALADOK,001, fordrkaty fel)
Prove that if 0< a <1 then

20002 1
+ = > 20012
a

1—a
Find the values of a when equality holds.

16. feladat (ADyALADOK>001, fordrkatsfel)

Az ABC haromszog AB oldalanak B-hez koze-
lebbi harmadolépontja H, a BC oldal B-hez legkoze-
lebbi negyedel6pontja N;, C-hez legkozelebbi ne-
gyedelopontja Ny,. A CA oldal felezopontja F.

Bizonyitsa be, hogy az FHN és az FHN ; haromszogek
teriilletének osszege az A BC haromszog teriiletének
felével egyenlo!

1. megoldas (ADyALADOK,001, fordrkats felymego)




A haromszog teriilete legyen T.
Az FHN, haromszog teriilete:

Trun, = Tapc — Tanr — TN,

TAHF:§-5T25T
PRI P
w130 2
Ezeket behelyettesitve:
Trun, = 254T

Az FHN; haromszog teriilete:

—Tren,

Trun, = Tapc — Tanr — Tupn, — Tren,

1 2 1

T =—. T ==

AHF = 5 3 3

3 1 1

THBN2 :1‘§T:1

1 1 1

Trcn, =§'ZT:§

Ezeket behelyettesitve:
7
Tran, = ﬂT

Tehat a két haromszog teriiletének 6ssz
valéban az A BC haromszog teriiletének

17. feladat (ADy ALADOK>001, fordrkatsfel)

On the sides AB and CA of triangle ABC there
are H and F respectively such that AH: HB=2:1
we have N; and

and CF:FA=1:1. On the side BC
Ny such that BN :N;C=CNy:N,B

Prove that the sum of the areas of FHN, and

FHN, is half of the area of ABC.

ege 12/247T vagyis

fele.

=1:3.



18. feladat (ADy ALADOK>001, fordrkatsfel)
Oldjuk meg a valés szamok halmazan az

(:UQ T y2)3 — (51:3 . y3)2

egyenletet!

1. megoldas (ADyALADOK,001, ford;kats felymego)

Bontsuk ki a zardjeleket!

26 4+ 3aty? 4 322yt 4+ yb = 2= 20393 + o°

Tovabbrendezve:

r?y?(32%+ 3y*+ 2zy) =0

Egy szorzat akkor lehet 0, ha valamelyik tényezdje 0.

a) z=0

b) y=0

c) 322 + 3y* + 2zy = 0

c) (z+y)*+ 22+ 2y*°=0

Csak akkor lehet, ha x = y=0.

Tehat az egyenl6ség akkor all fenn, ha x vagy y = O.
Ekkor a masik barmi lehet.

19. feladat (ADyALADOK>001, fordrkatsfel)
Find the real solutions:

(407 = (2 =)

20. feladat (ADyALADOK001, fordrkatyfel)

Bizonyitsuk be, hogy 2001 egymast koveto po-
zitiv egész szam kozott mindig van olyan, amelyre
igaz, hogy a szamjegyeinek osszege oszthato 27-
tel!

1. megoldas (ADyALADOK,001, fordrkat, felymego)

Ha 0 a kijelolt 2001 szam kozott van, akkor az allitas
trivialis. Ha 0 nincs a kijelolt szamok kozott, akkor vagy
csak pozitiv, vagy csak negativ elmei vannak a meghatarozott
2001 hossza szamsornak. Ezen két eset k6zott csak elgjelbeli
kiilonbség van, oszthatésagi szempontbdl azonosak, ezért



elegendd pozitiv szamokra vizsgalni az allitast. Az egymast
kovet6 2001 szam kozott biztosan van a kovetkez6képpen
megadhaté két szam: kx1000; kx1000+999, kiillonben az
intervallum hossza maximum. 1998 lenne. Azt Allitjuk,
hogy ezen két szam kozotti szamok szamjegyosszege 27-
tel osztva teljes maradékrendszert ad. Ehhez elegendé6 azt
belatnunk, hogy 0-t46l 999-ig minden maradék el6fordul 27-
tel osztva, hiszen ,,kx1000” szamjegyosszegét hozzaadva
ehhez a teljes maradékrendszerhez, teljes maradékrendszert
kapunk. Ez az allitas pedig nyilvanvaléan igaz, pl. 0-9, 90-
99, 990-999-ig minden maradék el6fordul.

21. feladat (ADyALADOK001; fordkatyfel)

Prove that among any 2001 consecutive posi-
tive integers one can always find a number for
which the sum of the digits is divisible by 27.

22. feladat (ADyALADOK001, ford katsfel)

Egy 20x25-0s téglalapban elhelyeztiink tetszolegesen
120 db egységnyi oldala négyzetet. Bizonyitsuk
be, hogy még egy olyan egységnyi atméroji kor
is elfér a téglalapban, amelynek nincs kozos belso
pontja a négyzetekkel! (Négyzeten most négyzetlapot,
koron most korlapot értiink.)

1. megoldas (ADyALADOK,001, fordrkatsfelymego)

Vizsgaljuk azt, hogy hol helyezkedhet el a keresett kor
kozéppontja! Ha be tudjuk bizonyitani, hogy a négyzetek
letevése utan is lesz hely a kor kozéppontjanak, akkor készen
vagyunk.

a) A négyzetek oldaldhoz 1/2-nél nem lehet kozelebb a
kozéppont.

Egy négyzet altal letiltott teriilet:

1 1\?2 T
1+4-— — =34+ —.
+ 2+<2>7T Ty

b) A téglalap keriiletéhez 1/2-nél nem lehet kozelebb:

10



Ez
1

-2=143
2

1
18- =-2+4+25-
5 +

egységnyi teriiletet tilt le.
Tehat a maximalisan letilthatd terilet:

120 - (3 + 2) +43 < 498,

Vagyis a maximalisan letilthato teriilet nagysaga kisebb,
mint 500. Tehat lesz hely a kor kozéppontjanak, vagyis
elhelyezhet6 lesz.

23. feladat (ADyALADOK001; ford katsfel)

We put 120 unit squares inside a 20x25 rec-
tangle. Prove that we can also put a circle of
unit diameter inside the rectangle which has no
common inner point with the squares.

24. feladat (ADyALADOK001sford;llkaty fel)

Bizonyitsuk be, hogy az 0Osszes olyan pozitiv
egész alapu szamrendszerben, amelyben az abc és
a cha pozitiv egész szam hanyadosa 2, teljesiil az
a + ¢ = bosszefuggés.

1. megoldés (ADy ALADOK,001; ford I 1kat, felymego)
abc = 2cba a k-as szamrendszerben (k > 2; egész) Eszerint
a>c.

(1) (ck >+ bk + a)-2 = ak®>+ bk + ¢
Ha2s= ¢ (k)ésk> a> «¢> 0 akkor
(2) 2a=k+c
Ekkor
(3) 20+ 1=Fk+b

4)2c+1=a

11



mert

2¢ck?’+ 2bk + 2a= ak?*+ bk + ¢
levonva (2)-t

2¢ck?+ 2bk = ak*+ (b-1)k/:k (knem 0)
Ebbdl 20 = (b-1)k k> b > 0 Igy megkapjuk (3)-at.
2ck + 2b= ak + b—1 /—(3)
2ck — 1 = (a— 1)k -1 /41, :k
2c=a-1

(2)-bdl kifejezve k-t:
k=2a—c

2+ 1 =2a—c+b

b=2a—-c—-1

b=a+ a—-c—1

(4)-bél kifejezve c-t:

c=a—-c—1

Ezt behelyettesitve

b=a+c

Tehat az allitas igaz minden k > 2-es, egész, szaimrendszerben.

25. feladat (ADyALADOK001sfordrllkaty fel)
We take two numbers in base k: abc and cba.

Prove that if abc=2cba, then a + c = b.

26. feladat (ADyALADOK0015 fordIIkatsfel)

Adott egy 2k+1 alaku szabalyos sokszog, me-
lyek belsejében vagy hataran felvesziink egy P
pontot. P-nek a sokszog csucsaitél mért tavolsagat
jelolje (nagysag szerinti sorrendben)

di < dy < ... < dopgr-
Milyen P pont esetén lesz d;.; maximalis?

12



1. megoldas (ADyALADOK,001, ford I Tkats felymego)
Huzzuk meg a sokszog minden oldalanak felez6merdlegesét.
Mivel a sokszog szabalyos ezek egy pontban metszik egymast,
ez legyen M .Legyen P pont az A, F|M haromszogben, igy P
pont Osszes elhelyezkedését vizsgaljuk, hiszen biztos benne
lesz egy ilyen derékszogii haromszogben.
P pont akarhol helyezkedik el ebben a T; tartomanyban,
ha
d; > d;
akkor barmilyen masik helyzete esetén is
d; > d;
PA, = dy, PA; = dy, PAy1 = d3, PAy = dy, PAgy, = d;

Hiszen P pont a sokszog ,,bal felén” van és

A A1 parhuzamos Ay 1Ay o parh...... Aj Agvalamint parhuzamos
Ay Aggy1-gyel.

Valamint ahhoz, hogy megnézziik, hogy PA, és PA, koziil
melyik nagyobb, meg kell nézni hogy A; A, felez6merdlegesének
melyik partjara esik P. Tehat

PAy < PAy < PAgy < ... < PA, < PAp

13



Ha k paros akkor d,; szakasz végpontja (nem P) a sokszog
,,jobb oldali” részén van, legyen A;Most ekkor a csiicshoz
kell megtalalni azt a P pontot melyre d, . ;maximalis. Ez
pedig akkor teljesiil, ha P pont F};A;-en van és innen Fjvan
legtavolabb A;-t6l, hiszen A;F; felez6merdlegese a sikot két
olyan félsikra bontja, hogy A, és A, egy félsikra esik. Tehat
ha £k paros, akkor P pontot az oldalfelez6 pontba kell tenni
hogy d;.1maximalis legyen.

Ha k paratlan, akkor dj,; szakasz végpontja (nem P) a
sokszog ,,bal oldali” részén van. Ekkor P pontnak A;M-
en kell lennie, hogy d;,; maximalis legyen. Mivel A M fe-
lezomerdslegesének az M-et tartalmazd partjan van A;, ezért
Ai-be kell rakni P-t hogy d;,;maximalis legyen.

Tehat ha k paros,P az oldalfelez6 ponton, ha k£ paratlan
P a csicsban van.

27. feladat (ADy ALADOK0015 fordIIkatsfel)

P is either on the perimeter or inside a regular
2k+1-gon. Let d; denote the distance of P from
the vertices of the 2k+1-gon in an increasing or-
der di < dy < ... < ds1. For which P shall we get
the maximal d; ;7

28. feladat (ADyALADOK001sfordrllkatsfel)

Van N darab chip, amelyek képesek egymas
tesztelésére a kovetkez6 modon: ha kettot Ossze-
kapcsolunk, akkor mindketto kijelzi a masik chiprol,
hogy jo e vagy hibas. A jé chip mindig helyesen
valaszol, a hibas chip véletlenszerii eredményt ad.
Tudjuk. Hogy az osszes chipnek tobb mint a fele
jo. Lehetséges-e N-nél kevesebb teszt végrehajtasaval
kivalasztani egy jo chipet?

1. megoldas (ADyALADOK,001, ford I Tkats felymego)

Ha N paros, akkor legalabb 2-vel tobb jo chip van, tehat

ha egyet eldobunk a tobbség megmarad. Ha paratlan sok
van, nem nyulunk hozza. Egy darab kivételével parba ren-

14



dezziik 0ket. Ha a parban olyan a valasz, hogy a masik
rossz, akkor a kett6 kozott biztosan van rossz, hiszen ez
két jonal nem fordulhat el6. Ha nincs, akkor vagy mind-
ketto jo, vagy mindketto rossz. Vegyes paros nem fordulhat
elo, hiszen a jo rossznak talalna a hibasat.

Azokat a parokat, melyekben volt olyan valasz, hogy
a masik rossz, félretessziik. Mivel legalabb annyi hibasat
tettiink félre, mint hibatlant, ezért jobdl tovabbra is t6bb
maradt.

A maradék paratlan szami. Az nyilvanvald, hogy legalabb
annyi jé van, mint rossz.

I. Paratlan szami par van. Ekkor elvesziink minden par
egy tagjat és a mérésbol kimaradtat.

II. Paros szamu par van. Elvesziink minden par egy
tagjat.

Egyszertien belathaté, hogy mindkét esetben ugyanazt
kaptuk ismét, hogy paratlan szamu chipiink van, és tobb
jo van kozottiikk. Ezt a miiveletsort tobbszor elvégezziik.
Ekkor k£ db. mérés utan legalabb k£ db-bal csokken a benn-
maradtak szama, igy a miveletet véges sokszor elvégezve
legfeljebb N-1 méréssel készen vagyunk, 1 db jé chip marad.

29. feladat (ADyALADOK0015 fordITkatsfel)

We have N chips, they are able to test each
other in the following way. Connecting two of
them, each will indicate whether the other one is
good or not. A good chip always gives a correct
answer, a wrong one answers randomly. At least
half of the chips are good. Is it possible to choose
a good chip by testing less than N times?

30. feladat (ADyALADOK,001,ford;lkat; fel)
Oldjuk meg az egész szamok korében az

ab + cd = -1
ac + bd = —1
ad + bc = -1

15



egyenletrendszert!

1. megoldds (ADyALADOK,001, fordrlkat, felymego)
Paronként osszeadjuk az egyenl6ségek megfelel6 oldalait:

(1)+(2): ab + ac + cd + bd = (a+d)(b+c) = -2 (4)
(1)4+(3): ab + ad 4+ cd + bc = (a + ¢)(b+d) = -2 (5)
(2)4+(3): ac + ad + bd + bc = (a+b)(c+d) = -2 (6)

A 6 darab kéttagi osszeg mindegyikének abszolutértéke
1 vagy 2 (mivel a, b, ¢, d egészek). Kiilonboztessiink meg
eseteket a, b, ¢, d el6jele szempontjabol! Nyilvanvaléan nem
lehet mind a 4 szam pozitiv, vagy mind negativ, ekkor a
jobboldal mindeniitt pozitiv lenne.

a) 3 darab negativ: 2 negativ 6sszege nem lehet kisebb
—2-nél, igy (mivel minden lehetséges parositas létrejon (4),
(5), (6)-ban), mind a 3 darab —1-gyel egyenlé. Ekkor a 4.
szdm csak 1—(—1)=2 lehet.

b) 3 darab pozitiv: Hasonl6 gondolattal jutunk az 1, 1,
1, —2 kizardlagos szamnégyeshez.

c) 2 darab negativ: Az el6bbiekhez hasonléan mindkett6
—1 lesz, a masik 2 db 6sszege 1 (mivel (-2)/((-1)+(-1))=1),
igy (egészek 1évén) 0 és 1 lesznek. Azonban 2 olyan szam
nem lehet ezek kozt, mert akkor egy kéttagh Osszeg értéke
0 lesz, (4), (5), (6) egyike 0 lenne. Mivel itt 1+4(-1)=0,
ezért ilyen megoldas nincs.

Tehat a 8 db megoldas:

A b c d a b d
-1 |-1|-11|2 1 1 1 -2
-1]/-112 | -1 1 1 |21
112 | -1]|-1 1 |21 1
2 | -1]-1]-1 -2 11 1 1

Ezek valéban kielégitik az eredeti egyenletrendszert.

31. feladat (ADyALADOK,001sfordrlkaty fel)

16



Find the integer solutions:

ab+cd=—1
ac+bd = —1
ad + bc = —1

32. feladat (ADyALADOK,001sford;lkatsfel)
Az a és b befogdji derékszogii haromszog atfogéhoz
tartoz6 magassaga az atfogd negyedrésze. Mek-

kora ekkor
a\" b\
(5) (o)
értéke?
1. megoldas (ADyALADOK,001, fordrIkaty felymego)

C
&
_ E
r

T a

A

Az atfogot négy egységnek véve az ATCA és a CTBA
hasonlésagabdl felirhatjuk a kovetkezé aranyt:

ebbdl:

ezeket a hatodikra emelve

1

1351 — 780V3 4+ ————
1351 — 780v/3
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-at kapunk. Az utébbit 1351 + 780v/3 -al bévitve:

1351 + 780v/3
13512 — 7802 - 3

ami
1351 + 780+/3

1
A ketto Osszege igy

1351 — 780v/3 + 1351 + 780v/3 = 2702

33. feladat (ADyALADOK,001sford;lkatsfel)

The legs of a right triangle are a and b. The
length of the altitude to the hypotenouse is the
qu%lrter (gf the hypotenouse. Find the value of
(3)" + @)

34. feladat (ADy ALADOK,001, ford;lkatsfel)

Bizonyitsuk be, hogy ha az a, b, c valés szamokra
teljesiil az

11 1 1

a b ¢ atbte
osszefuggés, akkor
1 1 1 1

+ o+ oo = :
1001 H1001 1001 1001 + H1001 + 1001

1. megoldas (ADyALADOK,001, ford Ikatsfelymego)
1 1 1 1

b+c S a+b+te
(@+ b+ c)(ac+ ab+ be) = abe

Kibontjuk

3abc + a?b + a’c + b*a + b*c + ca + *b = abe
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Szorzatta alakitjuk
(a+b)(a+c)(b+c)=0

A szorzat akkor 0, ha a valamelyik tényezsoje 0. Legyen ez
az (a+Db)
a=—b
1 1 1 1

+ o o =
2001 H2001 2001 2001 + H2001 + 2001

Mert a?°'=—p?"!, tehat ebbdl azonossigot kapunk.

35. feladat (ADy ALADOK,001, ford;lkatsfel)
Let a, b, ¢ be real numbers such that %4— % —|—% =
1 Prove that

at+b+c’
1 1 1 1

+ o+ oo = :
1001 p1001 1001 1001 + p1001 + 1001

36. feladat (ADyALADOK,001sfordilkatyfel)

Az ABCD konvex négyszog AC és BD atléja
meroleges egymasra. Az A B oldal K felezopontjabol
allitsunk merodlegest DC' oldalegyenesre. Ennek
talppontja legyen P. Az AD oldal felez6pontjabol
a BC oldalegyenesre allitott meroleges talppontja
legyen (). Bizonyitsuk be, hogy a KP és L(Q egye-
nesek az AC atlé egyenesén metszik egymast!

1. megoldas (ADyALADOK,001; ford Ikat,felymego)

A pontbdl nagyitsuk kétszeresére az abrat ugy, hogy L
pont D-be, K pont pedig B-be keriiljon. KP egyenesének
a képe BP” egyenese, és mivel KP|BP”, ezért BK’ | DK".
LQ egyenesének képe DP” egyenesével esik egybe, és mivel
LQ|DQ’, ezért DQ’L (’B. DCB haromszo6g magassagai
tehat BK’, DQ’, és CO, hiszen a négyszog atloi merdlegesek
egymasra. Ezen 3 magassagegyenes P” pontban metszik
egymast. Tehat P” a BCDA magassagpontja. De P” éppen
P’ pont nagyitott képe. Ha mindent visszakicsinyitiink, P’-
n tehat atmegy KP és L(Q) szakasz és P’ rajta van AC-n.
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Tehat KP és LQ valéban AC-n metszik egymast.

megj: Ebben a bizonyitasban azt nem is hasznaltuk ki,
hogy K és L felezG6pontok, csak azt, hogy ugyanolyan aranyu
osztopontok.

37. feladat (ADyALADOK,001sford;lkatyfel)

Let ABCD be a convex quadrilateral whose di-
agonals, AC and BD, are perpendicular. Let K
be the midpoint of AB. We drop a perpendicular
from K to line DC, and its foot is P. Let L be the
midpoint of AD. We drop a perpendicular from
L to line BC, and its foot is (). Prove that KP,
L@ and AC are concurrent.

38. feladat (ADyALADOK,0015fordrkaty fel)
Bizonyitsuk be, hogy

1 e2 o... 02001 4 2002 2003 o... 4002

oszthato 4003-mal!

1. megoldas (ADyALADOK,001; fordkat, felymego)
Vizsgaljuk meg a szamok 4003-mal valé osztasi maradékait:
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2002 = -2001 (4003)
2003 = -2000 (4003)
2004 = -1999 (4003)

4001 = -2(4003)
4002 = -1(4003)

Majd behelyettesithetjiik a kongruencidak jobb oldalan
talalhaté szamokat a feladatban szereplo Osszeg jobb ol-
dalaba, igy:

20020200302004e...04002 helyébe:
(-2001)e(-2000)e(-1999)e...0(-1).

Ekkor észrevehetjiikk, hogy a bal oldali szorzat 4003-as
osztasi maradéka (-1)-szerese a jobb oldaliénak:

(-1)ele2e...02001 = (-2001)e(-2000)e(-1999)e...0(-1)
(4003)

Mert a jobb oldalon paratlan szamu negativ tag all.
Ezért:

le2e3e...02001 + (-2001)e(-2000)e(-1999)e...e(-1) = 0
(4003)

le2e3e...02001 + 20020200302004e. ..e4002 = 0 (4003)

Tehat 1e2e...02001 4+ 200202003e. . . #4002 oszthato 4003-
mal.

39. feladat (ADyALADOK,0015fordrkaty fel)
Prove that 1-2-...-2001 + 2002 - 2003 - ... - 4002 is
divisible by 4003.

40. feladat (ADy ALADOK5001, fordrkatsfel)
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Oldjuk meg a természetes szamok halmazan a

vVe+y+vr—y=10

egyenletet!

1. megoldas (ADyALADOK,001; ford;kats felymego)
Emeljiik négyzetre az egyenletet:

rhytr—y+2-y/(z+y)(@—y) =100

Az egyszerisitések utan a kovetkezot kapjuk:

Vit =2 =50 -z

Lathato, hogy + < 50 —nek kell teljesiilnie és az egyenlet
bal oldalabdl kovetkezik, hogy v < =z, azaz y < 50.
Még egy négyzetre emelés utan:

v? —y? =50 + 2? — 100z
Az atalakitasok elvégzésével
y? = 100z — 50 = 1002 — 2500 = 100 (z — 25)

-h6z jutunk, vagyis y? oszthaté 100-zal, igy y 10-zel lesz
oszthaté.
y helyébe 10, 20, 30, 40 ill. 50-et helyettesitve
x értékéhez 26, 29, 34, 41 és 50 jon ki, tehat a megoldas:
r1=26 r9=29 x3=34 x,=41 5=50
y1=10 =20 y3=30 y,=40 y5;=50

41. feladat (ADyALADOK5001, fordrkatsfel)

Solve the following equation over the natural
numbers of :

Vo +y++r—y=10.

42. feladat (ADy ALADOK,001, fordkatsfel)

22



Az a és b befogoji derékszogii haromszog atfogéhoz
tartozo magassaga az atfogd negyedrésze. Mek-

kora ekkor
a\b b\©
(z) - ()
értéke?

1. megoldas (ADyALADOK,001; fordrkats felymego)

-
[

A T 4 B

Az atfogot négy egységnek véve az ATCA és a CTBA
hasonlésagabdl felirhatjuk a kovetkezé aranyt:

ebbdl:

ezeket a hatodikra emelve

1
1351 — 780v/3

-at kapunk. Az utébbit 1351 + 7804/3 -al bévitve:

1351 — 780v/3 +

1351 + 780v/3
13512 — 7802 - 3

ami

1351 + 780+/3
1
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A kett6 Osszege igy
1351 — 780v/3 + 1351 + 780v/3 = 2702

43. feladat (ADyALADOK,0015fordrkatsfel)

The legs of a right triangle are a and b. The
length of the altitude to the hypotenouse is the
quarter of the hypotenouse. Find the value of
a6 b\6
() +(2)"

44. feladat (ADyALADOK,0015 fordrkat,fel)

Egy 1 egység széles egyenes vonalzdval egy sikon
szerkeszthetiink. Mas segédeszkoziink — ceruzan
kiviil — nincs. A szerkesztés soran a kovetkezo6
lépések hajthatok végre:

a) tetszobleges szamu pontot felvehetiink az adott
sikon,

b) két felvett ponton at egyenes hizhaté a vo-
nalzéval,

c) barmely megrajzolt egyenessel attdl egységnyi
tavolsagra 1évo parhuzamos egyenes hiizhato.

Szerkessziink\/34 egység hosszii szakaszt a meg-
engedett szerkesztési lépések alapjan!

1. megoldas (ADyALADOK,001; fordrkat, felymego)

Rajzoljunk 2 par parhuzamos egyenest, melyek metszik
egymast. Ezek egy rombuszt hataroznak meg, mivel két
magassaga egyenlo!

A rombusz atléi merdlegesek egymasra, igy a szemkozti
csucsokat Gsszekotve meréGleges egyeneseket kapunk.

Az egyikre 3, mig a masikra 5 egységet mériink fel az
1 egység széles vonalzonk segitségével. Az igy keletkezett
derékszogii haromszog dtfogéja Pitagoras tétele miatt/34egység.

45. feladat (ADyALADOK,001, fordrkatyfel)
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We have a ruler, whose width is 1 unit and a
pencil. The following steps are allowed during
construction:

a) Taking arbitrary points on the plane.

b) Drawing a straight line through any two gi-
ven points.

c) Drawing a line parallel to any given line such
that their distance is 1 unit.

Construct a segment with length /34 using these
allowed steps.

46. feladat (ADy ALADOK,0013ford Ikat; fel)

Hany olyan pozitiv egész tizes szamrendszerbeli
n-jegyll szam van, amelynek szamjegyosszege n?
— 40, ahol n pozitiv egész szam?

1. megoldas (ADyALADOK,0013ford;Ikat, felymego)

A szamjegyek Osszege legalabb 1, és legfeljebb 9n. Tehat:
1< n®-40 < 9n.

A bal oldali egyenl6tlenségbol:

n? > 41

nZ\/ﬁ>3

Ezek szerint nnem lehet kevesebb 4-nél.
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A jobb oldali egyenl6tlenségbol:
n® —9n < 40

n=4-re: n’-9n=28

n=>5-re: n3—9n==80

Mivel n?-9n=(n-3)n(n+3), igy ha n-et noveljiik, akkor
mindhirom tag néni fog, és igy a szorzatuk is (poz. n-re).
Valamint n®>—9n folytonos fiiggvény, amely igy szigorian
monoton no, ezért a 40-et csupan egyszer veszi fel.

Ezért n nem lehet tobb 4-nél.

A két megallapitasbol kovetkezik, hogy a keresett szam
csak négyjegyu lehet. Ekkor a szamjegyek Osszege 24.

Keressitkk meg az osszes olyan 4 nemnegativ taga Ossze-
get, ahol a tagok novekvo sorrendben vannak, és az Osszeg
24. (A tagok egészek)

Az els6 ilyen a 9+9+6+0. A kovetkezo a 9+9+5+1. A
949 kezdetiiekbdl az utolsé 9+9+3+3. Ezutan folytatjuk
a 9+8 kezdetiiekkel. Az utolsé 9 kezdetii a 9+5+5+5. A 8
lgezdetl'iekkel folytatjuk. Az utols6 szamnégyes a 6+6-+6+6.
Osszesen 39 szamnégyes van. Egy szamnégyesbdl legfel-
jebb 4!=24 db négyjegyii szam allithato eld, ha 4 kiilonb6z6
szdmjegy van, és nincs koztiik 0-4s. 18 db szam (3-3-2:1)
ha van 0-as és 4 kiillonbozo. 2 egyforma szamjegy van, és
van 0-as, akkor 9 db, ha nincs, akkor 12 db. 2-2 egyforma
szamjegy van, akkor nincs 0; 4 alatt a 2= 6db szam. Ha
3 egyforma, és van 0-as, akkor 3db; ha nincs, 4db. 4 egy-
forma szamjegybol csak 1 szam allithatd 6ssze. Ez 0sszesen
405 db szamot ad.

47. feladat (ADy ALADOK,0013 ford Ikat; fel)

How many numbers are there which have n di-
gits and the sum of the digits is n*—407 (n is a
positive integer.)

48. feladat (ADy ALADOK50013ford Ikatsfel)

ABC haromszogben BC < CA < AB. A BC ol-
dal felezomerolegese Q-ban, az A C oldal felez6merolegese
P-ben metszi a ('-bol indulé magassag egyenesét.
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Mekkora a haromszoég legnagyobb szoge, ha 4PC-CQ=AB?
‘?

1. megoldas (ADyALADOK,0013 fordrIkaty felymego)

F1CQ A hasonlé az MBCA -hez, hiszen C-nél 1év6 szogiik
ko6zos, valamint mindkett6 derékszogili. Innen:

FC  CM BC
T ===
cQ BC’ ¢ 2
miatt Be?
200 = TR

Hasonléképpen elmondhaté, hogy L, PC A hasonlé AML
A-ho6z, amib6l rovid szamolas utan:
AC?

2CP = Ml

adodik.
Osszeszorozva a két egyenletet:
AC?. BC?
4.CP-CQ="_—""_
Q CM2 Y

azaz az eredeti feltétel szerint
AC? - BC?
CM?

AC? BC?=AB? CM? ahol nyilvdn a jobb oldal a teriilet
kétszeresének négyzete.

= AB?.
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Tehat AC-BC=2T, vagyis AC és BC bezart szoge 90 ° ,
ami sziikségszertien az A BC haromszog legnagyobb szoge.

49. feladat (ADy ALADOK,0013ford Ikatsfel)

In triangle ABC the following holds: BC<CA<AB.
Line ¢ is perpendicular to AB and goes through
C. The perpendicular bisectors of BC and AC
meet e at P and () respectively. Determine the
greatest angle of the triangle if 4CP - CQ = AB>.

50. feladat (ADyALADOK,0013ford;lkatsfel)

Tekintsiik az 1,2,3,...,2002 szamsorozatot! Ezt
a sorozatot atrendezhetjiik a kovetkezo6 moédon:
egy lépésben a sorozat utolsé tagjat elobbre he-
lyezhetjiik (akarhanyadik helyre az 1.,2.,3.,...2002.
sorszamu hely ko6ziil) azzal a megszoritassal, hogy
az elorébb helyezett tag nem el6zhet meg nala na-
gyobb szamot. A kapott 1j sorozatra ismét alkal-
mazhatoé az elobb leirt 1épés, egészen addig, amig
lehetséges. Bizonyitsuk be, hogy barmely lépés
utan olyan sorozatot kapunk, amelyben a (2k —
1)-edik és a 2k-adik tag koziil az egyik paros a
masik pedig paratlan szam, barmely 1 < £ <
1001 esetén.

1. megoldas (ADyALADOK,0013 ford Ikatsfelymego)

Ha a 2002-t el6bbre helyezziik, akkor még egyszer nem
keriilhet utolsénak, hiszen kisebb szam nem keriilhet na-
gyobb elé. Hasonléan minden szamot maximum egyszer
helyezhetiink elorébb. Ezért véges sok 1épés utan mar nem
lehetséges athelyezés. Képzeljiik a szamokat kettesével egy
skatulyaba, az els6be az 1 és a 2, ... az utolséba a 2001
és a 2002 keriil. Minden skatulya, melybe tehet6é a 2002,
paratlan szammal kezdodik. Ha 0 2002-t athelyezziik vala-
melyik skatulyaba, abban a 2002-n kiviil egy db paratlan
szam lesz, és azok a skatulyak, melyekbe a kovetkezo6 1épésben
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a 2001-be rakhat6 parossal kezd6dnek és paratlannal végz6dnek.
Innen ugyan tugy folytathato az eljaras, mint az el6bb, igy
minden lépés utan minden skatulyaban egy paros és egy
paratlan szam lesz.

51. feladat (ADyALADOK,0013ford;lkatsfel)

We have the numbers 1, 2, ..., 2002 in this or-
der. One can rearrange them by taking the last
number and move it to the left to any position.
The number which moves cannot overtake a big-
ger number. We repeat this procedure until it is
possible.

Prove that after any rearrangement one of the
(2k—1)th and (2k)th terms of the resulting sequ-
ence is an odd and the other is an even integer
for every k=1, 2, ..., 1001.

52. feladat (ADyALADOK0013fordrkaty fel)
Az a, b, ¢, d egész szamokra a < b <
c < d teljesiil. Tudjuk, hogy az

E = (b—a)(b+c+d)(ct+a+d)+(c—b)(c+a+d)(a+b+d)+(a—c) (a+b+d) (b+c+d)

kifejezés értéke primszam. Mi ennek a primszamnak
az értéke?

1. megoldas (ADyALADOK,0013fordkat, felymego)

A megadott kifejezést atalakitva az

(a—0)(b—c)(c—a)

kifejezést kapjuk. Ez primszam értéket csak akkor vehet

fel, ha 2 tényezo 1, ill. —1, és a harmadik p v. — — p.
(a—0) <0
(b—c) <0

valamint

la —b] <|c—d
|b—c| <|c—al
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kovetkezik a feladat allitdsabodl, tehat p ill. — —p csak (c—a)
lehet, mert az a legnagyobb abszoliitértékii a harom tényezo
koziil, ezért

(a—0)=-1
(b—c)=-1
c=a+2
(c—a)=2

emiatt a 2 az egyetlen prim érték, amit a kifejezés felvehet.

53. feladat (ADyALADOK0015ford kat; fel)

We have integer numbers a < b < ¢ < d. We
know that E is a prime and E = (b—a)(b+c+d)(c+
a+d)+(c—b)(ct+a+d)(a+b+d)+(a—c)(a+b+d) (b+c+d).
Find the value of E.

54. feladat (ADyALADOK0015ford kats fel)

Az ABC derékszogi haromszog BC befogéjanak
D pontjaban az AD szakaszra allitott merodleges
az AB atfogot az F pontban metszi. Az E pont
BC-re es6 meroOleges vetiilete az F pont. Bi-
zonyitsuk be, hogy a CF szakasz hossza akkor
minimalis, ha a D pont rajta van az A csicsbdl

indulo szogfelezon.

1. megoldas (ADyALADOK,0013ford;kats felymego)
Az ABC haromszogben EF parhuzamos AC-vel, igy a
parhuzamos szel6k tétele szerint

BE _ BE
BC = B A
BE = BF34

BA/BC barmilyen F és E pont esetében &allandé, igy BE
a BF linearis fiiggvénye. Tehat amikor BF maximumat
keressiik — ami ekvivalens CF minimumanak keresésével —,
elég BE maximumat keresni.

A feladat szerinti, a BC oldalon futé D pontot jelolje R,
ha rajta van CAB/ felezGjén is. Az ehhez tartozé FE pont
jele legyen S, F-é T.
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ARS haromszog derékszogi, ezért a koriilirhato korének
a kozéppontja AS szakasz felezépontja (O). igy OAR/=0RA/ =
a.

ACR haromszog is derékszogii, és az A-ndl levo szoge
a, igy ARC /=90 " -a. Ebbdl az kovetkezik, hogy RO 1 BC,
mert CRO/=90"-a+ a=90".

Tekintsiik az ARS haromszoget, melynek az eddig el-
mondottak miatt BC nyilvan érinti a koréirt korét (merdleges
az OR sugarra és a végpontjan, R-en megy at). Emiatt ha
a BC-n futé D pontra D # R, akkor ADS/ <90°. Ekkor
az AD’, ill. AD” szakaszokra D’-ben ill. D”-ben allitott
merdleges AB-t a BS szakaszon metszi

igy a kaphaté BFE szakaszok nem nagyobbak BS-nél, és
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a feladat allitasat bizonyitottuk.

55. feladat (ADyALADOK0013fordrkats fel)

Let ABC be aright triangle, D and £ are points
on leg BC and hypotenouse A B respectively such
that AD and DFE are perpendicular. We drop a
perpendicular from E to BC, and its foot is F.
Prove that the length of CF is minimal if AD is
the bisector of the triangle.

56. feladat (ADyALADOK0015ford katsfel)

a) Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan k
egész szam van, amelyre k és k + 1 is két pozitiv
egész szam négyzetének osszegeként irhatdé fel.

b) Igazoljuk azt is, hogy nem létezik olyan k
egész szam, amelyre a k, £k + 1, k + 2 és kK + 3
szamok mindegyike felbonthaté két négyzetszam
osszegére.

1. megoldas (ADyALADOK,0013fordkats felymego)

a) A négyzetszamok legyenek a?, b2, 2, d?, igy:

k=a?+b?
k+1=c+d>
k+1—k=1
AEA+d®—-at-1*=1
Ez teljesiil, ha ¢ = 1, valamint d, a, b olyan pitagoraszi
szamharmas, ahol d a legnagyobb, mert igy:
d2 — CL2 + b2
=1
C+d*=a*+0*+1
A+d®>—a? -1 =1
Mivel a d, a, b pitagoraszi szamharmast végtelen sokféleképpen

valaszthatjuk meg, igy végtelen sok olyan k egész szam
létezik, amelyre a feladat allitasa teljesiil.
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b) A négyzetszdmok 4-es osztisi maradéka 0 v. 1. 4
egymast kovet6 szam kozott van olyan, amelynek a 4-es
osztasi maradéka 3. De 2 négyzetszam Osszegének osztasi
maradéka csak

0+0=0
0+1=1
1+1=2

lehet, vagyis nincs olyan k pozitiv egész, amelyre a feladat
allitasa teljesiil.

57. feladat (ADyALADOK0013fordrkatsfel)

a) Prove that there are infinitely many integers
k such that both £ and k41 are the sums of two
perfect squares.

b) Prove that there is no such k that k, k+1,
k+2, k43 are all the sums of two perfect squares.

58. feladat (ADxEZDOK>001; fordrkaty fel)

Solve the following inequality over the real num-

bers:
2x 1

>1
\x—3|—5+x+2_

59. feladat (ADy EZDOK>001, fordrkatsfel)

Let ABC be a right triangle, the length of hy-
potenouse AB is 3. The points F and G trisect
AB. Determine the value of CE? + CG?.

60. feladat (ADxEZDOK,001, fordkatsfel)

The natural number n is smaller than 10%, the
sums of the digits of both n and n+1 are even.
How many possible values of n are there?

61. feladat (ADxEZDOK,5001, fordkatyfel)
The sides of an acute triangle satisfy ac = b*—a?.
Prove that 5 = 2a.
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62. feladat (ADxEZDOK,001, fordkatsfel)
Find the integers m, n which are greater than
1, if m is a divisor of n and m" < n™

63. feladat (ADxEZDOK5001sfordIkat, fel)

Let D be the midpoint of the arc BC (not con-
taining A) of the circumcircle of triangle ABC.
The mirror image of D on line BC is E. The
midpoints of AE, AB, BC, CA are K, L, M, N
respectively. Prove that K is on the circumcircle
of LMN.

64. feladat (ADxEZDOK50015ford;lkatsfel)

Find the integer solutions of the following equ-
ation:

22y —a?y—zy’+xy+o + y=2.

65. feladat (ADx EZDOK5001sfordIkatsfel)

We have a set H with n elements (n >6). Prove
that if we can choose a few five-element subsets
of H such that every subset of H with 3 elements
is contained in exactly one of the chosen subsets,
then n >16.

66. feladat (ADxEZDOK50015fordkat; fel)
Let ABCD be a quadrangle, the midpoints of
AB and CD are P and () respectively. Find a

necessary and sufficient condition such that the
areas of APQD and PBCQ should be equal.

67. feladat (ADxEZDOK50015fordkats fel)
Find the integer solutions of the following equ-
ation:

4734293 + 23=2002zyz.
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68. feladat (ADxEZDOK50015fordkatsfel)

Prove that one can choose a few four-element
subsets of the vertices of a cube such that taking
any 3 vertices of the cube they are contained in
exactly one of the chosen subsets.
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