1. feladat (ADyALADOK,001, ford;IIkat, fel)
Bizonyitsuk be, hogy ha az a, b, ¢ valds szamokra
teljesiil az

r 1 1 1

to=—
a b ¢ a+b+c
osszefiiggés, akkor

1 1 1 1

+ = :
q1001 " p1001 " L1001 T 41001 4 {1001 4 1001

1. megoldas (ADyALADOK,001, fordrIIkat, felymego)
1 1 1 1

a E—i_c a+b+e
(@4 b+ c)(ac+ ab+ bc) = abe

Kibontjuk
3abc + a’b+ a’c + b?a + b*c + c*a+ ?b = abe
Szorzatta alakitjuk
(a+b)(a+c)(b+c¢)=0

A szorzat akkor 0, ha a valamelyik tényezdje 0. Legyen ez
az (a+b)
a=—b
1 1 1 1

+ + =
2001 H2001 2001 2001 + H2001 + 2001

Mert a?9'=—p?"1, tehat ebbdl azonossigot kapunk.

2. feladat (ADyALADOK,001, fordrlIkat, fel)
Let a, b, ¢ be real numbers such that %Jr % +% =
1 Prove that

at+b+c’
1 1 1 1

+ = :
q1001 " p1001 " L1001 T 41001 4 {1001 4 1001




3. feladat (ADyALADOK,001, ford;IIkatsfel)

Az a oldalii Nnégyzetet a kozéppontja koriil el-
forgatva az N’ négyzetet kapjuk. A két négyzet
koz0s része olyan nyolcszog, amelynek mindegyik
oldala b hosszu.

a) Fejezziik ki a nyolcszog teriiletét a-val és b-
vel!

b) Ha az N és N’ négyzet metszetének teriiletet,
unidjanak teriilete pedig 7', akkor igazoljuk, hogy

2 T2
Vit-T < ad® < t —; .

1. megoldas (ADyALADOK,001, ford;ITkats felymego)
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OFEF haromszog egybevagd OFG haromszoggel, mert
OF mindkett6ben benne van, OG=0FE O koriili 90 fokos
forgatas miatt, és EF = FG a feltétel miatt.

b
Tnyolcszb'g =Torg *8 = az *x 8 = 2ab

T = 2a°> — 2ab
t = 2ab



2
mértani kozép:
VTt
szamtani kozép:
T+t
2

A mértani, szamtani és négyzetes kozepek kozotti egyenlotlenség
miatt (t#£T).

4. feladat (ADy ALADOK,001, fordI1katyfel)

The side of square N is denoted by a. Rotating
N around its centre we get N’. The common part
of the two squares is an octogon. Each side of
this octogon has length 0.

a) Determine the area of the octogon in terms
of a and b.

b) The area of the intersection of N and N’ is
t, the area of the union of N and N’ is T'. Prove

that vt T < a? < /25T,

5. feladat (ADyALADOK,001, ford;ITkatsfel)

A k kor belsejében levo A BC' szabalyos haromszog
oldalegyenesei ak kort az A; Ay, By, By, C1,C5 pon-
tokban metszik a kovetkezo betlizés szerint: az
AB oldalegyenes metszéspontjai a korrel A; és
B,;. Hasonlbéan: a BC egyenes metszetei a korrel
By, illetve (5, és a CA egyenes metszetei a korrel
C, illetve A, az abranak megfelelGen.

Bizonyitsuk be, hogy

AA1+ BBl-/— CCl — AA2+ BB2+ CCQ

3



1. megoldas (ADyALADOK,001, ford;ITkatsfelymego)
Tekintsiik A, B, C pontoknak a k korre vonatkoz6 hatvanyat.
Eszerint:

ar(r + by) = as(r + 1)
bi(r + co) = ba(r + ay)
c1(r 4 ag) = co(r + by)

Az egyenleteket 6sszeadva és kibontva:
G1T+G1b2+b17"+b102+017"+01&2 = &2T+CZ201+b27"+b2a1+627’+0261
r(al + b1 + Cl) = 7"(&2 + bg + Cg)

r # 0 mert haromszog oldal, ezért

CL1+b1+Cl :a2+b2+02

és ezt kellett bizonyitani.

6. feladat (ADyALADOK,001, ford;ITkatsfel)

We have six points on a circle in the following
order: Al, AQ, Bl, BQ, 01, 02. AleﬂAgcl = A, Bngﬂ

ByA; = B, C1AyNCyB; = C. We know that triangle

ABC is equilateral. Prove that

AAL+ BB, +CC; = AAs + BBy + COs.



7. feladat (ADyALADOK,001, ford ITkatyfel)

121 darab pozitiv egész szamrodl tudjuk, hogy
osszegiik 360. Bizonyitsuk be, hogy az adott 121
darab pozitiv egész szam koziil ki lehet néhanyat
valasztani tigy, hogy a kivalasztott szamok 0sszege

120 legyen.
1. megoldas (ADyALADOK,001, fordI1kat,felymego)
A szamok: aq, as, a3, A4y ... 5 G121
Készitiink 121 csoportot :
ai
ap + as

a1 + as + as
ai +as +as+ay

ai + as + az + ag+.....+a2

Ha nézziik ennek a 121 csoportnak a 120-as maradékait,
akkor a skatulya elv szerint biztosan van két azonos ma-
radéknu. Mivel nincs két azonos Osszegii csoport, a két azo-
nos maradékut kivonva egymasbdl a 120-as maradék 0 lesz.
Ez a maradék vagy 120 és ekkor készen vagyunk, vagy 240
akkor pedig a kivonas utan maradt halmaz komplementere
jO, hiszen az 6sszeg 360.

8. feladat (ADyALADOK,001, fordiITkatyfel)

We have 121 positive integers, the sum of which
is 360. Prove that we can choose a few of them
such that the sum of the chosen numbers is 120.

9. feladat (ADyALADOK,001, ford;lkaty fel)

Let x, y be real numbers such that z+y+xy is
rational and z* 4 ¢* is irrational. Prove that zy is
irrational.

10. feladat (ADyALADOK,001, fordiIkatyfel)



Let ABCD be a circumscribed quadrilateral
such that AB is parallel to CD and BOC/ =
AOD/ = 120°. Prove that if the radius of the cir-
cumcircle is 1 then the area of ABCD is at most
V3.

11. feladat (ADyALADOK>001, fordiIkatsfel)

Let f(x) = 2> —4|z — 1| —p be a function over the
real numbers, where p is a real parameter. There
are exactly three values of r such that f(z)=1.
Determine the value of p.

12. feladat (ADyALADOK>001, fordIkatyfel)

Prove that among any 2001 consecutive posi-
tive integers one can always find a number for
which the sum of the digits is divisible by 27.

13. feladat (ADy ALADOK>001, fordIkatsfel)

We put 120 unit squares inside a 20x25 rec-
tangle. Prove that we can also put a circle of
unit diameter inside the rectangle which has no
common inner point with the squares.

14. feladat (ADyALADOK>001, fordrkat, fel)
Bizonyitsuk be, hogy minden 0 < a < 1 szamra
2
1—a) a—
a -raall fennegyenloség?
1. megoldas (ADyALADOK,001, fordkat, felymego)
Szorozzunk fel (1-a) - a-val! (mivel 0< «a <1, emiatt

sema,sem 1-a nem lehet 0; raadasul nem valtozik az egyenlGtlenség
irdnya sem, hisz (1-a) - apozitiv)

2000%-a+1—a>2001%-a — 20012 - a®
l—a>a- (20012 — 20002) — 20012 - o2
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1 —a > a- (2001 + 2000) (2001 — 2000) — 20012 - a*
1> 4002 - a — 20017 - a*
(2001 -a—1)*> >0

Ez viszont természetesen mindig teljesiilni fog. Egyenloség
csak akkor lehet, ha

1=2001-a

Vagyis ha

15. feladat (ADyALADOK,001, fordrkaty fel)
Prove that if 0< a <1 then

20002 1
+ = > 20012
a

1—a
Find the values of a when equality holds.

16. feladat (ADyALADOK>001, fordrkatsfel)

Az ABC haromszog AB oldalanak B-hez koze-
lebbi harmadolépontja H, a BC oldal B-hez legkoze-
lebbi negyedel6pontja N;, C-hez legkozelebbi ne-
gyedelopontja Ny,. A CA oldal felezopontja F.

Bizonyitsa be, hogy az FHN és az FHN ; haromszogek
teriilletének osszege az A BC haromszog teriiletének
felével egyenlo!

1. megoldas (ADyALADOK,001, fordrkats felymego)




A haromszog teriilete legyen T.
Az FHN, haromszog teriilete:

Trun, = Tapc — Tanr — TN,

TAHF:§-5T25T
PRI P
w130 2
Ezeket behelyettesitve:
Trun, = 254T

Az FHN; haromszog teriilete:

—Tren,

Trun, = Tapc — Tanr — Tupn, — Tren,

1 2 1

T =—. T ==

AHF = 5 3 3

3 1 1

THBN2 :1‘§T:1

1 1 1

Trcn, =§'ZT:§

Ezeket behelyettesitve:
7
Tran, = ﬂT

Tehat a két haromszog teriiletének 6ssz
valéban az A BC haromszog teriiletének

17. feladat (ADy ALADOK>001, fordrkatsfel)

On the sides AB and CA of triangle ABC there
are H and F respectively such that AH: HB=2:1
we have N; and

and CF:FA=1:1. On the side BC
Ny such that BN :N;C=CNy:N,B

Prove that the sum of the areas of FHN, and

FHN, is half of the area of ABC.

ege 12/247T vagyis

fele.

=1:3.



18. feladat (ADy ALADOK>001, fordrkatsfel)
Oldjuk meg a valés szamok halmazan az

(:UQ T y2)3 — (51:3 . y3)2

egyenletet!

1. megoldas (ADyALADOK,001, ford;kats felymego)

Bontsuk ki a zardjeleket!

26 4+ 3aty? 4 322yt 4+ yb = 2= 20393 + o°

Tovabbrendezve:

r?y?(32%+ 3y*+ 2zy) =0

Egy szorzat akkor lehet 0, ha valamelyik tényezdje 0.

a) z=0

b) y=0

c) 322 + 3y* + 2zy = 0

c) (z+y)*+ 22+ 2y*°=0

Csak akkor lehet, ha x = y=0.

Tehat az egyenl6ség akkor all fenn, ha x vagy y = O.
Ekkor a masik barmi lehet.

19. feladat (ADyALADOK>001, fordrkatsfel)
Find the real solutions:

(407 = (2 =)

20. feladat (ADyALADOK001, fordrkatyfel)

Bizonyitsuk be, hogy 2001 egymast koveto po-
zitiv egész szam kozott mindig van olyan, amelyre
igaz, hogy a szamjegyeinek osszege oszthato 27-
tel!

1. megoldas (ADyALADOK,001, fordrkat, felymego)

Ha 0 a kijelolt 2001 szam kozott van, akkor az allitas
trivialis. Ha 0 nincs a kijelolt szamok kozott, akkor vagy
csak pozitiv, vagy csak negativ elmei vannak a meghatarozott
2001 hossza szamsornak. Ezen két eset k6zott csak elgjelbeli
kiilonbség van, oszthatésagi szempontbdl azonosak, ezért



elegendd pozitiv szamokra vizsgalni az allitast. Az egymast
kovet6 2001 szam kozott biztosan van a kovetkez6képpen
megadhaté két szam: kx1000; kx1000+999, kiillonben az
intervallum hossza maximum. 1998 lenne. Azt Allitjuk,
hogy ezen két szam kozotti szamok szamjegyosszege 27-
tel osztva teljes maradékrendszert ad. Ehhez elegendé6 azt
belatnunk, hogy 0-t46l 999-ig minden maradék el6fordul 27-
tel osztva, hiszen ,,kx1000” szamjegyosszegét hozzaadva
ehhez a teljes maradékrendszerhez, teljes maradékrendszert
kapunk. Ez az allitas pedig nyilvanvaléan igaz, pl. 0-9, 90-
99, 990-999-ig minden maradék el6fordul.

21. feladat (ADyALADOK001; fordkatyfel)

Prove that among any 2001 consecutive posi-
tive integers one can always find a number for
which the sum of the digits is divisible by 27.

22. feladat (ADyALADOK001, ford katsfel)

Egy 20x25-0s téglalapban elhelyeztiink tetszolegesen
120 db egységnyi oldala négyzetet. Bizonyitsuk
be, hogy még egy olyan egységnyi atméroji kor
is elfér a téglalapban, amelynek nincs kozos belso
pontja a négyzetekkel! (Négyzeten most négyzetlapot,
koron most korlapot értiink.)

1. megoldas (ADyALADOK,001, fordrkatsfelymego)

Vizsgaljuk azt, hogy hol helyezkedhet el a keresett kor
kozéppontja! Ha be tudjuk bizonyitani, hogy a négyzetek
letevése utan is lesz hely a kor kozéppontjanak, akkor készen
vagyunk.

a) A négyzetek oldaldhoz 1/2-nél nem lehet kozelebb a
kozéppont.

Egy négyzet altal letiltott teriilet:

1 1\?2 T
1+4-— — =34+ —.
+ 2+<2>7T Ty

b) A téglalap keriiletéhez 1/2-nél nem lehet kozelebb:

10



Ez

1 1
18- =-2+25---2=43
2 T 2

egységnyi teriiletet tilt le.
Tehat a maximalisan letilthaté terulet:

120 - (3 + Z) +43 < 498.

Vagyis a maximalisan letilthato teriilet nagysaga kisebb,
mint 500. Tehat lesz hely a kor kozéppontjanak, vagyis
elhelyezheté lesz.

23. feladat (ADyALADOK,001, ford katsfel)

We put 120 unit squares inside a 20x25 rec-
tangle. Prove that we can also put a circle of
unit diameter inside the rectangle which has no
common inner point with the squares.

24. feladat (ADxEZDOK>001, fordrkat, fel)
Solve the following inequality over the real num-

bers:
2x

1.
lr—3|—5

>
+x—|—2_

25. feladat (ADx EZDOK>001, fordrkatsfel)
Let ABC be a right triangle, the length of hy-

potenouse AB is 3. The points £ and G trisect
AB. Determine the value of CE? + CG?.

26. feladat (ADyx EZDOK>001, fordrkatsfel)

The natural number n is smaller than 10%, the
sums of the digits of both n and n+1 are even.
How many possible values of n are there?

27. feladat (ADxEZDOK>001; fordrkatyfel)
The sides of an acute triangle satisfy ac = b*—a?.
Prove that § = 2a.

11



28. feladat (ADxEZDOK>001, fordrkatsfel)
Find the integers m, n which are greater than
1, if m is a divisor of n and m" < n™

12



