1. feladat (ADyALADOK,0015fordIkat; fel)

Hany olyan pozitiv egész tizes szamrendszerbeli
n-jegyli szam van, amelynek sziamjegyosszege n?
— 40, ahol n pozitiv egész szam?

1. megoldas (ADyALADOK,0013 ford Ikat, felymego)

A szamjegyek o0sszege legalabb 1, és legfeljebb 9n. Tehat:
1< n*-40 < 9n.

A bal oldali egyenl6tlenségbol:

nd > 41

n>v4l >3

Ezek szerint nnem lehet kevesebb 4-nél.
A jobb oldali egyenl6tlenségb6l:

n® —9n < 40

n=4-re: n3-9n=28

n=>5-re: n>-9n=80

Mivel n3-9n=(n-3)n(n+3), igy ha n-et noveljiik, akkor
mindhdrom tag néni fog, és igy a szorzatuk is (poz. n-re).
Valamint n*—9n folytonos fiiggvény, amely igy szigoridan
monoton no, ezért a 40-et csupan egyszer veszi fel.

Ezért n nem lehet tobb 4-nél.

A két megallapitasbol kovetkezik, hogy a keresett szam
csak négyjegyu lehet. Ekkor a szamjegyek Osszege 24.

Keressitkk meg az osszes olyan 4 nemnegativ tagi Ossze-
get, ahol a tagok n6vekvo sorrendben vannak, és az Gsszeg
24. (A tagok egészek)

Az elso ilyen a 9+9+6+40. A kovetkezo a 9+9+5+1. A
949 kezdetiiekbdl az utolsé6 9+9+3+3. Ezutan folytatjuk
a 948 kezdetiiekkel. Az utolsé 9 kezdetii a 9+5+5+5. A 8
kezdetiliekkel folytatjuk. Az utolsé szamnégyes a 6-+6+6+6.
Osszesen 39 szamnégyes van. Egy szamnégyesbol legfel-
jebb 4!=24 db négyjegyii szam allithaté eld, ha 4 kiilonb6z6
szdmjegy van, és nincs koztiik 0-4s. 18 db szam (3-3-2:1)
ha van 0-as és 4 kiillonb6z6. 2 egyforma szamjegy van, és
van 0-as, akkor 9 db, ha nincs, akkor 12 db. 2-2 egyforma
szamjegy van, akkor nincs 0; 4 alatt a 2= 6db szam. Ha



3 egyforma, és van 0-as, akkor 3db; ha nincs, 4db. 4 egy-
forma szamjegybol csak 1 szam allithatd 6ssze. Ez 6sszesen
405 db szamot ad.

2. feladat (ADyALADOK,0013ford;lkaty fel)

How many numbers are there which have n di-
gits and the sum of the digits is n*—407 (n is a
positive integer.)

3. feladat (ADyALADOK,0013fordrlkatsfel)

ABC haromszogben BC < CA < AB. A BC ol-
dal felezomerolegese Q-ban, az A C oldal felez6merolegese
P-ben metszi a ('-bol indulé magassag egyenesét.
Mekkora a haromszog legnagyobb szoge, ha 4PC-CQ=AB?
o

1. megoldas (ADyALADOK,0013 fordrIkaty felymego)

F1CQ A hasonlé az MBC A -hez, hiszen C-nél 1év6 szogiik
kozos, valamint mindketto derékszogili. Innen:

RC  CM _ BC
oo~ po NP5
miatt BC?
20Q = 737

Hasonléképpen elmondhaté, hogy FobPC A hasonlé AML



A-ho6z, amib6l rovid szamolas utan:

AC?

P=
20 o

adodik.
Osszeszorozva a két egyenletet:
AC? . BC?
4.-CP-CQ =———
@ cM?

azaz az eredeti feltétel szerint
AC? - BC?
CM?

AC? BC?=AB? CM? ahol nyilvan a jobb oldal a teriilet
kétszeresének négyzete.

Tehat AC-BC=2T, vagyis AC és BC bezart szoge 90 °,
ami sziikségszeritien az A BC haromszog legnagyobb szoge.

4. feladat (ADyALADOK,0013ford;Ikatsfel)

In triangle A BC the following holds: BC<CA<AB.
Line e is perpendicular to AB and goes through
C. The perpendicular bisectors of BC and AC
meet ¢ at P and () respectively. Determine the
greatest angle of the triangle if 4CP - CQ = AB>.

5. feladat (ADyALADOK,0013ford;lkatsfel)

Tekintsiik az 1,2,3,...,2002 szamsorozatot! Ezt
a sorozatot atrendezhetjiik a kovetkezé6 modon:
egy lépésben a sorozat utolsé tagjat elobbre he-
lyezhetjiik (akarhanyadik helyre az 1.,2.,3.,...2002.
sorszamu hely ko6ziil) azzal a megszoritassal, hogy
az elorébb helyezett tag nem el6zhet meg nala na-
gyobb szamot. A kapott 1j sorozatra ismét alkal-
mazhato az el6bb leirt 1épés, egészen addig, amig
lehetséges. Bizonyitsuk be, hogy barmely lépés
utan olyan sorozatot kapunk, amelyben a (2k —

= AB*.

3



1)-edik és a 2k-adik tag koziil az egyik paros a
masik pedig paratlan szam, barmely 1 < £ <
1001 esetén.

1. megoldas (ADyALADOK,0013ford Ikatsfelymego)

Ha a 2002-t el6bbre helyezziik, akkor még egyszer nem
keriilhet utolsénak, hiszen kisebb szam nem keriilhet na-
gyobb elé. Hasonléan minden sziamot maximum egyszer
helyezhetiink el6rébb. Ezért véges sok 1épés utan mar nem
lehetséges athelyezés. Képzeljiik a szamokat kettesével egy
skatulyaba, az els6be az 1 és a 2, ... az utolséba a 2001
és a 2002 keriil. Minden skatulya, melybe teheté a 2002,
paratlan szammal kezdodik. Ha 0 2002-t athelyezziik vala-
melyik skatulyidba, abban a 2002-n kiviil egy db paratlan
szam lesz, és azok a skatulyak, melyekbe a kovetkezo 1épésben
a 2001-be rakhato6 parossal kezd6dnek és paratlannal végzédnek.
Innen ugyan ugy folytathaté az eljaras, mint az el6bb, igy
minden lépés utan minden skatulyaban egy paros és egy
paratlan szam lesz.

6. feladat (ADyALADOK,0013ford;lkatsfel)

We have the numbers 1, 2, ..., 2002 in this or-
der. One can rearrange them by taking the last
number and move it to the left to any position.
The number which moves cannot overtake a big-
ger number. We repeat this procedure until it is
possible.

Prove that after any rearrangement one of the
(2k—1)th and (2k)th terms of the resulting sequ-
ence is an odd and the other is an even integer
for every k=1, 2, ..., 1001.

7. feladat (ADyALADOK0013fordrkaty fel)

Az a, b, ¢, d egész szamokra a < b <
c < d teljesul. Tudjuk, hogy az

E = (b—a)(b+c+d)(ct+a+d)+(c—b)(c+a+d)(a+b+d)+(a—c) (a+b+d) (b+c+d)



kifejezés értéke primszam. Mi ennek a primszamnak
az értéke?

1. megoldas (ADyALADOK,0013fordrkat, felymego)

A megadott kifejezést atalakitva az

(a—b)(b—c)(c—a)

kifejezést kapjuk. Ez primszam értéket csak akkor vehet

fel, ha 2 tényezo 1, ill. —1, és a harmadik p v. — — p.
(a—b) <0
(b—c) <0

valamint

la —b| < |c—a
|b—c| < |c—dq]
kovetkezik a feladat allitdsabdl, tehat p ill. — —p csak (c—a)

lehet, mert az a legnagyobb abszolutértékii a harom tényezo
koziil, ezért

(a—0b)=-1
(b—c)=-1
c=a+?2
(c—a)=2

emiatt a 2 az egyetlen prim érték, amit a kifejezés felvehet.

8. feladat (ADyALADOK,0013fordrkat, fel)

We have integer numbers a < b < ¢ < d. We
know that E is a prime and E = (b—a)(b+c+d)(c+
a+d)+(c—b)(c+a+d)(a+b+d)+(a—c)(a+b+d)(b+c+d).
Find the value of F.

9. feladat (ADyALADOK,0013fordrkats fel)

Az ABC derékszogi haromszog BC befogéjanak
D pontjaban az AD szakaszra allitott merodleges
az AB atfogét az E pontban metszi. Az F pont
BC-re es6 meroleges vetiillete az F' pont. Bi-
zonyitsuk be, hogy a CF szakasz hossza akkor



minimalis, ha a D pont rajta van az A csicsbdl

indulé szogfelezon.
1. megoldas (ADyALADOK,0013ford;kats felymego)

E)

Az ABC haromszogben EF parhuzamos AC-vel, igy a
parhuzamos szel6k tétele szerint

BF _ BE
BC —_ B
BE = BFA%
BA/BC barmilyen F és E pont esetében allandé, igy BE
a BF linearis fiiggvénye. Tehat amikor BF maximumat

keressiik — ami ekvivalens CF minimumanak keresésével —,
elég BE maximumat keresni.



A feladat szerinti, a BC oldalon futé D pontot jelolje R,
ha rajta van CAB/ felezGjén is. Az ehhez tartozé F pont
jele legyen S, F-é T.

ARS haromszog derékszogii, ezért a koriilirhaté korének
a kozéppontja A S szakasz felez6pontja (O). gy OAR/=ORA/ =
a.

ACR haromszog is derékszogi, és az A-nal levo szoge
a, igy ARC /=90 " -a. Ebbdl az kovetkezik, hogy RO_LBC,
mert CRO/=90"-a + a=90 °.

Tekintsiik az ARS haromszoget, melynek az eddig el-
mondottak miatt BC nyilvan érinti a koréirt korét (merdleges
az OR sugdrra és a végpontjan, R-en megy at). Emiatt ha
a BC-n futé D pontra D # R, akkor ADS/ <90°. Ekkor
az AD’, ill. AD” szakaszokra D’-ben ill. D”-ben allitott
meroleges AB-t a BS szakaszon metszi

igy a kaphaté BFE szakaszok nem nagyobbak BS-nél, és
a feladat allitasat bizonyitottuk.

10. feladat (ADyALADOK>0015fordrkatsfel)

Let ABC be aright triangle, D and E are points
on leg BC and hypotenouse A B respectively such
that AD and DFE are perpendicular. We drop a
perpendicular from E to BC, and its foot is F.
Prove that the length of CF is minimal if AD is
the bisector of the triangle.

11. feladat (ADyALADOK,0013fordrkatsfel)

a) Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan k
egész szam van, amelyre k és k 4+ 1 is két pozitiv
egész szam négyzetének osszegeként irhatdé fel.

b) Igazoljuk azt is, hogy nem létezik olyan k
egész szam, amelyre a k, k + 1, k + 2 és kK + 3
szamok mindegyike felbonthato két négyzetszam
Osszegére.

1. megoldas (ADyALADOK,0013ford;kats felymego)






a) A négyzetszamok legyenek a?, b2, 2, d?, igy:

k=a?+b?
E4+1=c*+ d?

kE+1—-k=1
EH+dP—a®>-0p=1

Ez teljesiil, ha ¢ = 1, valamint d, a, b olyan pitagoraszi
szamharmas, ahol d a legnagyobb, mert igy:

d*> =a®+b?
=1

Ctd>=a*+0*+1

E+d®—a® -1 =1
Mivel a d, a, b pitagoraszi szamharmast végtelen sokféleképpen
valaszthatjuk meg, igy végtelen sok olyan £k egész szam
létezik, amelyre a feladat allitasa teljesiil.

b) A négyzetszamok 4-es osztasi maradéka 0 v. 1. 4
egymast kovetdé szam kozott van olyan, amelynek a 4-es
osztasi maradéka 3. De 2 négyzetszam Osszegének osztasi
maradéka csak

0+0=0
0+1=1
1+1=2

lehet, vagyis nincs olyan £ pozitiv egész, amelyre a feladat
allitasa teljesiil.

12. feladat (ADy ALADOK,0013fordrkatsfel)

a) Prove that there are infinitely many integers
k such that both £ and k£+1 are the sums of two
perfect squares.

b) Prove that there is no such k that k, k+1,
k+2, k+3 are all the sums of two perfect squares.



