1. feladat (ADyALADOK002 fordIkatyfel)

Az ABC haromszog BC oldalanak C-hez koze-
lebbi harmadolépontja H, AC oldalanak C-hez
kozelebbi negyedelopontja pedig N. Az AH és
BN szakasz a P pontban metszi egymast. Mek-
kora a PHCN négyszog és az ABP haromszog
teriiletének aranya?

1. megoldas (ADyALADOK,002, fordiIkaty felymego)

Legyen az A BC haromszog teriilete 1. Legyen Toypa = @
és Topua =y. Teppa = 3y, mert CHPA teriilete harmada a
CPBA teriiletének, mivel H harmadalépont. Tcpan = 4z,
mert CNPA teriilete negyede a CAPA teriiletének, mi-
vel N negyedel8pont. Igy az ABPA teriilete: 1-42-3y. Az
ANBA teriiletének 4/3-szorosa egyenl6 az A BC A teriiletével,
mivel N (C-hez kozelebbi negyedelopont az A C szakaszon.
Hasonléképpen az A BH A teriiletének a 3/2-szerese egyenld
az ABCA teriiletével. Felirva a 2 egyenletet a teriiletekre:

41—z -3

(?ijle4x+12y:1
valamint 314

(_;_y)—1<_>12x+3y—1

Ez két egyenlet, két ismeretlennel. A masodik egyenlet
négyszeresébdl kivonva az elsot:

3
44x = 3 = —.
SRRV
Ezt az els6 egyenletbe visszahelyettesitve:
12 2
l=—+412 = —.
m YT
A teriiletek aranya:
Tpuon _ 24y ut _ 17
TABP 1—41’—3y 1—4%—3% 72
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2. feladat (ADyALADOK,002; fordrlkatsfel)

Let ABC be a triangle. H is a point on BC
such that CH: HB=1:2. N is a point on AC such
that CN:NA=1:3. P is the point of intersection
of AH and BN.

Determine the ratio of the areas of quadrilate-
ral PHCN and triangle ABP.

3. feladat (ADy ALADOK,002; ford;Ikatsfel)

Négy szamrol; a-rol, b-rol, c-rol és d-rol tud-
juk, hogy a beloliik képezhet6 hat darab kéttagu
osszeg kozill harom racionalis, harom pedig irra-
cionalis értéki.

a) Raciondlis szam-e az a + b+ ¢ + d Osszeg?

b) Hany racionalis szam lehet a négy szam k6z6tt?

1. megoldas (ADyALADOK,002; ford Ikatsfelymego)

Felirjuk a 6 db kéttagu Osszeget 3 sorba ily mdédon:

a+bc+d

a+chb+d

a+db+c

a) Ha e sorokban levé 4 tagot Gsszegezziik, mindeniitt a+
b+ c+ d-t kapunk. A feladat szovege miatt mindenképp lesz
olyan sor, ahol a két 06sszeg koziil 1 racionalis, 1 irracionalis
(skatulya elv). Ezek Gsszege irraciondlis: tehat a +b+c+d
irracionalis.

b)

& Mind a 4 szam nem lehet raciondlis, mert akkor a+b-+
¢ + d racionalis volna.

¢ 3rac. és 1 irrac. Biztos lehet, mert azok az 6sszegek,
amiben nem szerepel az irrac. szam, racionalisak lesznek,
amiben szerepel az irrac., az irracionalis lesz. fgy 3 rac. és
3 irrac. Osszeg lesz.

{ 2rac. és 2irrac. Nem lehet, mivel 1rac.+1lirrac.=irrac.
és négy ilyen kombinacié van, ezért ekkor 4 irracionalis
osszeg lenne.



¢ 1rac. és 3 irrac. Legyen a a raciondlis. a+b, a+c, és
a-+d irraciondlis. Emiatt b+c, b+d, és c+d-nek racionalisnak
kell lennie, hogy meg legyen a 3 db rac, 3 db irrac Osszeg.
2(a + b+ ¢+ d) irracionalis, 2a+2b+2c+2d=2a+(b + ¢)+(c +
d)+(b + d); viszont ezen egyenlet jobb oldalan 1év6 Gsszes
szam racionalis, ellentmondasra jutottunk. Tehat ez az eset
nem lehetséges.

¢ 4 db irraciondlis. Lehet, példaul:

a=2+vV5 b=3-+5 c=4—+5 d=5-+5
a+b=5,a+c=6,a+d=1,
bte=7—2V5 b+d=8-2V5, c+d=9-2V5

Tehat vagy 3 raciondlis és 1 irracionalis szam van, vagy
mind a négy irracionalis.

4. feladat (ADy ALADOK5002; ford;Ikatsfel)

We have four numbers a, b, ¢ and d. Out of
the six numbers a+b, a+c,a+d, b+c, b+d, c+d
three are rational and three are irrational.

(a) Is the sum a + b+ ¢+ d rational?

(b) How many rational numbers can be among
the four numbers?

5. feladat (ADyALADOK,002; ford;Ikatyfel)

Az ABCD trapéz AD szara meroleges az AB
és CD alapra. A BC atmérdjiu k kor az AD oldalt
az F pontban érinti. Igazoljuk, hogy BE + CE <
V2(AB + CD).

1. megoldas (ADyALADOK,002; ford Ikat,felymego)

Mivel BC atméro6, a kor kozéppontjat, O-t, megkapjuk,
ha E-ben meré6legest allitunk AD-re. Ez a merdleges és
CB metszéspontja O. CO=0B=FEO=r. 2EO=DC+AB,
hiszen EO a trapéz kozépvonala (mert O felez6pont, F-ben
pedig derékszog van).

DC+AB=20FE=FEO+O0OB.



B

Ezt beirva a bizonyitando allitasba:
BE +CE < V2BC
Négyzetre emelhetjiik, mert mindkét oldal pozitiv.
BE’+4+ CE*+2BE-CE<2BC*
BE?4 CE?*=BC?

mert CEB haromszogben FE-nél derékszog van Thales-
tétel miatt. BC?-et levonhatjuk mindkét oldalbdl: 2BE-CE<BC?
amit igy is irhatunk: 2BE-CE<2BC-BC/2.

Alulrél becsiiljiikk a jobb oldalt, BC/2-t kicserélhetjiik
E-bbl BC-re allitott merdlegesre, mert ez biztosan kisebb-
egyenlé, mint BC /2. fgy ekkor a bal oldal az EBC A-nek a
négyszeres teriilete. A jobb oldal szintén ezen haromszog
teriiletének négyszerese.

Egyenl6ség akkor van, ha ABCD trapéz téglalap. (EO
egybeesik ET-vel)

6. feladat (ADyALADOK,002; fordilkatyfel)



Let ABCD be a trapezoid, AB and CD are pa-
rallel, AD is perpendicular to AB. Circle k£ with
diameter BC touches AD at E. Prove that

BE +CE <V2(AB+CD).

7. feladat (ADyALADOK,002; ford;lkatsfel)
Mely pozitiv egész n értékekre igaz, hogy 2"+65
értéke négyzetszam?

1. megoldas (ADyALADOK,002, fordiIkats felymego)

2"+65=0"

1. eset: n=2k+1
2": 2-re vagy 8-ra végzodik.
+65: 3-ra vagy 7-re végzodik. Viszont négyzetszam csak
0,1,4,5,6 vagy 9-re végzodhet.

2. eset: n=2k

2% 465=0b? 65=02-2% 65=(b+2")(b-2F)

Mivel a szorzat mindkét tényezGje egész, és az els6 a
nagyobb, ezért a 65 primtényezsos felbontasabdl a szorzat
csak 65-1 vagy 13-5 lehet.

a) 65-1

b+2F + 1-2¥=66 20=66 b=33 ebbdl k=5, n=10.

b) 135

b+2F + b-2F=18 2b=18 b=9 ebbdl k=2, n=4.

Tehat n=4, és n=10-re igaz az allitas.

8. feladat (ADyALADOK,002; ford;lkatsfel)
Find the positive integer n for which 2”465 is
a perfect square.



