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2003-2004-es tanév
elso (iskolai) fordulo
haladoék - 1. kategoria

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az els6 n pozitiv egész szdm Osszege egy olyan hdromjegyid szdm, amelynek minden
jegye egyenld. Mekkora n értéke?

Megoldas.

Az els6 n pozitiv egész szadm Osszege:
nn+1)
—n(n+1).
2

Olyan haromjegyti szdm, amelynek jegyei egyenldk, 111 -z, azaz 3 - 37 - x alakban irhato,
ahol x 1 és 9 kozotti egész szam.

A feltétel szerint
1
5n(n+1)=3-37-a:.
Mivel 37 primszdm, a szdmelmélet alaptétele szerint 37 | n vagy 37 | n+ 1.

1
Mivel 3 -45-46 > 1000, csak az n =37 vagy n+1=37 eset lehetséges.

1
De ha n =37, akkor 3 -37-38 nem oszthatd 3-mal.
Igy n+1=37, azaz n =36 lehet csak.

1
Ekkor 3 3637 =666 megfelel a feltételnek.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Mekkora az oldalak ardnya abban az egyenl6 szard haromszogben, amelyben az alap
egyik csicsdn dtmend egyenes felezi a haromszog keriiletét és a hdromszog alaphoz tar-
toz0 magassagat is?

1. megoldas. Legyen BT =TC=a és AB=AC=b.



Az édbra jeloléseit haszndlva az AT =m, DE=y, CE=x
jelolésekkel a CDE és a C'AT haromszog kozéppontos
hasonldsdga alapjan

r_ y b—a
b D a m b
mert a BD keriiletfelezd szakasz az AC' oldalt AD =a és
K F CD =b— a hosszi szakaszokra osztja. 1 pont
b— b—
A felirt dsszefiigaésekbol 5= T - 9 p= - D i
! B
S—— +b .
B—r—T E C  letve BE=2a—1=""" Jd6dik. 2 pont
A BED és a BT F hiaromszogek hasonl6sdgabol
TF BT m ) )
—_— = azaz —=— on
ED  BE’ 2% a+b P
b— b b
kovetkezik, ahonnan az y = M helyettesitéssel 00— =~ adaédik.
Egyenletiink alapjan b= 3a. 1 pont
Tehat a haromszog oldalainak ardnya:
AB:BC:CA=3:2:3. 1 pont
Osszesen: 7 pont
2. megoldas. Az 1. megoldas dbrdjat haszndlva hizzunk parhuzamost a 7' ponton ke-
resztiil az AC' oldallal! Legyen a parhuzamos egyenes és a BD szakasz metszéspontja
K — édbranknak megfelelGen.
AC és KT parhuzamossiga miatt az F' KT és az F'D A haromszog tiikros az F' pontra,
hiszen F' az AT magassag felezGpontja. 2 pont
Viszont a BT K és a BC'D haromszog kézéppontosan hasonlé a B pontra, ahol a ha-
sonlosdg ardnya 2: 1, 1 pont
igya KF=FD=u jeloléssel BK =2u. 1 pont
Mivel a keriiletfelezés miatt AD=a és DC =b—a, ezért a BT K és a BC'D haromszog
hasonldsdga alapjan a KT'= D A = a 6sszefiiggést felhaszndlva 1 pont
b— 4
@t 2, ahonnan b=3a. 1 pont
a 2u
Az oldalak ardnya igy: AB: BC:CA=3:2:3. 1 pont
Osszesen: 7 pont



3. Hany darab pozitiv egészekbdl all6 (k;n) szdmparra igaz, hogy vn+k+vn—Fk >k
és k2 +n? < 100?

Megoldas. A Vn+k++vn—k >k egyenlGtlenség n > k esetén értelmezhetd.
Mivel

2k
vn+k+vn—k= ,
Vn+k—vn—k

ezért az egyenlStlenség 2 > Vn+k —v/n — k alakra hozhatd.

Rendezéssel €s négyzetre emeléssel (2+vn — k)*> >n+k adédik, ahonnan 2-v/n — k >
>k—2.

Ha k=1, akkor a kapott egyenl6tlenség 1 +n? < 100 alapjdann=1,2, 3, ..., 9-re teljesiil.

Ha viszont k£ > 1, akkor négyzetre emelhetiink:

k2 +4
4n—k)y>k—-2)7° igy n> I

A k szam értéke legfeljebb 5 lehet, mert £ =6-ra mar n > 10 adédik, ami k2 +n% <100
r/niatt lehetetlen.
Igy tehdt k=2 esetén 3<n<9,

k=3 esettn 4<n<9,
k=4 esettn 6<n<9,
k=5 esetén n=_8.

A megfeleld (k;n) szampdrok szdma igy

9+7+6+4+1=27.

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

4. Az 2’ +z+p=0 egyenlet két kiilonb6z6 valds gyoke x| és xp, ahol p pozitiv valds
paraméter.

3 3

T]+1;5

4

2

Bizonyitsuk be, hogy —
l’l +x

nagyobb (—2)-nél, de kisebb (—1)-nél.

1
Megoldas. Az egyenletnek p < 1 esetén van két kiilonbozd valds gyoke.
Mivel ekkor x| +x9=—1 és z1xy =p, ezért az

3 3 3
] +x5=(x1 +12)” —3r122(T1 +72)

azonossag alapjan

a3 +a3=—1-3p(—1)=3p— L.
Az

2 2
4 4 2 2 2,2 2 2.2
$1+$2:<$1+$2> —2x1$2:[($1+$2) —23511:2] —2x|15

3

1 pont

1 pont



azonossag szerint pedig

ot +a5=(1-2p)* —2p* =2p> —4p+1. 1 pont
3p—1
Bizonyitandd, hogy —2 < P <-—1.
2p% —4p+1

1
Felhaszndlva, hogy p < 1 esetén 2p> —4p+1>0, a nevezdvel vald szorzds és rendezés

utdn a

0<4p®>—5p+1 ésa 0<—2p°+p
egyenlGtlenségek adédnak. 1 pont
Az elsd egyenlStlenség ekvivalens médon atalakitott alakja:

0<4(p—1>(p—§),

1
ami 0<p< 1 esetén nyilvanvaldan teljesiil. 2 pont

1
A masodik egyenl6tlenség 0 < p(1 — 2p) alakjébdl leolvashatd, hogy 0 < p < 1 esetén az

egyenlGtlenség mindig teljesiil.
Ezzel pedig allitdsunkat igazoltuk. 1 pont

Osszesen: 7 pont

5. Egy osztdlyba 20 didk jar. Tudjuk, hogy barmely két didknak van k6zOs nagyapja.
(Minden didknak két nagyapja van.) Bizonyitsuk be, hogy van koztiikk 14 olyan tanuld,
akiknek k6z0s nagyapja van!

Megoldas. Azt a didkot, akinek két nagyapja A és B, jeloljiik (A,B)-vel! Tobb ilyen
didk is lehet. Feltehetjiik, hogy a 20 didknak nincs k6z0s nagyapja, kiilonben nincs mit
bizonyitani. 1 pont
Létezik tehdt legalabb egy didk, akinek B nem nagyapja. Legyen 6 (A,C)! Hasonld
médon van olyan didk, akinek A nem nagyapja. O csak (B,C) lehet, hiszen (A4,B)-vel

és (A,C)-vel is van kdzos nagyapja. 2 pont
Tehat mindenki (A,B), (A,C) vagy (B,(), jeldljiik a megfeleld tipusi didkok szamat n,

ny, ni3-mal! Ekkor n| +mn; +n3=20. 1 pont
A koz6s nagyapja ny +ny didknak, B n| +ns-nak, C nj+nsz-nak. 1 pont

Ha legfeljebb 13 didknak volna k6z6s nagyapja, akkor innen
40=2(n1+ny+n3)=Mny+n2)+(n; +n3)+(ny+n3)<3-13=39,

ami nem lehetséges. 2 pont
Tehat van legaldbb 14 didk, akiknek van kozos nagyapjuk.

Osszesen: 7 pont
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Megoldasok és javitasi utmutato
1. Bizonyitsuk be, hogy
a) 20032094 12004299 nem primszam,

b) 200329%* — 20042093 nem négyzetszam.

Megoldas. a) Egy 3-ra végz8ds szém negyedik hatvanya 1-re végzddik, fgy a 20032004 =

—(20034)501 osszefiiggés alapjan 20032004 utols6 szami
- gges alapjan utols6 szdmjegye 1.

A 4-re végz6d6 szamok pdros kitevdji hatvanyainak utolsé szdmjegye 6, ezért 20042003 =

=20042092.2004 szerint 2004%°% utolsé szamjegye 4.

Ekkor pedig 20032904 +2004290 utolsé szdmjegye: 1+4=>5, ami azt jelenti, hogy

20032094 4+ 20042903 oszthat6 5-tel, de 5-nél nyilvdnvaléan nagyobb, azaz valéban nem
primszam.

32004 42003

b) Az a) feladat megolddsa alapjan 200 utolsé szdm-

32004

utolsé szdmjegye 1, 200
jegye pedig 4, ezért a 200 — 20042993 sz4m utols6 szdmjegye 7. A 7 ottel osztva 2
maradékot ad, igy a 2003294 — 20042903 sz4m 5-6s maradéka is 2.

Viszont egy négyzetszdm 5-6s maradéka csak 0, 1, 4 lehet, ezért az adott szdm nem lehet
négyzetszam.

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. A négyzetszamok 10-es maradéka csak 0, 1, 4, 5, 6, 9 lehet, vagyis egy
négyzetszam utols6 szdmjegye nem lehet 7. (A b) rész igy is lehet 2+ 1 pont értéki.)

2. Egy egyenld szari haromszog alapjdnak egyik csicsdn dtmend egyenes felezi a ha-
romszog keriiletét és a haromszog alaphoz tartozé magassagat is. Milyen ardnyban osztja
a hdromszog alaphoz tartoz6é magassédga a keriiletet felez6 egyenes haromszogbe esé sza-
kaszat?

1. megoldas. Tekintsiik a kovetkez6 abrit:



Legyen BE=CFE=aés AB=AC=b, tovibbd AE=m, DT =y, CT =x.

A A jelolések alapjan a CT' D és a C'E'A hdromszog kozép-
pontos hasonlésdga alapjan Y. %a’ mert a BD
a m
keriiletfelez6 szakasz az AC oldalt AD=a, CD=b—a
hosszi szakaszokra osztja. 1 pont
b D (b— b—
A felirt 5sszefiigeésekbl 4 = w o= X - D -
—b
K /\F letve BT =2a — = “(“b ) adédik. 2 pont
A BTD és a BEF haromszogek kozéppontos hasonld-
: [N
S —— EF BE b
B a0 E T C sdgabol — azaz m__2 kovetkezik, ahonnan
TD BT’ 2y a+b
b— b b
az y= M helyettesitéssel 00— =~ adaédik.
Egyenletiink alapjan b=3a. 2 pont
A CBD szogre a parhuzamos szel6k tételét alkalmazva
BF BE a a b 3 1 )
= = =— == on
FD"ET a-z & a P
Tehdt az alaphoz tartozé magassag a keriiletfelezd szakaszt BF': FD =3:1 ardnyban
osztja. 1 pont
Osszesen: 7 pont
2. megoldas. Az 1. megoldéds dbrdjat haszndlva hizzunk parhuzamost az E ponton ke-
resztiil az AC oldallal! Legyen a parhuzamos és a BD szakasz metszéspontja K — ab-
ranknak megfelelGen.
AC' és K E parhuzamossdga miatt az FKE €s az F'D A haromszog tiikros az F' pontra,
hiszen F' az AE magassag felezGpontja. 2 pont
Legyen KF =FD=u!
A BEK és a BCD haromszog 1:2 ardnyban hasonlé a B centrumra nézve, 1 pont
BK 1 BK 1
ezért BK =2u, hiszen BD " 2a_a 5, B Kadu-72 ahonnan BK =2u. 2 pont
(Mivel a keriiletfelezés miatt AD=a és DC=b—a, ezért a BEK és a BCD harom-
DC
sz0g hasonlosigabdl a K E = DA =a 6sszefiiggés alapjan XE-BK kovetkezik, azaz
b— 4
a__u_2 igy b=3a.)
a 2u
BF 3
A kérdéses osztdsi ardny, —— értéke igy U 3. 2 pont
FD U

Osszesen: 7 pont



3. Bizonyitsuk be, hogy ha az 2+ pr+q=0 egyenletnek két olyan valés gyoke van,
amelyek koziil az egyik a [0; 1] intervallum belsejébe, a mdsik pedig az intervallumon
kiviil van (ahol p és q valds paraméter), akkor az

(1+p+q)z +(1+2p+3¢)z+2¢=0

egyenletnek pontosan egy pozitiv gydke van.

Megoldas. A megadott feltételek azt jelentik, hogy x € R esetén az f ()= + pr+q
fliggvény az £ =0 és az x =1 helyen ellenkez{ eldjeld.

A két lehetséges esetért:
Mivel f(0)=q és f(1)=1+p+q, ezért

q(1+p+q)<O0.

Az (1+p+ q)gg2 +(1+2p+3q)x+2q =0 egyenlet biztosan mdsodfoku, hiszen 1 +p+ g #O0.

Az egyenlet diszkrimindnsa: (1 +2p+ 3q)2 — 8q(1 +p+q) biztosan pozitiv ¢(1+p+q) <0
miatt, igy az egyenletnek két kiilonboz6 gyoke van.

A gyokokre a Viete-formuldk szerint 2y =

q _—
teljesiil.
I+ eljesii

. 2q
1s negativ, természetesen ekkor

Mivel g(1+p+ 0,1 0
ivel ¢(1+p+q) <0, igy T+p+q T+p+q

Ez pedig azt jelenti, hogy az x| és zp gyok koziil pontosan az egyik pozitiv.

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen:

4. Legyen a, b, c és d négy pozitiv egész szam. Bizonyitsuk be, hogy

[(a; c); (b; d)] < ([a; b]; [c; d]),

ahol (z;y) — a szokdsos médon — az x €s y egészek legnagyobb kozds osztdjat, [x; y]
pedig a legkisebb kozds tobbszorosét jeloli.

Megoldas. (a; c) osztéja a-nak, ami osztdja [a; b]-nek, tehdt (a; c) osztéja [a; b]-nek.
(a;c) c-nek is osztdja, ami osztdja [c; d]-nek, tehdt (a; c) osztdja [c; d]-nek is.

(a; c) igy osztja [a; b] és [c; d] legnagyobb kozos osztéjat, ([a; b]; [c; d])-t.

Hasonléan: (d; b) is osztja ([a; b]; [c; d])-t.

Mivel (a;c) is és (b; d) is osztdja ([a; b]; [c; d])-nek, igy legkisebb k&zos tobbszordsiik is.
Vagyis [(a; ¢); (b; d)] osztja ([a; b]; [c; d])-t, igy az egyenlStlenség is nyilvan teljesiil.

7 pont

1 pont
1 pont
1 pont
2 pont
1 pont
1 pont

Osszesen: 7 pont



5. Egy osztdlyba 20 didk jar. Tudjuk, hogy barmely két didknak van k&zOs nagyapja.
(Minden didknak két nagyapja van.) Bizonyitsuk be, hogy van koztiik 14 olyan tanuld,
akiknek k6z0s nagyapja van!

Megoldas. Azt a didkot, akinek két nagyapja A és B, jeloljiik (A,B)-vel! Tobb ilyen
didk is lehet. Feltehetjiik, hogy a 20 didknak nincs k6z0s nagyapja, kiilonben nincs mit
bizonyitani.

Létezik tehdt legaldbb egy didk, akinek B nem nagyapja. Legyen & (A,C)! Hasonld

médon van olyan didk, akinek A nem nagyapja. O csak (B,C) lehet, hiszen (A4,B)-vel
és (A,C)-vel is van koz0s nagyapja.

Tehat mindenki (A,B), (A,C) vagy (B,(), jeldljiik a megfeleld tipusi didkok szamat n,
no, n3-mal! Ekkor ny+ny+nz= 20.

A koz6s nagyapja n +ny didknak, B nj +n3-nak, C' ny+n3-nak.
Ha legfeljebb 13 didknak volna k6z6s nagyapja, akkor innen
40=2(n1+ny+n3)=(n;+n2)+(n; +n3)+(ny+n3)<3-13=39,

ami nem lehetséges.

Tehat van legaldbb 14 didk, akiknek van k&zos nagyapjuk.

1 pont

2 pont

1 pont
1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont



