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Megoldasok és javitasi iutmutaté

1. Egy haromszog csucsain at dsszesen 2009 db egyenest fektetiink ugy, hogy minden egye-
nes kettévagja a haromszoget, és a csticsokon kiviil egyetlen metszésponton sem megy at

kettonél tobb egyenes. Mutassa meg, hogy a hdromszogben keletkezett tartomanyok szdma
kevesebb, mint 1,4 - 10°.

Megoldas. Jeloljitk a harom csticsbdl inditott egyenesek szamat rendre n, k, illetve I-lel. Az
elsd cstcsot tekintve, az onnan inditott n db egyenes n + 1 tartomdnyra bontja a hiromszo-
get. A kovetkezd csticsbdl inditott k£ db egyenes mindegyike metszi az el6bb behizott n db
egyenest, ezért pontosan n + 1 j tartomény keletkezik mindegyik behizdsakor. Osszesen te-
hat k- (n + 1) 4j tartomdnyt kapunk ebben a 1épésben. A harmadik cstcsbdl inditott [ db
egyenes a mar behuzott n + k£ db egyenes mindegyikét metszi, minden djabb egyenes behu-
zéasakor tehdt n+ k + 1 db j tartomény keletkezik, osszesen [ - (n+ k+ 1) db. Mindosszesen
tehét

T=mn+1)+k-(n+1)+l-(n+k+1)=Mn-l+k-l4+n-k)+n+k+1+1
tartomdanyt kapunk. Az
c(nt+k+1)?
- 3
egyenlStlenség 6-tal szorozva és dtrendezve a 0 < (n — k)* + (n — 1)* + (k — 1)* egyenldt-
lenségre vezet, tehat igaz.
2

n-l+k-l4+n-k

. 2009
fgy T < 42010 < 1,4 - 10°,

2. Harom szomszédos pozitiv egész szdm mindegyike két kiillonb6zé primszam szorzata.
Vegyiik az igy adott hat primszdm koziil a két legkisebbet és a két legnagyobbat. Lehet-e
ennek a négy primszamnak az 6sszege 20097

Megoldas. Mondjuk azt, hogy egy pozitiv egész szam K tulajdonsagi, ha két kiillonb6zd
primszam szorzata és legyen a hdrom egymast kovetd pozitiv egész szdm a, b, ¢! Ha a péros,
akkor c is. Ekkor a és c koziil az egyik 4-gyel is oszthat6, ami nem lehet K tulajdonsdgu.
Tehét b = 2p, ahol p pdratlan primszdm. Nem lehet p = 3, mert ekkor @ = 5, ami nem K tu-
lajdonsagt. Harom egymast kovetd pozitiv egész szam koziil az egyik 3-mal oszthatd. Lat-
tuk, hogy b nem oszthaté 3-mal, tehat a vagy c oszthaté 3-mal. Ezért — felhaszndlva, hogy a
és ¢ paratlan és K tulajdonsagi — a = 3q, vagy ¢ = 3¢, ahol ¢ 3-ndl nagyobb primszam.



Ha a = 3¢, b = 2p, akkor ¢ = rs, ahol 7 és s 3-ndl nagyobb kiilonb6z6 primszamok, hiszen
¢ K tulajdonsigi 3-mal nem oszthaté pératlan szam.

Ekkor a 2, 3, p, q, r, és s primszdmok koziil kell a két legkisebbet és a két legnagyobbat
venni. p > r, mert ha r = p lenne, akkor c=7rs Zps >p-3=2p+p=0>b-+p > b+3 dllna
fenn, ami nem lehet, mert ¢ = b+ 1.

Ugyanigy lathaté be, hogy p > s, ¢ > r és ¢ > s.
Tehat a két legkisebb a 2 és a 3, a két legnagyobb a p és a q. Ezek 6sszege 2009:

(1) 2+34+p+q=2009
ésb=a+1:
(2) 2p =3q+1.

A kapott (1)—(2) egyenletrendszernek nincs megolddsa az egész szamok halmazan.

Ha ¢ = 3¢, akkor az el6bbiek szinte sz6 szerint megismételhetSk, tehat nem lehet a széban
forg6 négy primszdm 6sszege 2009.

3. Az ABC egységnyi teriiletli derékszogli haromszog minden oldalara kifelé egy-egy négy-
zetet rajzolunk. Ezek koézéppontja X, Y és Z. Bizonyitsa be, hogy az XYZ haromszog te-
riillete legaldbb 2 egység!

Megoldas. Készitsiink dbrat!
Mivel YCOX < =45°4+90° 4+ 45° =180°, Y, C és X pontok

egy egyenesbe esnek.
X
Be fogjuk bizonyitani, hogy C'Z mer&leges XY -ra.
C B Ehhez vegyiik fel az atfogd F' felezOpontjat, és kossiik dssze a
C, illetve a Z ponttal.
Y Jelolje a C BA szoget 3!
A A BFC héromszog egyenl8szard, mivel a Thalész-tétel megfor-
ditdsdnak értelmében F' a hiromszog koré irt kor kozéppontja,
igy FC = FB. Igy az FCB sz6g is .
A CFA sz6g a BFC haromszog kiilsé szoge, igy nagysiga
206. A CFZ szog igy 90° 4+ 23. A CFZ haromszog is egyen-
X 16szart, mivel FC(= FB) = FZ. gy a
¢ B 180° — (90° + 2
F ZFCa = (2 i 5)2450—&
Y
A p
Z Igy

Z0X<a=ZFCa+FCB<«+ BCX<a=

= (45° — B) + B+ 45° = 90°.



Vegyiik fel az X BZAY otszoget!

Mivel belattuk, hogy C'Z merSleges XY -ra, és X B is mer6-
leges XY -ra, az X B és a C'Z szakaszok parhuzamosak. Ezért
c B az XBZ és az X BC haromszogek teriilete megegyezik, mi-

vel egybeesik egy oldaluk (X B) és a hozza tartoz6 magassdguk

CL2

(XC) is egyenls. Igy Txpz = Txpc = T

A

Z b2
Hasonl6an beléthato, hogy Tyaz = Tyac = T

Az 0tszog teriilete:

a* A b ab
Txpzay =Texp +Tpza+Tave +Tapc= o+ o+, + -

Igy az XYZ hiaromszog teriilete:

a> & a® ab 2 p? 2 ab
TXYZ:TXBZAy—(TXBz+TYAZ)=<4+4+4+2)—(+>=+-

2 b
Be kell l4tnunk, hogy az XYZ haromszog teriilet legaldbb 2, azaz CZ + % = 2.
L ) ab . ) 3 ?  ab
A feladat feltételei szerint Tapc = 5 = 1. Elég tehat belatnunk, hogy T + > = ab.
2 12
@b + %b = ab.

Ennek igazoldsihoz szorozzuk mindkét oldalt 4-gyel: a® + b> + 2ab = 4ab.

Innen a Pitagorasz-tétel felhasznaldsaval kapjuk, hogy

Ez ekvivalens a” +b* —2ab = (a — b)* > 0 Ssszefiiggéssel, ami val6ban teljesiil. Igy az ere-
deti éllitsunk is igaz, azaz Txyz = 2.



