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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Tetszbleges szdmu 2 egység és 5 egység oldali négyzetlapunk van. Ki lehet-e koziilikk
2009 darabot valasztani gy, hogy beldliik hézagmentesen és atfedés nélkiil négyzetet le-
hessen kirakni?

Megoldas. Tegyiik fel, hogy x darab 5 x 5-6s €s 2009 — z darab 2 x 2-es lapbdl ki lehet
rakni egy y oldali négyzetet, ahol z € N, z <2009, y € Z™.

Az y oldali négyzet teriiletére igaz, hogy
252 + (2009 — z) - 4 = ¢?,
azaz 21z +4-2009 = 3>

A bal oldal 3-mal osztva 2 maradékot ad.

A jobb oldalon 3> 3-mal osztva viszont nem adhat 2 maradékot, hiszen egy négyzetszam
3-as maradéka O vagy 1, mert

(3n)> =9n% & (Bn+1)?>=92+6n+1=3n(Bn+2)+1.

Ez pedig azt jelenti, hogy nem lehet a 2009 darab négyzetbdl négyzetet kirakni.

1 pont

2 pont

1 pont

2 pont

1 pont

Osszesen:

2. Legyenek a és b 2-nél nagyobb valés szdmok. Bizonyitsuk be, hogy
9a + 8b — 6ab < 10.

1. megoldas. Az egyenl6tlenség alapjan 0 < 6ab — 9a — 8b + 10, azaz
0< (ab—2a—2b+4)+ (2ab—4a) + (3ab — 6b — 3a + 6).
Mivel ab —2a —2b+4 = (a —2)(b — 2), tovdbba
2ab —4a =2a(b—2) és
3ab—6b—3a+2=3(a—2)(b—1), ezért
0<(a—2)(b—2)+2a(b—2)+3(a—2)(b—1) adddik.

7 pont

1 pont

1 pont
1 pont
1 pont

1 pont



A kapott 6sszeg mindegyik tagja pozitiv a feltételek alapjan, ezért az eredeti egyenlStlenség

valéban teljesiil. 2 pont
Osszesen: 7 pont
2. megoldas. A 9a + 8b — 6ab < 10 egyenlGtlenség alapjan 3a(3 — 2b) < 10 — 8b.
Mivel b > 2, igy 3 — 2b < 0, ezért
2(4b—-5)
> 2 t
‘7 32— 3) pon
2(4b—5
Elegend$ azt igazolni, hogy 2 > ﬁ hiszen a > 2. 2 pont
Mivel 2b — 3 > 0, ezért ekvivalens atalakitasokkal 12b — 18 > 8b — 10, azaz b > 2 adddik. 1 pont
Ez pedig a feltételek alapjan minden esetben teljesiil. 2 pont
Osszesen: 7 pont
3. Az ABC héromszog beirt koére az AB, BC, C' A oldalakat rendre az F', D, E pontokban
érinti. Az AFE, BDF é CFED haromszogek beirt korének kozéppontja rendre A, B
és Cl.
Bizonyitsuk be, hogy A;, B és (' rajta vannak az ABC beirt korén!
Megoldas. Jelolje a beirt kor kozéppontjat O, az F'E szakasz felezGpontjat R, a haromszog
belsd szogeit pedig «, (3, 7, a szokdsos mddon.
4 Elegend6 az A; pontra bizonyitani, a masik két
pont esetében hasonléan megy az indoklds. Azt
fogjuk megmutatni, hogy OA; = OF. Mivel OF
a beirt kor sugara, ebbdl kovetkezik a bizonyitandé
allitas. 1 pont
Az AFFE hiromszog egyenlG szard, mert AF és
B E AF ko6z6s pontbol hizott érintGszakaszok. 1 pont
7 . Innen AFE<=90° — %. 1 pont
A beirt kor kézéppontja a bels6é szogfelez6k met-
széspontja, ezért egyrészt A; rajta van az ABC
C hdaromszog A-bdl induld, és a beirt kor O ko-
= zéppontjan atmend belsd szogfelez6jén, masrészt
B A FA< = 45° — %. 1 pont
Innen A;FO< =90° — A1 FA< =45° + iy 1 pont

4



Az FE A, hiaromszog is egyenld szard, tovdabba AO az F'E felezOmerGlegese, ebbdl

FAO< = FA R< = 90° — A, FE< = 45° + %.

Belattuk, hogy A; FO egyenl$ szari, OF = OA;, tehat A; valéban rajta van a beirt koron.

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

4. Egy szabdlyos haromszog oldaldnak hossza legyen ket-

ténél nagyobb természetes szdm. A szabédlyos haromszog

— az 4bréan lithaté mdédon — felbonthaté egységoldali sza-

balyos hdromszogekre. Az eredeti hidromszdg csicsaindl

egy-egy egész oldalhosszisigu szabdlyos haromszoget le-

vagva olyan hatszoget kapunk, amelynek oldalai egész

hosszisaguiak, szogei pedig egyenl6k. Nevezziik egy ilyen

hatszog méretének az 6t alkot6é egységoldali szabdlyos ha-

romszdgek szdmat. (Az dbrdn lathaté hatszog mérete ezek ¥ »
szerint 22.)

a) Hany kiilonbozd — nem egybevdgd — hatszog készithetd a fenti médszerrel, ha az eredeti
haromszog oldalainak hossza 6 egység?

b) Mekkora az a legkisebb egész oldalhosszdsdgi szabdlyos haromszog, amibdl kivaghat6
2009 méretii hatszog?

Megoldas. Mindkét részfeladat megolddsahoz hasznos a kovetkezd észrevétel:

Ha az eredeti hiromszog oldalhossza n, akkor a felosztds sordn n” kis hiaromszog keletke-
zik. Ennek igazolasdhoz azt kell latni, hogy (az abran fentrdl lefelé szamolva) ,,soronként”
1+3+...4+ (2n — 1) kis hdromszog keletkezik, err6l az sszegrol pedig ismert (és teljes
indukciéval konnyen igazolhatd), hogy éppen n’. (Akkor is jar pont, ha a versenyz8 csak
megfogalmazza, de nem bizonyitja, hogy a kis hdromszogek szdma n?.)

A madsik fontos észrevétel a kovetkezd: a hatszog egyértelmiien meghatarozhaté a levagott
szabdlyos haromszogek oldalhosszaval. Jeloljik ezeket a, b, c-vel. (Az dbran 3, 2 és 1.)
Vegyiik észre, hogy a, b és ¢ sorrendje nem szamit, tikkrozéssel és forgatdssal mind a hat
lehetséges sorrend megkaphatd, ezért a tovdbbiakban feltessziik, hogy a < b < c.

Ahhoz, hogy tényleg hatszoget kapjunk a vagasok utdn, a kovetkezd feltételeknek kell tel-
jesiilnitik:

0<a, 0<b, 0O0<ec, a+b<6b, a+c<6, b+c<6.

1 pont

1 pont



(a) Felsoroljuk a, b és c lehetséges értékeit, és megmutatjuk, hogy az igy kapott hatszogek
valéban kiilonboznek (nincs koztiik egybevago).

al|b|c| méret=36—a>—b—¢
11171 33
17112 30
111]3 25
1114 18
11212 27
11213 22
21212 24
21213 19

Mivel minden esetben mdas a hatszog mérete, semelyik kettd nem lehet egybevagd, tehat
Osszesen 8 kiillonboz6 hatszog készithetd.

(b) Ha n hosszi a nagy hdromszog oldala, a levdgottaké pedig a, b és ¢, akkor a hatszog
mérete (ahogy mér kordbban is lattuk) n? — a? — b* — ¢?, ennek kell 2009-nek lennie. Innen
n = 45, hiszen 44> = 1936 < 2009.

Ha n = 45, akkor az a® + b* + ¢ = 16 egyenletet kell megoldanunk, hiszen 45% = 2025 =
= 2009 + 16. Ennek az egyenletnek nincs megolddsa a pozitiv egész szdmhdrmasok halma-
zan.

Ha n = 46, akkor 46> — 12 — 5% — 9> = 2116 — 1 — 25 — 81 = 2009 j6 megolddst ad. Tehat
a legkisebb haromszog oldaldnak hossza — amibdl a 2009 méretii elkészithetd — 46 egység,
és ebbdl 1, 5 és 9 oldalhosszisdgi haromszogeket kell levagni.

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



