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Megoldasok és javitasi iutmutaté

1. Egy 1 cm élhosszisdgu, atlatszo és fekete kockakbdl egy 5 cm élhosszisdgi nagyobb
kockat épitettiink. Legaldbb hany fekete kockat haszndltunk fel, ha a nagy kocka mind eldl-,
mind oldal-, mind feliilnézetbdl feketének latszik?

Megoldas. Mivel a kocka feliilnézetbdl feketének latszik, minden ,,0szlopban” kell lennie
fekete kockanak, azaz legaldabb 25 fekete kockat fel kellett hasznalnunk.

Egy példian megmutatjuk, hogy ennyi elég is. Bontsuk a kockat 5 rétegre:

B S S

Mivel minden rétegre igaz, hogy minden sorban és oszlopban is van fekete kocka, igy oldal-
és elolnézetbdl minden réteg fekete. A rétegeket egymadsra helyezve, minden ,,0szlopba” ke-
rill fekete kocka, igy a nagy kocka feliilnézetbdl is fekete lesz.

2. Az ABC egységnyi teriiletli derékszogl haromszog minden oldalara kifelé egy-egy négy-
zetet rajzolunk. Ezek kozéppontja X, Y és Z. Bizonyitsa be, hogy az XYZ haromszog te-
riilete legaldbb 2 egység!

Megoldas. Készitsiink dbrat!

Mivel YOX < =45°4+90° 4+ 45° = 180°, Y, C és X pontok
egy egyenesbe esnek.

Be fogjuk bizonyitani, hogy C'Z mer6leges XY -ra.

C B Ehhez vegyiik fel az atfogd F' felezOpontjat, és kossiik 6ssze a
C, illetve a Z ponttal.

Y Jelolje a C BA szoget 3!

A A BFC haromszog egyenl8szard, mivel a Thalész-tétel megfor-
ditdsdnak értelmében F' a hiromszodg koré irt kor kozéppontja,
igy FC = FB. gy az FCB sz6g is .




A CFA sz6g a BFC haromszog kiilsé szoge, igy nagysiga

206. A CFZ szog igy 90° 4+ 23. A CFZ hidromszog is egyen-
X 16sz4rd, mivel FC(= FB) = FZ. Igy a
C B 180° — (90° + 2
F ZFCa = (2 + ﬁ>:45°—ﬂ.
Y
A P
Z Igy
Z0X<a=ZFCa+ FCB<«+ BCX<1=
= (45° — B) + B +45° = 90°.
Vegyiik fel az X BZAY otszoget!
x Mivel belattuk, hogy C'Z mer6Sleges XY -ra, és X B is mers-
leges XY -ra, az X B és a C'Z szakaszok parhuzamosak. Ezért
c B az XBZ és az X BC haromszogek teriilete megegyezik, mi-
vel egybeesik egy oldaluk (X B) és a hozza tartoz6 magassdguk
2
Y (XC) is egyenls. Igy Txpz = Txpc = %_
A
A b?

Hasonléan beléthat6, hogy Tyaz = Tyac = T

Az 0tszog teriilete:

@ A V¥ ab
Txpzay =Tcxp +Tpza+Tayc +Tapc = T + 7 + " + =

Igy az XYZ haromszog teriilete:

a> & a*> ab a*> b’ c ab
Txyz =Txpzay — (Txpz +Tvaz) = <+4++) - (+> =—+ 5.

4 4 2 4 4 4 2
) ) - ) ¢ ab
Be kell latnunk, hogy az XYZ haromszog teriilet legalabb 2, azaz T + > > 2.
1 . ab 3 ., , A ab
A feladat feltételei szerint Tapc = 5 = 1. Elég tehat belatnunk, hogy 7 + ) = ab.
24 b? b
Innen a Pitagorasz-tétel felhasznaldsaval kapjuk, hogy a4 I + % 2 ab.

Ennek igazoldsihoz szorozzuk mindkét oldalt 4-gyel: a® + b + 2ab = 4ab.

Ez ekvivalens a” + b* — 2ab = (a — b)? > 0 6sszefiiggéssel, ami val6ban teljesiil. Igy az ere-
deti éllitsunk is igaz, azaz Txyyz = 2.



3. Mely p, ¢ és r primszdmokra teljesiil, hogy p* + ¢ + r* = 10235?

Megoldas. Egy 3-tdl kiilonb6z6 prim négyzete mindig 1 maradékot ad 3-mal osztva. Ezért
harom 3-tdl kiillonb6zd prim négyzetének az Osszege mindig oszthaté 3-mal. Mivel 10235
nem oszthaté 3-mal, igy ha létezik megfeleld szamharmas, akkor a 3-as szdmnak szerepelnie
kell benne. Legyen példdul p = 3.

Egy 5-t6l kiilonbdz6 prim négyzete mindig 1 vagy —1 maradékot ad 5-tel osztva. Ezért
harom 5-t8l kiilonb6zé prim négyzetének az Osszege sosem oszthaté 5-tel. Mivel 10235
oszthatd S-tel, igy ha 1étezik megfeleld szimhdrmas, akkor az 5-0s szdmnak szerepelnie kell
benne. Legyen példdul ¢ = 5.

Igy tehat r? = 10235 — p? — ¢*> = 10235 — 9 — 25 = 10201 = 101°.
A 101 valéban primszam.

Ha p, q és r felcserélhet6ségétdl eltekintiink, akkor az egyetlen megoldds p =3, ¢ =5 és
r = 101.



