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Megoldasok és javitasi atmutaté

1
1. Az (ay) szdmsorozatra n = 1 esetén a,4; = E(an + 3) teljesiil. Mi lehet a; lehet§ leg-

kisebb értéke, ha a sorozat els6 2009 darab tagja pozitiv egész szdm, az Osszes tobbi tagja
pedig nem az?

Megoldas. A képzési szabdly alapjan ! + ! + 2 ! + 21
egoldas. z€si sz G==—a+=, G3=—-a1+ -, a4==0a;+ —,
g P y alapj 2= 50T 3T 40Ty =gl ]

1 n 45 1 . 93

= — —, G === a1+ ==, ...
e T A T BT B )
3
Az apq = 5 On + 2 szabdly n =1, 2, 3, 4, 5,.. .-re torténd alkalmazdsa alapjan sejtésiink
az, hogy
1 3.2n71 -3 a3
an = on—1 ar + on—1 T oon—1 +3.

A sejtés helyességét a teljes indukcié moédszerével igazolhatjuk. A korrekt bizonyitdsért:

A bizonyitott formula alapjan

a1—3 34 _a1—3 3
a2009_W+ es a2OIO—W+ :

Mivel aygp9 pozitiv egész szdm, ezért a; = 22008 I + 3 alakd, ahol k € N.

Az a; tag értéke minimdlis, ha k = 1, mert & = 0 esetén az (a,) sorozat mindegyik tagja 3
lenne, ami nem felel meg a feltételeknek.

2008

Ha viszont k = 1 esetén a; = 22 + 3, akkor a, = T 3,ami n=1, 2, ..., 2009

esetén nyilvanvaléan pozitiv egész szam.

Ha pedig n > 2009, akkor a,, =

nimuma 2209 + 3,

Sn—2000 + 3, ami pedig nem lehet egész szdm, igy a; mi-

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



2. Egy egységnégyzetbe irt téglalap cstcsai a négyzet kiilonbozd oldalainak bels6é pontjai.

1
Bizonyitsuk be, hogy ha a téglalap teriilete legaldbb 5 akkor a téglalap négyzet.

Megoldas. Tekintsiik a kovetkezd abrit:

Az dbrén jelolt o szogek nyilvanvaléan egyenl6k, ezért az egymdssal szemkozti derékszogl
hdromszogek egybevagdak. Ezért a téglalap ¢ terilletére t = 1 —zy — (1 —2)(1 —y) =
=z +y — 2zy teljesil.

1—
y zg, azaz
Y

Az abra barmely két derékszogli haromszoge hasonld, igy 1
—x

y—y =z -2’ dgy (e —y)la+y—1)=0.

1

1 1\’
Ha x =y, akkor t = 2z — 22° > 3 alapjan 0 = <x - 2> teljesiil, ami csak z =y = 3

esetén lehetséges. Ekkor pedig a téglalap valéban négyzet, cstcsai az eredeti négyzet oldal-
felezé pontjai.

Ha x +y = 1, akkor y = 1 — z. Igy pedig mind a négy sarokhdromszog egybevigd, hiszen
befogbik hossza egyenld. Az atfogdk hossza is azonos tehat, ekkor pedig a téglalap né-
gyzet.

1
A négyzet teriilete pedig legaldbb > hiszen t = 1 — 2z(1 — z) alapjan 22* — 2z + 1 =

1\2 1
<$ 2> *3

1\
| =

1 pont
1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



3. Definialjuk az f fiiggvényt a pozitiv egészek korében a kovetkez6képpen:

F(1) = 2009 és

F)+f@2) +...+ f(n) = n’f(n).
Adjuk meg f(2009) pontos értékét!

1. megoldas.
f(1) =2009

Szamoljuk ki f(n) értékét az els6 néhdny n-re! Helyettesitsiik be a masodik feltételbe f(1)-

et:
2009 + f(2) = 22 £(2).

Ebbdl rendezés utan kapjuk, hogy

£2) = %2009.

Helyettesitsiik be a mésodik feltételbe f(1)-et és f(2)-t:
1
2009 + 32009 + f(3) =3%f(3).
Ebbdl rendezés utdn kapjuk, hogy

£3) = 22009.

f(1)-et, f(2)-t, f(3)-at behelyettesitve f(4)-re
1
f(4)= E2009—et kapunk.

Irjuk fel az f(n)-et definialé képletet az elsé (k — 1), illetve k tagra:

F)+ @)+ ...+ flk=1)+ f(k) = K f(k)
f+fR)+...+fk=1)=(k=172f(k—1)

Vonjuk ki a két egyenletet egymasbol:

kE—1
)= ——Ff(k—1
fk) = 3 (=)

2008 2008 2007
f(2009)_m (2008)_m-m-f(2007)_..._
2008 2007 2006 2005 2 1 1) =
~ 2010 2009 2008 2007 T 4 3 a

1 pont

3 pont



1
2010 - 2009 009 1005

Tehdt f(2009) pontos értéke

1005°

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas.
f(1) =2009

Szamoljuk ki f(n) értékét az elsd néhdny n-re! Helyettesitsiik be a masodik feltételbe f(1)-
et:
2009 + f(2) = 22 £(2).

Ebbdl rendezés utdn kapjuk, hogy

f2) = %2009.

Helyettesitsiikk be a mésodik feltételbe f(1)-et és f(2)-t:
1
2009 + 32009 + f(3) =3%f(3).

Ebbdl rendezés utan kapjuk, hogy

f3) = é2009.

f(1)-et, f(2)-t, f(3)-at behelyettesitve f(4)-re
1

f4) = 1 02009—e‘[ kapunk.
1
A sejtésiink az, hogy f(n) = S 2009, ahol a nevezdben 1év6 S(n) az els6 n pozi-
n

tiv egész szam Osszege. Teljes indukcidéval bizonyitsunk. Az els6 néhany esetre ez az al-
litds igaz. Tegyiik fel, hogy igaz az dllitdsunk az elsé k — 1 tagra. Tekintsik az f(k)-t
meghatdroz6 egyenletet:

1

1
2009 + =2009
* 3 * 6

1
2009 + 752009 + ... + F-k + f(k) = K2 f(k)

1 1 1 2
2009 (1 4+ -4+ -4+ — 4+ 4+ — = V= (K21 f(k
9< +3+6+10+ +(k‘—1)k‘> ( ) f (k)

2 2 2 2 2
2 et ——— ) = (=1 f(k

Kett6t kiemelve, és a zardjelben 1évd torteket két tort kiilonbségévé alakitva:

= (k* = 1)f (k)

1 11 1 1 1 1 1 1 1
1 2 2 3 3 4 4 5 k—1 k

2009-2~<—+—+—+—i...+—

1 pont

3 pont



2
k) = 200
F(k) k(k+1) 0
Tehat allitasunk igaz. 2 pont
2 1
Behelyettesit = 2009-et, f(2009) = ————2009 = ——.
ehelyetiesive 1 et. J(2009) = 35652010 1005
1
Teha 2 értéke ——. 1
ehat f(2009) pontos értéke 1005 pont

Osszesen: 7 pont

4. Az ABC héaromszog beirt kore az AB, BC, C A oldalakat rendre az F', D, FE pontokban
érinti. Az AFE, BDF és CED haromszogek beirt korének kozéppontja rendre A, B; és
.

a) Bizonyitsuk be, hogy A, B; és C| rajta vannak az ABC' beirt korén!

b) Bizonyitsuk be, hogy az A1 D, B1E és C,F szakaszok atmennek az A; B;C haromszog
magassagpontjan!

Megoldas. Jelolje a beirt kor kozéppontjat O, az F'E szakasz felezGpontjat R, a haromszog
belsd szogeit pedig «, 3,7, a szokdsos mdédon.

a) Elegendd az A; pontra bizonyitani, a masik két pont esetében hasonléan megy az in-
doklas. Azt fogjuk megmutatni, hogy OA; = OF. Mivel OF a beirt kor sugara, ebbdl
kovetkezik a bizonyitandd allitas. 1 pont
Az AFFE haromszog egyenl$ szard, mert AF' és AE k6z6s pontbdl hizott érintSszakaszok.
Innen AFE< =90° — %. A beirt kor kozéppontja a belsd szogfelez6k metszéspontja, ezért
egyrészt A; rajta van az ABC haromszdg A-bdl induld, és a beirt kor O kdzéppontjan

atmend belsG szogfelezGjén, masrészt A; FFA<t = 45° — %. 1 pont

Tnnen A, FO< = 90° — A, F A< = 45° + %.

Az FE A, hiromszog is egyenld szaru, tovabbd AO az FE felezGmerGlegese, ebbol

FA 0« = FARq =90° — A\ FE< = 45° + %. I pont

Belattuk, hogy A;F'O egyenld szard, OF = OA,, tehat A; valdban rajta van a beirt koron.
Megjegyzés: mivel AFE egyenl§ szard, az is igaz, hogy A; az FE iv felezGpontja.



/AT

B D

b) Most is elég az egyik szakaszra — modjuk D A;-re — bizonyitani. Az allitas szerint A; D
magassagvonal A; B,C|-ben, tehat azt kell belatnunk, hogy A; D merSleges B,C|-re.

Ezt Ggy fogjuk megtenni, hogy megmutatjuk, hogy A;SC; derékszogi, ahol S az A\ D és
B, szakaszok metszéspontja. 1 pont

A keriileti és kozépponti szogek tételét fogjuk tobbszor alkalmazni az A BC haromszog beirt
korére. Az a) pont alapjan azt mar tudjuk, hogy Ay, B; és C; a kordn vannak.

1 1
SACi<= DA Ci< = EDOC'1<I = ZDOE<{, hiszen az a) pontban lattuk, hogy A, B

és C rendre az F'E, F'D és DFE ivek felezGpontja. 1 pont
1 1 1
SC1A1<< = Bi1C1A1<« = EBIOA]<I = E(BIOFQ + A]OFQ) = Z(FOD< + FOEQ) lpont
1
Az eddigieket osszegezve: SA;C1< + SC1 A< = Z(DOE<I + FOD< + FOE<) =
1
=1 360° = 90°, amibdl A;SC;< = 90° kovetkezik. 1 pont

Tehat Ay D valéban magassagvonal az A; B;C', haromszogben.
A

F

B

Osszesen: 7 pont

V :



5. Van 25, nem feltétleniil azonos tomegl csokidarabunk. Egyetlen darabot megfelel6en ket-
tévagva el tudjuk-e osztani a csokolddét két gyerek kozott tigy, hogy darabra és tomegre is
azonos mennyiséget kapjanak?

Megoldas. Jeldlje g1 < g2 < 93 = ... < gog < ¢o5 a csokidarabok tomegét. 1 pont

A g5 tomegi darab kivételével felosztom a készletet, a kovetkez6képpen:

Si=g+g+...+ 93

és
So=¢gp+g+ ...+ goa,

ahol nyilvdnval6, hogy S; < S,. 1 pont
Megvizsgdlom a két Osszeg kiilonbségét:

1 pont 1 pont 1 pont
0SS —Si=gu—g3tgn—0p1+90—-. . —95+9—93+0n—91 = 94— 91 = g =S gos

—_—— —_——
=0 =0 =0

A megmaradt darabot két részre osztom: g5 = ¢ + d, ahol
1 )
€=3 [925 + (52 — S1)] és

1
d= 5[925—(52—51)] 1 pont

1
Az S\ +c=5+d= 5(925 + 51+ 5,) felosztéas alapjan a feladat kérdésére igenl$ a vélasz. 1 pont

Osszesen: 7 pont



