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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Tekintsiik azokat a négyjegyl pozitiv egész szdmokat, amelyek szdmjegyeinek Osszege 4.
Hany szazalék az esélye annak, hogy ezek koziil egyet véletlenszertien kivélasztva paros

szdmot kapunk?

Megoldas. Az Gsszes megfelel6 négyjegyl szam a kovetkezG:

4000,

3100, 3010, 3001,

2200, 2020, 2002, 2110, 2101, 2001,

1300, 1030, 1003, 1210, 1201, 1120, 1102,
1021, 1012,

1111.

A feltételeknek megfeleld négyjegyli szdmok szdma 20.

[Barmilyen helyes leszamoldsi eljaras alapjan kapott j6 eredmény is 3 pontot ér.]

A 20 darab lehetséges eset koziil 13 darab paros szdm:
4000, 3100, 3010, 2200, 2020, 2002, 2110, 1300, 1030, 1210, 1120, 1102, 1012.

[Barmilyen helyes leszamoldsi rend esetén jar a 2 pont.]

13
A péros szam vdlasztisanak esélye igy 0
13 65 ) ) ) L
20 = 100 = 65%. Tehat 65% az esélye annak, hogy a vélasztott szim péros lesz.

3 pont

2 pont

1 pont

1 pont

Osszesen:

Megjegyzés: Elvileg helyes megoldds esetén is csak legfeljebb 5 pont adhatd, ha a tanuld

hibdsan éllapitja meg az Osszes vagy a kedvezd esetek szdmat.

2. Bizonyitsuk be, hogy 9 darab egymast kovetd egész szam négyzetének Osszege
a) nem lehet primszdm,
b) nem lehet négyzetszam.

Megoldas. Ha a k6zéps6, azaz az 6todik szam z, ahol x € Z, akkor a kilenc szam: x — 4,

rx—3, -2, x—1, z, z+1, z+2, z+3, z+4.

7 pont



Ezeknek a szdmoknak a négyzetosszege 9z + 2(12 + 2% + 32 4 4%).
A négyzetosszeg igy 9% + 60 = 3(3z* + 20).
a) Mivel 3z 4 20 > 20, ezért 3(32% + 20) nem lehet primszam.

b) Ha 922 + 60 négyzetszam lehetne, akkor 922 + 60 = 2, y € Z alapjan y csak 3-mal
oszthat6é szam lehet, hiszen
927 + 60 = 3(32% + 20).

De ha y 3-mal oszthaté egész szdm, akkor a négyzete 9-cel oszthatd.
Viszont 92> + 60 nem oszthat6 9-cel, hiszen 60 csak 3-mal oszthatd, de 9-cel nem.

Igy pedig a 9 darab szdm négyzetosszege négyzetszam sem lehet.

2 pont
1 pont

1 pont
1 pont
1 pont
1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Bergengdcidban a térképek kicsit eltérnek a megszokottdl. A térképen feltiintetik, hogy
milyen hosszu utak kotik dssze a vdrosokat, ez minden esetben pozitiv egész szam kilométe-
rekben megadva. De csatolnak a térképhez egy tablazatot is, ahol feltiintetik, hogy két varos
kozt utakon haladva — akdr mds véarosokon keresztiil — milyen hosszi a legrovidebb ut. Azt
azonban nem kozlik, hogy ez a legrovidebb ut merre, kozvetleniil vagy milyen varosokon
keresztiil megy.

A kovetkez6 4bra egy bergengéc térképet mutat, de hidnyoznak réla a varosokat dsszekotd
utak hosszai. Azonban megvan a legrovidebb utak tabldzata, bar az is hidnyosan.
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Milyen szam éllhat a kérddjel helyén?

Megoldas. Két jelolést vezetiink be.

f(A, B)-vel jeloljiikk az A és B virost kozvetleniil 6sszekotd autdut hosszat, ha pedig nincs
a két varos kozott ut, akkor f(A, B) nem értelmezett. Az utak mindig kétirdnydak, ezért
f(A,B) = f(B, A) barmely két véros esetén.

g(A, B) pedig a két varos kozott (esetleg mds vdrosokon keresztiil) vezetS legrovidebb dt
hosszat adja meg.

Két észrevételt tesziink.

1. A legrovidebb utak hosszdnak tdbldzata nem hatdrozza meg egyértelmiien a kozvetlen utak
hosszdt.
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S
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A fenti példdban ha f(A,C) =10 és f(B,C) = 20, akkor a tdbldzat alapjan csak annyit
mondhatunk, hogy z = f(A, B) = 30. Ugyanis ha A és B kozott a kozvetlen tt hossza tobb,



mint 30 kilométer, akkor A-b6l C-n keresztiil eljuthatunk B-be 30 kilométert autézva, és ez
a ,,nagy” A— B tavolsag nem roviditheti le a kdzvetlen A — C, C' — B utakat, tehat a tabldzat
nem valtozik, ha = helyébe tetsz6leges 30-ndl nagyobb egész szdmot irunk.

2. A legrovidebb utak hosszdra teljesiil a ,,hdromszogegyenldtlenség”:

9(A,B) +9(B,C) 2 g(4,0).

Ha A-b6l B-be a legrovidebb tut x kilométer, B-bSl C-be pedig y, akkor az A — B — C
ut hossza x + y, és g(A, C) nem lehet ennél tobb, hiszen ez egy lehetséges A — C' qt.

A madsodik észrevétel alapjan a hidnyz6 értékre a kovetkezd feltételeket kapjuk:
9(A,B) = g(A,C) +g(B,C) = 60 = g(A,C) + 10 = 50 = g(4, C).

Az eddigiekbsl 50 < g(A, C) < 70.

A két hatar kozott barmelyik (egész) érték megvaldsulhat: ha a kévetkez6 dbran x értéke 50
és 70 kozott van, akkor g(A4,C) = z.

Pontozas.

Ha a versenyz6 megad legaldabb egy helyes értéket 50 és 70 kozott, amihez rajzol egy jé
térképet, az utak hosszdval: 2 pont.

Ha észreveszi, hogy tobb megoldas is lehetséges és megad legaldbb két kiilonbozst: 3 pont.
Ha megtalélja a helyes hatdrokat (50 és 70): 4 pont.
A hatarok bizonyitdssal egyiitt: 6 pont.
A maximdlis 7 pont pedig akkor jér, ha azt is bebizonyitotta, hogy 50 és 70 kozott barmelyik
érték megvaldsulhat.
4. Az x és y pozitiv egész szdmra
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teljesiil. Mi lehet az y szdm utolsé szdmjegye?




Megoldas. Az adott egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelve
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a nevez8k gyoktelenitése alapjan.
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Mivel (y — 32— 1)(y+ V2 —1) =1,

ezért a négyzetreemeléssel kapott egyenlet alakja

YV -1 =24y -y —1=2"  amz  2y—-2=2a".

x> 42
5

Igy pedig y =

Formuldnk alapjdn 2 csak paros szdm lehet, azaz = = 2k alakd, ahol k € Z™.

Ekkor y = 2k + 1.

Ha pedig y = 2k? + 1 alakd, akkor az y
rendre (k=0,1,2,...,9) 1,3,9,9, 3,

szam utolso szdmjegye k 10-es maradékai alapjan
1,3,9, 0 3.

Tehat az y szam utols6é szdmjegye 1 vagy 3 vagy 9.

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

Osszesen: 7 pont

5. Mekkora annak a legkisebb szabalyos hdromszdgnek az oldala, amelybe egy 2, egy 3 és
egy 4 sugarti kor mindegyike atfedés nélkiil beirhat6?

Megoldas.

Helyezziik be az O; és O, kozéppontu 3, illetve
4 sugaru koroket egy szabalyos haromszog két csu-
csdhoz ugy, hogy egymadst és a hdromszog szdrait
is érintsék a Ty, E5 és 15, | pontokban.

Kossiik 6ssze az Oy kozéppontot a B, az O, ko-
zéppontot az A cstccsal az dbra szerint. Az OB
és az O, A szakaszok felezik a szabdlyos harom-
sz6g bels6 szogét. Igy O BT <t = O, ATy <t = 30°.
O/ T sugar és 0,715 sugar merSleges a haromszog
AB oldaléra.

Az O\ BT és az O, AT, haromszogek bels6 szogei
tehat 90°-60°-30°-osak.

A nevezetes haromszog oldalai kozti Osszefiiggést ismerve, mivel OT) =3 és O, 1, =4,

igy BT, = 3V/3 és AT, = 4/3.

1 pont

1 pont



A korok O; és O, kozéppontjait 6sszekdtve az OO0, atmegy a korok érintési pontjan, igy
0,0, =3+4="17.

Allitsunk merGlegest Oy 15-re O-bol. Mivel O\1T7 =3, O3 =4 igy O, M = 1.

Irjuk fel az O;0,M derékszogli hiromszdgre a Pitagorasz-tételt:

0,03 = O, M? + O, M?,
7? =0 M?* + 12,
48 = O, M?,

O\M = /48 = 4/3.

Mivel O; MTyT5 téglalap, ezért Oy M = T\ T, = 4V/3.
Tehat az ABC szabdlyos haromszog oldala

BT+ T\ + ThA = 3V3 + 43 + 43 = 11V/3.

Megmutatjuk, hogy ez a haromszog megfeleld, és beirhaté a hidnyz6 2 sugaru kor fedés
nélkiil.

Hosszabbitsuk meg O,75-t, a korrel vett metszéspontja legyen F,. Hizzunk E,-n keresztiil

parhuzamost az AB oldallal. Az igy keletkezett szabalyos haromszog magassaga az ABC

haromszog 11v/3 - ? magassdganal az F,T, = 8 szakasszal kisebb, azaz % (Mivel a sza-

balyos hdromszog magassdga az oldal ?—szerese, ezért a kis haromszog oldala %.)

A szabdlyos hidromszogbe irhaté kor sugara a magassdg harmada, mivel az egyben a szog-
felez$ és silyvonal is. Igy ebbe a kishdromszogbe irhaté kor sugara
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Ez nagyobb, mint 2, igy a 2 sugard kor beirhat6 ebbe a haromszogbe.

Tehat 11v/3 oldald az a szabalyos haromszog, amibe egy 2, egy 3 €s egy 4 sugard kor fedés
nélkiil beirhaté.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



