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Megoldasok és javitasi utmutato

1. Az 4bran lathatd BC' derékszdgl haromszagC' oldala A
6 cm, BC oldala 8 cm hosszu. A8 P szakasz parhuzamos
BC-vel és fele olyan hosszu.

Mekkora az ABS haromszog terlilete? Bizonyitsuk be,
hogy azABS haromszdg teriilete nem fliggfapont meg-
valasztasatol!

B c

1. megoldas. Hizzunk meblegestS-bdl AC-re. Legyen a méieges talppontjgAC-n P’. 1 pont

A rjuk fel az ABS haromszog teriiletét, mintAAS ésPBS
g 5P’ haromszdgek terliletének dsszege.
PS - AP
Tpas = —
PS.-pPC’
B C Tpps = f 2 pont
PS-AP" PS.PC’
Tsap =Tpas +1Tpps = 3 + —
_PS-(AP'+P'C) PS-AC 4-6 _ 12
2 N 2 2 T
Tehat azABS haromszog terilete 12 ém 2 pont
A fenti szamitasP tetsdleges helyzete mellett elvégezhehem fligg attdl, hogy hol vesz-
szik fel AB egyenesén. 2 pont

Osszesen: 7 pont



2. megoldas.

S’ 4 Huzzunk parhuzamost-n keresztilS P-vel, és mér-

junk rd SP-t. Legyen az igy kapott pons’. 1 pont
P SS’" parhuzamosAB-vel, igy S és S’ azonos tavol-

sagra vannak a B szakasztol. 1 pont

gy az ABS’ és ABS haromszogek terillete meg-
egyezik, mert azonos az alapjuk és eg@enbsszu a
magassaguk. 1 pont

TehatP-t tetsdlegesen valasztva akB egyenesén, a
B C BS’ A haromszoggel azonos tertlet(i haromszoget ka-
punk. 2 pont

Az ABS' haromszog terlletét pedig kiszamithatjuk, mint4g’ alap, és a hozza tartozd
magassag szorzata:

AS'-AC 4.6
2 2

TBas = =12 2 pont

Osszesen: 7 pont

2. Az ABCD négyzetBC oldalaval parhuzamasegyenes azi B oldalt azF, aC' D oldalt
pedig aG pontban metszi. AZAEGD és azEBCG négyszog keriletének ardnya Ha

AE
5= M akkor mekkora g2 — \) - (2+ p) szorzat értéke?
Megoldas.
D G| ¢ Az abranak megfeléen az EB = = jeloléssel AE = px, igy az
ABCD négyzet oldalar + px = x(1+ p). 1 pont
Az AEGD téglalap kerilete 2¢ + 2x(1+ p) = 22(2u + 1).
Az EBCG téglalap kerulete 2+ 22(1+ p) = 2x(p + 2). 1 pont
., 2x(2 1 2 1
E A feltételek alapjan v(2n+ 1) _ant 1 pont
A . B 2r(p+2)  p+2
Rendezéssely + 2\ — 2u = 1 adodik. 1 pont
Mivel (A —2)(p+2) = Ap+ 2\ — 2 — 4, ezért(A — 2)(u +2) +4=1. 2 pont
Ekkor pedig (A — 2)(u + 2) = —3, azaz(2— \)(2+ p) = 3, tehat a szorzat keresett ér-
téke 3. 1 pont

Osszesen: 7 pont



3. Az f(z) = az® + bx + ¢ masodfokl fuggvénynek: € R) egy zérushelye van. Af(x)
fliggvény mininumhelyer = c. Mekkora lehet azic szorzat értéke?

Megoldas. Mivel az f(x) fuggvénynek minimuma van, ezért> 0.

o s b\ 2 .
Teljes négyzetté alakitassalz) = a (:1: + 2) +c— 10 alaku. 1 pont
a A
i b . , b
A minimum helyez = oy ami a feltétel szerlnt—z—a = ¢, azazb = —2ac. 2 pont
Az f(z) figgvénynek egy zérushelye van, igy a diszkriminans értéke 0,t8zazac = 0. 1 pont
A b= —2ac helyettesitésseldc? — 4ac = 0. 1 pont
A 4ac(ac — 1) = 0 alakrdl leolvashatd, hogyc lehetséges értéke 0 vagy 1. 1 pont

Mindkét eset meg is valosul.

Haac = 0, akkorc = 0 ésb = 0, igy f(z) = az?, ha pedigac = 1, akkorc = = ésb = —2,

ISHN

f(z) pedig f(z) = az® — 2z + % alaku, ahola > 0. 1 pont

Osszesen: 7 pont

4. Bizonyitsuk be, hogy I3+ 3-5""1 4+ 8 minden pozitiv egész esetén oszthatd 24-gyel!

1. megoldas. Egy szam pontosan akkor oszthaté 24-gyel, ha 3-mal és 8-cal is tisztha 1 pont
Vizsgaljuk a 3-mal val6 oszthatésagot:

13" +3.5"148=13"-1"4+3.5" 1 1 9=
=(13-1)(13" 1 +13" 2. 1+...+13- 1" 241" 1) +3.5" 1 19, 2 pont
Mivel az 6sszeg minden tagja oszthaté 3-mal, ezért az dsszeq is. 1 pont
Hasonlban vizsgaljuk a 8-cal valé oszthatdsagot is:
13" +3.5"1 4+ 8=13"-5"4+5"+3.5" 1 1 8=
=(13-5)(13"1 +13"%.5+4...+13.5" 245" 1) 4 5.5 1 3.5"1 1 8=

=(13-5)(13"*+13"?.54...+13-5"?+5" 1) +8.5" 1 + 8 2 pont

Az 6sszeg minden tagja oszthatd 8-cal, ezért az dsszeg is, tehat adaf@ggyel is oszt-
haté minden pozitiv egész esetén. 1 pont

Osszesen: 7 pont



2. megoldas. Legyena,, = 13" + 3-5""1 + 8 minden pozitiv egésa-re.
Han = 1, akkora; = 13+ 3+ 8 = 24, ami oszthatd 24-gyel. 1 pont
Tekintslk a sorozat két egymast kdvaagjanak kilonbségét:

Ani1—ap =131 +3.5" + 8- (13" +3.5"1 4+ 8) =

=13-13"+3.5.5"14+8-13"-3.5"" 1 - 8=12. (13" + 5" 1). 3 pont
Tetsdleges paratlan szam minden pozitiv egész Kite\hatvanya paratlan, 1 pont
ezért a zardjelben lévkifejezés értéke két paratlan szam 6sszege, tehéat péaros. 1 pont

Paros szam 12-szerese oszthatd 24-gyel, vagyis a sorozat bamhegyknast kovét tag-
janak kilénbsége oszthaté 24-gyel. Mivel ez igaz a sorozét talgjara is, ezért a sorozat
minden tagja 24 tébbszo6rose. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. megoldas. Legyena, = 13" + 3-5""1 4+ 8 minden pozitiv egész-re, az oszthatdsagot
bizonyitsukn-szerinti teljes indukcioval.

Legyenn = 1, ekkora; = 13+ 3+ 8 = 24, ami oszthatd 24-gyel. 1 pont
Tegyuk fel, hogy az alliths valamely pozitiv egésze igaz, be kell latnunk, hogy + 1-re
is igaz. 1 pont

anp1=13""143.5" 4+ 8=13.13"+5.3.5""1 4 8=

=13-(13"+3-5"1+8)-8.3.5""1-12.8=13-q, —24-5"1 - 24.4. 3 pont
Az els) tag az indukcios feltevés szerint oszthatd 24-gyel, 1 pont
ezért az 6sszeg mindharom tagja oszthat6 24-gyel, tehat aarozat minden tagja valéban
a 24 tbbbszoérose. 1 pont

Osszesen: 7 pont



5. A Bergengéc kiralyi palota egyik folyoséjat Ujra kell kovezni. A folyo20 dm széles
és 99 dm hosszu. A felgjitas idején kétféle jarokdvet lehet beszerezrkisebbik
4 dm x 4 dm-es és 100 garas az ara, a hagyobbi#nd x 5 dm-es és 130 garasba kerdl.
Mindketh megvasarolhaté darabonként is. Legkevesebb hany garasbolatiljstarnok
megoldani a folyosé kikdvezését, ha a kbveket nem szabad elvagni?

Megoldas. El6szor vizsgaljuk meg azt, hogy a 20 dm-es szélesség hogyan hozhaktétki a
féle jaroldbdl. Mivel nem lehet darabolni a kéveket, paros sok 5-0s kell, hogppazéles-
séget kapjunk. Mivel 26- 2-5 = 10 nem oszthat6 4-gyel, ezért csak két |ékég van:

e vagy 4 darab 5 5-0s;

e vagy 5 darab 4 4-es keriilhet egymas mellé.

Tehat a kikdvezés ugy fog kinézni, hogy a 2®9-es téglalapot 2@ 4-es és 20k 5-0s
téglalapokkal fogjuk lefedni. 2 pont

Most arra fogunk koncentralni, hogy a 99 dm-es hossz hogyan alks#et4 dm-es és
5 dm-es részekdd. Meg kell tehat oldanunk a
4a + 5b = 99

egyenletet a nemnegativ egész szamok halmazan. 1 pont

Atrendezve 4 = 99— 5b, tehat 99— 5b 4-gyel oszthatd, ami pontosan akkor teljesiil,bha
4k + 3 alakd. Innen mar egyszerlien tablazatba foglalhatjuk adeégéeket:

a | b
21] 3
16| 7
11| 11
6 | 15
119 2 pont

Végiil azt kell meggondolnunk, hogy melyik fajta jafblz olcsébb. Osszesen 289 dn?
terliletet kell lefedniink, ezért azt fogjuk kiszamolni, hogy melyik tipu8leketén olcsdbb
egy dnf.

Mivel 130/25 < 6 < 100/16, ezért a nagyobb jardkaz olcs6bb, abbdl kell minél tobbet
felhasznalni. 1 pont

A tablazat utolsé soraban a legnagyobb a nagyobb kbévek szama=Ax 6t darab kisebb
jarékovet jelent, & = 19 pedig 19 4 = 76 nagyobbat (hiszen 20 dm szélességben kell le-
rakni a koveket). Tehat a kincstar 500+ 76- 130= 10380 garasbdl tudja megoldani a fel-

vjitast. 1 pont

Osszesen: 7 pont



