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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Legyenek a, b, ¢ és d olyan valds szamok, amelyekre ab = 1 és ac+ bd = 2. Bizonyitsuk
be, hogy cd < 1.

1
I. megoldis. b = ——t helyettesitve, (a # 0) ¢ - a* + d = 2a adédik, 2 pont
a
teht a ¢ - 2° — 2z + d = 0 egyenletnek ,,a” megoldsa, 2 pont
azaz D =4 — 4cd 2 0, 2 pont
amibdl kovetkezik a bizonyitandé allitds: cd < 1. 1 pont

Osszesen: 7 pont

I1. megoldas. Mivel ab = 1, a és b eljele megegyezik.

Ha c és d elGjele kiilonbozik, vagy valamelyik 0, akkor cd < 0 < 1, tehdt ¢ és d elGjele is
megegyezik.

Ha a 4 szam elGjele nem egyezne meg, akkor az elGbbiek alapjan ac és bd is negativ, tehat

nem lehetne Osszegiik 2. 2 pont
Tehét a, b, ¢, d el6jele megegyezik, igy az ac, bd, cd szorzatok pozitivak. 1 pont

Ekkor ac és bd szamtani és mértani kozepe:

bd
Vabed < ac42— =1, 3 pont
amibdl kovetkezik a bizonyitand6 allitds: cd < 1. 1 pont

Osszesen: 7 pont

III. megoldas. A feltétel szerint: ac — ab = ab — bd, szorzatta alakitva:

a(c—0b) =bla —d). 2 pont



Két egyenld szdm szorzata nemnegativ:
0 < ab(e—b)(a—d)=ac+bd—ab—cd=1—cd, 4 pont

amit dtrendezve adédik a bizonyitandé allitds: ed < 1. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Egy bizottsag 40-szer iilésezett. Mindegyik tilésen 10 f6 volt jelen. A bizottsdg barmelyik
2 tagja legfeljebb egy iilésen volt egyiitt. Bizonyitsuk be, hogy a bizottsag legalabb 64 tagbdl
all!

Megoldas. Ha taldlhaté olyan tag, aki legaldbb 7 iilésen jelen volt, akkor az ezeken részt-
vevd tobbi 9 ember a feladat feltétele szerint minden {iilésen kiillonboz6, azaz legaldbb
7-9=063+1 tag van. 3 pont

Ha pedig mindenki legfeljebb 6 iilésen vett részt, akkor az iilések Osszlétszdma csak ugy
lehetett 400, ha legaldbb 400/6, azaz 66-ndl is tobb tagja van a bizottsdgnak. 4 pont

Osszesen: 7 pont

3. Melyek azok a p pozitiv primszdmok, amelyekre a
(D p+1=2z%
() PP 41 =27
egyenletrendszernek van egész megolddsa?

Megoldas. (Ha (z;y) egész megolddsa az egyenletrendszernek, a megfeleld ellentettek is
azok, igy p megtaldldsdhoz feltehetjiik, hogy x > 0 és y > 0.)

A két egyenletet kivonva egymdsbodl és szorzattd alakitva:

p—1
p-T:(gﬁ—x)(y—m). 1 pont

Mivel p = 2-re nincs egész megolddsa az egyenletrendszernek, ezért b

egész és p osz-

tdja a jobb oldali szorzat egyik tényez&jének. 1 pont
A (2) egyenlet alapjan p > y, igy p y — x-nek nem, csak y + z-nek lehet osztdja. 1 pont
-1
Viszont mivel az egyenletek alapjan y > z, igy 2p > y+x,csak z+y =pésy—z = %
teljesiilhet. 2 pont
3p—1
A két egyenletet Osszeadva y = P 1 ezt az eredeti egyenletrendszer (2) egyenletébe he-
lyettesitve a
2
2 Bp—1)
1=2——
e 16



egyenlethez jutunk, amelynek a feltételeknek megfelel6 megolddsa csak a p = 7. 1 pont

A feladat feltételeinek ellendrzése: 1 pont

Osszesen: 7 pont

4. Legyen a P pont az ABC' egyenld szard derékszogli haromszog AB atfogdjanak tetszo-
leges pontja. A P pont merSleges vetiilete AC-n az R, BC-n a () pont. Bizonyitsuk be,

hogy

a) Az RQ szakaszok felezGmerGlegesei egy ponton mennek &t;

b) P-bdl az R(Q) szakaszra bocsdtott merSlegesek is egy ponton mennek &t!

Megoldas. a) Jeloljik az AP tavolsagot x-szel, az AB tavolsagot c-vel, Legyen F' az AB
atfogé felezdpontja, D és F pedig R és () pontok merGleges vetiiletei AB-n.

C D és E APR és PBQ egyenld szard de-
rékszogli haromszogek oldalfelezé pontjai,
Q tehat:
c c—zx =z
FE=—-— =—-=RD 1
B > 5 > RD, pont
c—xr ¢
EQ = =—-——-=DF. 1 t
_ @=—"=57"3 pon
A D /P F\ E B

DFR és EQF haromszogek egybevagdk, mivel két oldal és a kozbezart szog megegyezik,
tehat F'QQ = F' R, vagyis az F' pont P pont barmely helyzetében rajta van R() szakasz felezs-
merdlegesén. 1 pont

b) Hasznéljuk az dbra jeloléseit!




PG egyenes parhuzamos az elébbi F'H egyenessel, igy GPR< = RQ P< (merbleges szari

szogek), és PRG< = QP R< (derékszogek), tehat PRG és QPR haromszogek hasonldak.

RG RP V2 o a?
Y 51 _ Y. .
RP ~ PQ’ ebbdl RG > le—a)
Ekkor:
V2 2 x? V2 c-x
AG = A = 2. L
G R+ RG 21:+2 (c—2) 2 e—a)
V2 V2 c-x \/i *—2cx
CG=— -c— —- =
2 2 (c—x) 2 (e—x)

A parhuzamos szel6k tétele alapjan:

c
GH >~ % | c—2r V2 c-z V2 & -2 CG
_— y lgy GHziiizii_i
AG x 2x 2 (c—x) 4  (c—x) 2

Az el6bbiek alapjan GP egyenest a H P egyenesbdl egy C' kozépponti, 2 ardnyd centralis
hasonlésaggal kapjuk, tehét az a) dllitast felhaszndlva ezek az egyenesek dtmennek a C' pont
F pontra vonatkozé C” tiikorképén.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

5. Egy n X n-es tdbla egyik mezdjén all egy babu. Egy 1épésben mozoghatunk egyet fel,
vagy egyet jobbra, vagy 4tlésan balra lefele egyet. Lehetséges-e, hogy a tablat ugy jarjuk be,
hogy minden mez&t pontosan egyszer érintiink, és végiil a kiinduldsi mez6t6l eggyel jobbra
érkeziink meg?

Megoldas. Szamozzuk meg a tdbla mezsit ,,szokdsos” médon gy, mint egy sikbeli koor-
dindta-rendszer racspontjait. Ekkor az (a;b) koordinatdju mezé feletti az (a;b+ 1), a téle
jobbra 1év6 az (a + 1;b) és az dtlésan balra lefelé 1év6 az (a — 1;0 — 1).

Azt fogjuk vizsgdlni, hogyan valtozik az a + b Osszeg a tabla bejardsa soran.

Két esetben 1-gyel né az 6sszeg, a harmadik tipusd 1€pésnél pedig 2-vel csokken. Ez azt
jelenti, hogy ha az (a;b) mez&rdl az (a’;b') mezdre 1éptiink, akkor

(@ +V)—(a+b)=1(mod 3).

Mivel a tiblanak n’> mezdje van, ezért 6sszesen n> — 1 1épés utdn kell megérkezniink az
(a + 1;b) mezére. Mivel minden 1épésben ,.eggyel n§” a koordinatdk Osszegének harmas
maradéka, azt kaptuk, hogy sziikségszertien n*> — 1 hdrommal osztva 1 maradékot ad.

Ez viszont lehetetlen, mert ebbdl az kiovetkezne, hogy n?> = 3k + 2, valamilyen k egészre, de
egy négyzetszdm nem adhat 2 maradékot 3-mal osztva. A tdbla nem jarhat6 be a megadott
feltételek szerint.

1 pont
1 pont

2 pont

1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont



