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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Legyen f(z) = ax + b egy els6foki polinom. Bizonyitsuk be, hogy nem lehet az
[FO) = 1], [f(1) =3[, [f(2) -9

szdmok mindegyike 1-nél kisebb.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy az allitds nem teljesiil, azaz mégis 1étezik olyan polinom, hogy
a harom szdm mindegyike kisebb 1-nél. 1 pont

Az els6bdl |b— 1| < 1, azaz 0 < b < 2,
a masodikbol |a +b—3| < 1, azaz 2 < a+b < 4,

a harmadikbdl |[2a + b — 9| < 1, azaz 8 < 2a + b < 10 adddik. 3 pont
Az els6 és a harmadik 0sszegét 2-vel osztva 4 < a + b < 6 kovetkezik. 2 pont
Ezt 0sszevetve a masodikkal ellentmondésra jutunk, ezzel igazoltuk az allitast. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Hatdrozzuk meg azokat a négyjegyi szamokat, ahol az elsé két szdmjegybdl all6 szdm és
az utolsé két szamjegybdl allé6 szam Osszegének négyzete egyenlS az eredeti szammal!

Megoldas. Legyen a keresett szdm abced. Ekkor abed = (% + @)2.

Legyen = = ab, y = cd. Igy az egyenlet az aldbbi alakot 6lti: (z + y)* = 100z + y. 1 pont
Atrendezve:

(x4+y)’—(z+y) =992 = (@+y)(r+y—1) =99z 1 pont
Mivel x +y és x + y — 1 relativ primek, ezért csak kiilonb6z6 primosztdik lehetnek. 1 pont

a) 11 is és 9 is osztdja az = + y szdmnak. Ekkor a 20 és 198 kozotti egész szdmok koziil az
egyetlen lehetséges megoldds: = + y = 99, ebbdl x =98 és y = 1. A keresett szdm a 9801. 1 pont

b) 11 osztdja az = +y, 9 osztdja az =+ y — 1 szdmnak. Ekkor a 20 és 198 kozotti egész sza-
mok koziil az egyetlen lehetséges megoldas: x +y = 55, ebbdl x = 30 és y = 25. A keresett
szam a 3025. 1 pont



c¢) 9 osztbja az = +y, 11 osztdja az =+ y — 1 szdmnak. Ekkor a 20 és 198 kozotti egész sza-
mok koziil az egyetlen lehetséges megoldas: x + y = 45, ebbdl x = 20 és y = 25. A keresett
szam a 2025.

d) A 11 és 9 osztéja az x +y — 1 szamnak nem fordulhat el8, mert ekkor = 99-nél nagyobb
lenne.

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Ha az a)—c) részben csak a helyes megolddsokat taldlja meg, de nem utal arra,
hogy mds megoldds nincs, erre a részre 1 pontot kaphat.

3. Az O kozéppontd korvonal két pontja A és B, tovdabbda AOB<t = 60°. A rovidebb AB iv
tetsz6leges belsd pontja M. Bizonyitsuk be, hogy az OBM A négyszog kozépvonalai egy-
masra merdlegesek. (A négyszdg kdzépvonalainak a szemkozti oldalak felez6pontjat dssze-
kot6 szakaszokat nevezziik.)

Megoldas.

Készitstink dbrat a feladat szovege alapjdn.

A feladat 4llitdsdban szereplé kozépvonalak a PR és
QS szakaszok.

P 0 El6szor megmutatjuk, hogy PQRS paralelogramma.
Az ABO haromszogben P(Q) kozépvonal, ezért par-
huzamos AB-vel, és fele akkora. Hasonléan az
AM B haromszdgben SR kozépvonal, ezért szintén
A B parhuzamos A B-vel, és ugyancsak fele akkora. A két
v R } Lt ( .
észrevételt Osszegezve P(Q) és RS parhuzamos egy-
massal, és hosszuk megegyezik, vagyis PQR.S val6-
ban paralelogramma.

A fentiekhez hasonldan az is megkaphatd, hogy a PS és QR szakaszok az OM szakasszal
parhuzamosak és egymassal egyenl$ hossziak.

Azt akarjuk beldtni, hogy a PQRS paralelogramma atléi egymasra merSlegesek. Ez ponto-
san akkor teljesiil, ha a paralelogramma rombusz is egyben.

1 1
Ez a fentiek alapjan akkor lesz igaz, ha AB = OM, hiszen PQ = EAB és QR = EOM'

Ez pedig igaz, hiszen AOB szabdlyos haromszog, vagyis AB egyenl$ a kor sugardval, igy
OM-mel is.

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont



4. Soma az 6todik sziiletésnapi bulijara 5 baratjat hivhatta meg. El is késziilt az 5 névre sz616
meghivd, és késziilt hozza 5 felcimzett boriték is. Soma azonban még nem tud olvasni, és
ugy rakta be a boritékokba a meghivdkat, hogy végiil senki sem a sajitjat kapta kézhez.
Hanyféleképpen lehet igy elrendezni a meghivokat?

I. megoldas. Jeloljik a meghivott gyerekeket A, B, C, D, E-vel, a nekik megcimzett
boritékokat a, b, c, d, e-vel.

Az A meghivéja a b, ¢, d és e boritékjdba keriilhetett. Ha A meghivéja a b-nek cimzett
boritékba keriilt, akkor a B meghivéja az a, ¢, d és e koriil keriilhetett ki. A tovabbi lehe-
téségeket abrazoljuk az alabbi fagraffal:
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A fiiggbleges oszlopokban rendre A, B, C, D és E lehetséges boritékjai szerepelnek.

Mivel az az eset, amikor A a ¢, d vagy e boritékban kapja a meghivdjat, teljesen szimmet-
rikus a fentivel, ezért négyszer ennyi a megoldis.

Azaz Osszesen 44-féle lehet6ség van, amikor senki sem kapja a sajat meghivdjat.

5 pont

1 pont
1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Amennyiben (akar rendszer nélkiil, de) az Osszes lehetdséget felsorolja, azért is
jar a 7 pont. Amennyiben a felsoroldsbdl akdr egy is hidnyzik, vagy hibdsan szerepel, akkor
0sszesen maximadlisan mdr csak 4 pont adhato.

I1. megoldas. Jeloljiik T;-vel azon elrendezések szamat, ahol ¢ darab meghivé esetén egyik
sincs a helyén. Ekkor T, = 1.

¢ darab meghivé esetén szamoljuk ki gy a jo esetek szdmat, hogy az Osszes lehetséges
elrendezésbdl levonjuk azokat az eseteket, amikor 1,2,...,7 —2 a helyén van. Ha 7 — 1
meghivé a helyén van, akkor kovetkezésképpen mind a helyén van.

3 meghivo esetén az els6 meghivot 3, a masodikat 2, a harmadikat 1 embernek boritékol-
hatjuk. Az Osszes lehetSség szdma 3 -2 -1 =3! =6.

1 pont

1 pont



Ebbdl lehet egy meghivé a helyén. Harom hely van, ha egy a helyén van, akkor 75 = 1-
féleképpen oszthatjuk ki a meghivokat, hogy egyik se legyen a helyén. Es egy olyan eset
van, amikor mind a hdrom a helyén van. igy

3
T3:3!—<1>T2—1:6—3-1—1:2,
15 =2.

Ha négy meghivét vizsgalunk, akkor az 6sszes lehetGségek szama 4!, mivel az els6t 4, a ma-
sodik meghivét 3, a harmadik meghivét 2 és a negyedik meghivét 1-féle helyre lehet rakni.
Ha egy meghivé a helyén van, azt négy hely koziil valaszthatjuk ki. A maradék harom helyre
kell igy elhelyezni a meghivokat, hogy mar ne legyen egy se a helyén. Az elébb latottak sze-
rint ezt T3 = 2-féleképpen tehetjiilk meg. Lehet tovabba az, hogy kettd van a helyén. A négy
elembdl kett6t 6-féleképpen valaszthatunk ki. A maradék kettdt pedig egyféleképpen tudjuk
elrendezni gy, hogy egyik se legyen a helyén. Es végiil egy olyan eset van, amikor mind
a négy a helyén van:

4 4
T4_4!—<1>T3—<2>T2—1_24—4-2—6-1—1_9,
T, = 9.

Teljesen hasonléan addédik az 6t meghivé esete: Az Gsszes meghivot 5!-féleképpen helyez-
hetem el. Ha egy van a helyén, akkor azt 6tféleképpen valaszthatom ki, és a maradék négyet
az elébb kiszdmolt Ty = 9-féleképpen lehet elhelyezni.

10-féleképpen lehet az 6tbdl kettd a helyén, és ugyanennyi az, amikor harom van a helyén.
Amikor kett van a helyén, akkor a harom meghivét 2-féleképpen, amikor harom van a he-
lyén, akkor a ketté meghivét 1-féleképpen rendezhetem el.

Végiil itt is marad az az eset, amikor mindegyik a helyén van. Es igy az dtmeghivés eset:

T5:5!—<?>T4—<§>T3—<§)T2—1:120—5-9—10-2—10-1—1:44,

Ty = 44.

Azaz 44 olyan elrendezés van, amikor nincs egyik meghivé sem a sajat boritékjiban.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



