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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Oldja meg az aldbbi egyenletet a raciondlis szdmok halmazén!

(x—=1)-(z=2)-(z=3)-(z—4)=QR2x—1)-2x—2)- 2z —3) - (2z — 4)

Megoldas. (z—1)-(z—2)-(x—=3)-(z—4)=Q2z—-1)-2-(z—=1)- 2z —-3)-2-(x —2),
amib6l adédik, hogy z; = 1, illetve z, = 2 megoldasok.

Ha x # 1 és x # 2, akkor
(x=3)-(z—4)=Q2x—1)-2- 22 —-3) -2,

azaz
22— Tz + 12 = 162> — 322 + 12,

ezt az egyenletet rendezve:

0= 152* — 25z, azaz 0= z(3z—3),

5
amibdl z3 = 0 és az x4 = 3 gyokoket kapjuk,

amik szintén megolddsok a megadott alaphalmazon.
Megjegyzés: Ha elvégzi a beszorzdsokat és rendez, akkor a
0 = 152* — 702 + 1052* — 50z

egyenletet kapja, amib8l 0 = z(32° — 142” + 212 — 10), tehdt az egyik gyok z; = 0.
A 0 =3z — 142 + 21z — 10 egyenlet megolddsa:

1) raciondlis gyoOkteszt alkalmazdsdval vagy probdlgatiassal konnyen addodik példdul az
zp = 1 megoldas,

2) majd a masodfoki egyenlet megolddsaval vagy tovabbi gyokteszttel a tobbi gyok tigyes
csoportositdssal példaul:

0=32" -3z — 11z* + 11z + 10z — 10 = 32*(x — 1) — llz(z — 1) + 10(z — 1) =
= (z—1)- (327 — 11z + 10),

és innen befejezhetd a megoldas.

(6 pont)

(2 pont)

(3 pont)
(1 pont)

(1 pont)

(2 pont)

(3 pont)



2. Héany olyan pozitiv egész szam van, amelynek szomszédjai primszamok, és a szdm nem
oszthat6 6-tal?

Megoldas. Mivel csak egyetlen paros primszam van (a 2), ezért, ha egy szam mindkét
szomszédja primszdm, akkor biztosan pdratlan primszdmokrdl van szd, {gy maga a szdm
biztosan oszthaté 2-vel.

Harom egymast kovetd szam kozott mindig van 3-mal oszthatd.

1. eset: Az egyik primszdm oszthaté 3-mal, azaz az egyik primszdm a 3. Ekkor a hdrom
szam csak a 3, 4 és 5 lehet. (Hiszen az 1 nem prim!)

2. eset: A kozéps6 szam oszthaté 3-mal, ekkor azonban — mivel paros — biztosan oszthat6
6-tal is.

Tehét egyetlen olyan pozitiv egész szdm van, amelynek szomszédjai primszamok, és & maga
nem oszthat6 6-tal: a 4.

3. Egy 3 hazasparbdl 4ll6 6 f6s tarsasag elhatdrozza, hogy tigy iinneplik meg a kardcsonyt,
hogy mindegyikiik megajdndékozza a tarsasdg egy mdsik tagjit. Ehhez mindenki felirja a ne-
vét egy céduldra, a céduldkat beleteszik egy kalapba majd mindenki hiz egy cédulat a ka-
lapbdl. A kihidzoénak azt a személyt kell megajandékoznia, akinek a neve a kihtizott cédulan
szerepel. A lehetséges esetek hdnyad részében fordul elS, hogy a 6 hizds sordn nem lesz
olyan személy, aki onmagat vagy a hazastarsat hizza ki?

Megoldas. Jeloljikk a személyeket 1-t8l 6-ig, a hdzasparok: 1-2, 3—4 és 5-6.
Ekkor az 6sszes lehetséges hiizdsok szdama: 6! = 720.

Ezek koziil a kedvezd hizdsok szamédnak meghatarozasdhoz soroljuk fel az 6sszes lehetdsé-
get!

Az l-es személy nem hizhatja 6nmagit, illetve a 2-es személyt (hdzastdrsa), de hizhatja
a 3-as személyt. Az Osszes lehetséges huzds, amelyben a 3-as személyt hizza az aldbbi
tdblazatbdl olvashaté ki (a tdblazat egy sora egy érvényes huzdsnak felel meg):

Ki huz? 1 2 3 4 5 6
1. 3 4 5 6 1 2
2 3 4 5 6 2 1
3 3 4 6 5 1 2
4 3 4 6 5 2 1
5 3 5 1 6 2 4
6 3 5 1 6 4 2
7 3 5 2 6 1 4
8 3 5 2 6 4 1
9. 3 5 6 1 2 4

10. 3 5 6 1 4 2
11. 3 5 6 2 1 4
12. 3 5 6 2 4 1

(6 pont)

(1 pont)

(2 pont)

(1 pont)

(2 pont)

(8 pont)

(1 pont)



Ki huz? 1 2 3 4 5 6
13. 3 6 1 5 2 4
14. 3 6 1 5 4 2
15. 3 6 2 5 1 4
16. 3 6 2 5 4 1
17. 3 6 5 1 2 4
18. 3 6 5 1 4 2
19. 3 6 5 2 1 4
20. 3 6 5 2 4 1

Pont ugyanennyi lehetség adodik akkor is, ha az 1-es személy a 4-es, 5-0s vagy 6-o0s sze-
mélyt hizza, azaz a kedvezd hizasok szdma: 4 - 20 = 80.

. 1
Igy a lehetséges esetek 9 részében fordul el6, hogy a 6 hiizas sordn nem lesz olyan személy,

aki dnmagat vagy a hdzastdrsat hizza ki?

A 20 ,alapesetre” adott 5 pont szétbonthat6. Aki 13-mat felir 1 pontot, aki 14-et vagy
15-6t felir 2 pontot, aki 16-ot vagy 17-et felir 3 pontot, aki 18-at vagy 19-et felir 4 pontot
kaphat.

4. Az AD egységnyi hosszu szakasz mint 4tmérG folé rajzolt félkoriv egy pontja B, a BD {v
egy tovabbi pontja C, és jelolje £ a BD és AC szakaszok metszéspontjat. Hatirozza meg
az AE - AC + DB - DFE kifejezés pontos értékét!

Megoldas.
o Thalész tétele miatt ABD derékszogli hdromszog, igy
B a Pitagorasz-tételt felirva
E AD? = AB? + (EB + DE)?,
ahonnan
A

AD* = AB* + EB*> + DE* +2-EB - DE.
Mivel AEB is derékszogli haromszog, ezért AB*> + EB* = AE?, ezenkiviil
EB = DB - DE,

igy
AD? = AE*> — DE*>+2-DB - DE.

Hasonléan kapjuk az ACD és ECD derékszogli haromszogekbdl, hogy

AD? = DE?> — AE> +2- AE - AC.

(5 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(10 pont)

(2 pont)

(3 pont)

(3 pont)



Osszegezve az elébbi két egyenldséget adédik AD> = AE - AC' + DB - DE, tehit

AE-AC+ DB-DFE =1. (2 pont)

5. Melyik a legnagyobb n természetes szam, amelyre 52" _ 1 oszthaté 2"-nel? (10 pont)

22(]13)

Megoldas. Alakitsuk szorzattd a 52 ) — 1 szdmot!

Haszndljuk a két tag négyzetének kiillonbségére vonatkozé azonossédgot!
5CY 1 =50 1= (50T 1= (50T ) (54D 1), (2 pont)
Ennek ismételt alkalmazdsaval:
SE 1= (5P + ) (sF 1) (5F 1) (PG - ). (4 pont)

Mivel az 5 négyes maradéka 1, ezért barmely hatvdnydnak a négyes maradéka 1. Ezért
az 5™ + 1 (m € N) négyes maradéka 2, azaz néggyel nem oszthat6 péros szdm. Igy az els6
2013 darab tényezé mindegyike oszthaté 2-vel, de 4-gyel nem. Az utolsé tényezd pedig
4 =22, igy n lehetséges legnagyobb értéke 2015. (4 pont)



