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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az a és b befogdju derékszogli haromszognek megrajzoltuk a koré irt korét. Fejezziik ki
a €s b segitségével annak a kornek a sugardt, amely érinti a hdromszog befogdéit és a koré
irt kort belilrdl.

Megoldas. Hasznaljuk az dbra jeloléseit.
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Legyen a derékszogii haromszog dtfogdjanak hossza ¢ = \/a? + b>. Thalész-tételének meg-

forditdsa miatt a koré irt kor kdzéppontja az 4tfogé K felezOpontja, sugara pedig %

Jelolje a keresett kor kozéppontjat O, sugarat pedig r. Ez beliilrdl érint a koré irt kort, ezért

az érintési pont és a korok kozéppontjai egy egyenesre esnek, vagyis OK = % -

Az O-bdl a-ra dllitott merSleges egyenes és a K -bdl b-re dllitott merdleges egyenes metszés-
pontjat jeldlje P. K pontnak a befogdktdl vett tdvolsdga %, illetve g, O pedig mindkét befo-
gotol r tdvolsagra van (hisz a keresett kor érinti azokat), ezért az OPK derékszogii harom-
szogben PK = ‘% — r‘ és OP =

b
r— ik (Az elgjel attol fiiggben valtozik, hogy az O pont

hova esik K-hoz képest.)
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Ebben a hdromszégben Pitagorasz-tétele szerint:
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ami rendezés utan:

a? +b* —

) +r*—r(a+b—c)=0.

Az els6 tag ¢ = \/a? + b? miatt 0, tehat az r-ben masodfokid 7> —r(a+b—c) = 0 egyenletet
kapjuk.

Ennek két megoldasa » = 0 és » = a + b — ¢, el6bbi nyilvan nem megoldas, tehat a keresett
kor sugara r = a + b — /a2 + b2,

Megjegyzés: Mivel a derékszogli haromszog beirt korének sugarardl tudjuk, hogy éppen
a+b—c
2
a haromszog beirt korének kétszeresére nagyitott képe.

, eredményiinkbdl az is kovetkezik, hogy a keresett kor épp a derékszogl csicsbol

2 pont

1 pont

1 pont

Osszesen:

2. Legyen a, a kovetkez6 médon definidlt sorozat:
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Apy1 = -(a1+a2+...+an) (TLZ])
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Igazoljuk, hogy a, egész minden n-re, viszont nem teljes hatvidny semmilyen n-re (vagyis
nem egy egész szam valamely 1-nél nagyobb egész kitevSs hatvanya)!

Megoldas. A sorozat elsé néhany tagja:

3 3
ap==--2=2-3, az==-246)=12=3-4, a4=

1 5 (24+6+12)=20=4-5.
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A tagok felirdsa utdn adédhat az a sejtés, hogy a sorozat megadhaté direkt médon is, és
a képzési szabdly: a, =n-(n+1).

Ezt a részeredményt bebizonyitjuk (mondjuk teljes indukcidval).
Lemma: a, =n-(n+1).
L) (Bdzis.) n =1 (2, 3, 4) esetén igaz az éllitas, kordbban mar megvizsgaltuk.

I1.) (Indukcios feltétel.) Tegyiik fel, hogy egy bizonyos pozitiv egész k-ig mar igazoltuk
az allitast, vagyis ap = k- (k+1).

III.) Kérdés, hogy kovetkezik-e, hogy ekkor igaz az allitds n = k + 1-re is?
Ekkor

.((a1+a2+...+ak_1)+ak)‘

W

‘(a1+a2+...+ak):

W

k41 =

7 pont

1 pont



3
Innen — mivel a definicid szerint a; = 1 (a1 + a2+ ...+ ai_1) — a belsd zdréjel he-
lyettesithetd, vagyis:

3 (k=1 )3 (k2 B
Tt = o B a | =\ T3 %) =
3 k

+2
== T.;4;.(1<;+1):(l<:+1)(k:+2).

Ezzel a lemmét bebizonyitottuk.
Mivel a, = n - (n+ 1) két pozitiv egész szdm szorzata, nyilvdn maga is egész.

Masfeldl a,, = n - (n+ 1) két egymast kovetd pozitiv egész szorzata. Két egymast kovetd
pozitiv egész viszont egymashoz relativ prim.

Vagyis, ha egy p primre p | n, akkor p{ (n + 1), és ez forditva is igaz.
Azaz, ahhoz, hogy a,, = n-(n+1) egy pozitiv egész teljes m-edik (m > 1) hatvénya legyen,
az kellene, hogy mind n, mind (n + 1) teljes m-edik hatvany legyen.

Viszont két szomszédos pozitiv m-edik hatvany kozott legaldbb harom a kiilonbség, vagyis
a, valéban nem teljes hatvany.

3 pont
1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Egy téglalapot akkor neveziink egy mdsik téglalapba beirtnak, ha csicsai a masik tégla-
lap kiilonb6z6 oldalainak bels pontjai. Egy ABCD téglalapba két téglalapot irtunk, ame-
lyeknek van egy kozos csicsa. Mutassuk meg, hogy a két beirt téglalap teriiletének 6sszege
egyenlé az ABCD téglalap teriiletével!

Megoldas. Eldszor megmutatjuk, hogy a beirt téglalapok kozéppontja sziikségszertien egy-
beesik az ABCD téglalap kozéppontjaval. Legyen a beirt téglalap AB-re es6 pontja P,
CD-re es6 pontja pedig R. A beirt téglalap kozéppontja a PR szakasz felezOpontja, ezért
rajta van AB és C'D kozépparhuzamosan. Hasonl6 érveléssel kapjuk, hogy a széban forgd
kozéppont BC és DA kozépparhuzamosan is rajta van. A két észrevétel egyiitt azt adja,
hogy a beirt téglalap kozéppontja az ABC D téglalap kozéppontjaval azonos.

. } Legyen a feltételben megadott kdzos csucs az AB oldal P

A P B belsd pontja. Az el6z8 észrevételiink alapjan ekkor az az

" R pont is csicsa mindkét beirt téglalapnak, amelyet Ggy

"-.'_Q kapunk, hogy P-t tiikkrozziik az ABC D téglalap O kozép-
: pontjdra.

U Thalész tétele miatt a beirt téglalapok csicsai a PR sza-

kasz, mint atmér6 folé irt korre esnek. Mivel ez a kor

- ¢ legfeljebb két pontban metszheti az AD oldalt, igy leg-

R feljebb két kiilonboz6 beirt téglalap 1étezik, amelynek P

az egyik csicsa. Tovdbbd az is igaz, hogy ha a két beirt

téglalap AD-re es6 csicsa S és V, akkor SV O egyenl§ szard, ezért S és V az AD oldal
felez6pontjdra szimmetrikus.

2 pont

2 pont



Vezessiik be az aldbbi dbra jeloléseit, és fejezziik ki a beirt téglalapok teriiletét tigy, hogy
az ABCD téglalapbdl levagott derékszogli haromszogek teriiletét Osszegezzik (AB = a,
BC =b AP=RC =2z, AS=CQ =DV = BU =vy).
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A szemkozt levagott derékszogli haromszogeket téglalappd egyesitve kapjuk az aldbbiakat:
Tpors =ab—azy—(a—z)(b—y) € Tpyrv =ab—z(b—y)—yla—z).
Osszegezve:

Tpors + Trurv = ab—zy — (a — z)(b—y) + ab—z(b—y) — y(a — z)
=2ab— (zy+ (a—2)y+z(b—y)+ (a —z)(b—y))
=2ab— (z+ (a—2))(y+ (b—y))
=2ab—ab=ab=Tapcp.

1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

4. Az ay,an,...,a7 nemnegativ szdmok Osszege 1. Tekintsiik az aldabbi 6t mennyiséget:
a;+ay + a3z, ay+az+as, a3+ aq+as, as+ as + as, as + ag + a;. Jelolje ezen ot ér-
ték maximumdat M. Mekkora lehet M legkisebb értéke?

, Gp = a3z = as = ag = 0 vdlasztdssal mind az Ot Osszeg

1
1. megoldas. a; = a4 =a; = 3

1 1
értéke 3 ekkor tehat M = 3
Az alabbiakban megmutatjuk, hogy M értéke ennél kisebb nem is lehet:
Tegyiik fel, hogy léteznek olyan, a feltételeknek eleget tevd aj,ay, ..., a7 szdmok, melyek

1 1
esetén M < 3 vagyis mind az ot vizsgalt dsszeg kisebb g—nél.
1 1 1 L

Ekkor az a; + a» + a3 < 3’ a3 +ag+as < 3 és as +ag + a7 < 3 egyenlGtlenségek Ossze-
addsaval az a; + ar + 2a3 + a4 + 2as + ag + a7 < 1 egyenlStlenséghez jutunk.

Tudjuk, hogy a; +ay +as + a4+ as+aeg+a7; = 1, ennek figyelembevételével az el6z6 egyen-
16tlenségbdl a3 + as < 0 addédik,
ami azonban lehetetlen, hisz nemnegativ szdmok 0sszege nem lehet negativ.

4

2 pont

1 pont
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1
Ellentmonddsra jutottunk, tehat M < 3 val6ban nem lehetséges, tehat M legkisebb értéke

1
3 lehet. 1 pont

Osszesen: 7 pont

£99

2. megoldas. [rjuk fel a két ,hidnyz6” Ssszeget is, vagyis ag + a7 + aj-et és a7 + a; + ao-t.
Ezekre teljesiilnek az

ag + a7 +a; < (as+ ag +a7) + (a1 +az +a3z) = 2M

és az
a7+a1+a2§(a5+a6+a7)+(a1+az+a3)§2M

becslések. 2 pont

Ezekkel egyiitt a hét 6sszeg Osszege egyrészt
(a1 +az +a3) + (a2 + a3 + as) + (a3 + a4 + as) + (a4 + as + ag) + (as + as + a7) +
+(ag+a7+a1)+ (a7 +ay +ay) =3- (a1 +ax + a3 +ag +as + ag +a7) =3 1 pont
masrészt
(a1 +az +a3) + (a2 + a3 + as) + (a3 + as + as) + (a4 + as + ag) + (as + as + a7) +
+(ag+ar+a)+(ar+a+a) SEM+M+M+M+M+2M+2M =9M,

1
ahonnan 3 < 9M, tehat 3 <M. 2 pont

Az egyenlGség meg is val6sithatd, ugyanis az a1 = a4 =a7 ==, ay =a3 =as = ag =0

59

1 1
véalasztdssal mind az ot 6sszeg, tehat M értéke is 3 vagyis M legkisebb értéke valoban 3 2 pont

Osszesen: 7 pont



5. Két pozitiv egész szdm hasonld, ha

— a két szam (tizes szdmrendszerbeli alakjdban) ugyanazokat a szdmjegyeket tartalmazza;
— a két szdmban a k6zos szdmjegyek darabszdma azonos;

— valamint egyik szdm sem tartalmazza a 0-s szdmjegyet.

(PL. hasonléak a 1454412, és a 4441125, de hozz4juk nem hasonl6 az 1245 szdm.)

Van-e hdarom olyan 2016-jegyli A, B, C' szam, hogy A hasonlé B-vel, A hasonl6 C-vel, és
C=A+DB?

Megoldas. Megmutatjuk, hogy vannak a feltételeknek megfelels A, B, C' szamok.

ElSszor keressiink ,.kicsi” ilyen szamokat. A feltételek miatt B is hasonlé C-vel. Ha A, B, C
9-es maradékait vizsgéljuk, adddik, hogy — a 9-cel val6 oszthatdsdgi szabdly miatt — a harom
szdm azonos maradékot ad 9-cel osztva.

Mivel A + B = C, ez csak dgy lehet, ha mind a harom szdm 9-cel oszthaté.
Konnyen lathatd, hogy egyjegyt, és kétjegyd ilyen szamok nincsenek.

Haromjegyli szdmokat mar taldlhatunk. Elészor prébalkozzunk olyan haromjegy(i szdmok-
kal, ahol a szamjegyosszeg: a + b+ ¢ = 9.

Legyenek A, B, C jegyei valamilyen sorrendben a, b, ¢ (a jegyek kozott lehetnek azonosak
is akar)!

Konkrétan: A = abc, B = a't/c’ és C = a”"b/’c”, ahol a '-s, és "-s jegyek az a, b, ¢ jegyek
valamilyen permutacioi.

Mivel a jegyek osszege 9, ezért c=9 —a—b, =9—d -V, " =9—-d" - b".

A, B utols6 jegyeinek osszege vagy C' utolsé jegye, vagy attdl 10-zel tobb, vagyis

1I8—a—b—ad -V =9—ad"-V" (mod 10), innen
18—a—b—d -t —-"=9-d"-b0" - =0 (mod 10), majd
18=a+b+d +b + " (mod 10) adédik.

Innen két eset lehet, az egyik, hogy a, b, a, b, " kozott A, B, C mind a harom jegye
el6fordul, ekkor — mivel ezek Osszege 9 — a maradék két szdmjegy (az dltalanossiag meg-
szoritdsa nélkiil mondjuk a, b') 6sszege is a + b = 9. Mivel az 6sszeg pératlan, ezért itt két
kiilonb6z6 jegyrdl van szd, viszont ekkor a harmadik jegy okvetleniil 0, ami ellentmondas.

A misik eset, hogy a, b, a’, V', ¢’ kozott A, B, C harom jegye koziil pontosan kettS for-
dul eld, egyik 3-szor, a mésik 2-szer. Ez azt jelenti — megint az altaldnossidg megszoritdsa
nélkiil —, hogy 18 = 3a + 2b (mod 10). Vagyis 3a + 2b vagy 8 vagy 18 vagy 28 vagy 38.

Ha 8 = 3a + 2b — a paros csak a =2, b=1 — ¢ = 6 lehet, ez nem ad eredményt.

Ha 18 =3a+2b — 3 |bcsak b=3 wa=4,c=2¢8b=6 — a =2, c =1 lehet, ezek
sem adnak eredményt.

Ha 28 =3a+2b — 27 <28 =3a+2b < 3(a+b) — 9 < a+ b vagyis ekkor mar tdl nagy
lenne a szdmjegyek Osszege. (A 38-as eset ugyanigy!)

Vagyis nincsenek olyan hdromjegy(i szamok, ahol a szdmjegy0Ossszeg 9.

1 pont
1 pont
1 pont

1 pont



Végiil, ha a szdmaink hdromjegytiek, és a szdmjegydsszeg 18, akkor mar taldlunk meg-
oldast:
1I8=9+8+4+1=94+7+2=94+6+3=9+5+4=8+8+2=8+7+3=
=8+6+4=8+5+5=7+7+4=T7+6+5=6+6+6

felbontdsok lehetnek jok.

Ezek kozill (a szdmjegyek tovabbi vizsgalataval — pl. a végzddések, illetve a szamok elsd
jegyeinek a vizsgdlataval) csak a 18 = 9 4+ 5 4 4 johet széba.

Kis prébélkozds utan A = 459, B = 495, és C' = 954 harom megfeleld szam.

Az A =459, B =495, és C' = 954 szamokbdl tobbféle médon tudunk megfelels 2016-jegyi
szamokat csindlni.

I.) PL. (mivel 2016 =3 - 672)
A =459459459...459, B =495495...495 és (C =954954...954

megfeleld hdrom szdm (minden szdm 672 blokkbdl 4ll).
II.) Pl

A=499...9959, B =499...995 és (C =099...9954
is megfeleld (mind a hdrom szdmban pontosan 2014 darab 9-es jegy van).

Ha a didk megtaldl megfeleld szdmokat, és az A, B, C szdmokrol meg is mutatja, hogy
megfelelnek a feltételeknek, kapja meg a 7 pontot, puszta eredménykozlésért — ha a kapott
eredményt nem ellendrzi — csak az utolso rész 2 pontjdt kapja.

1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont



