Haladok II. kategoria 3. (dontd) fordulo

Feladatok

1. Adjuk meg az Osszes a, b, ¢ pozitiv egész szamot, amelyekre teljesiil, hogy [a, b,c] = a+ b + c.
([a, b, c] az a, b, ¢ szamok legkisebb kdzos tobbszordsét jeloli.)

2. Az ABC hegyesszogli haromszog egy belsG pontja M, a magassagok a szokésos jeloléssel my,,
my, m.. Bizonyitsd be, hogy

MA MB MC
+ + >

my mp me

2!

3. Legyen n tetszlleges pozitiv egész szam. Igazoljuk, hogy végtelen sok négyzetszam van, amely
el6all n darab paronként kiilonb6zs kettShatvany Osszegeként (kettGhatvanyon kettdnek termé-
szetes szam kitevgjl hatvanyat értve)!

Megoldasok és javitasi itmutato

1. Adjuk meg az 0sszes a, b, ¢ pozitiv egész szdmot, amelyekre teljesiil, hogy [a, b,c] = a+ b+ c.
(La, b, c] az a, b, c szdmok legkisebb kdzos tobbszorosét jeloli.)

Megoldas: FeltehetS, hogy a < b < c. Ekkor a + b+ ¢ < 3c, ezért mivel c tobbszorose, [a, b, c],

értéke 2c¢ vagy 3c lehet (c nem lehet, merta + b + ¢ > ¢).
a b 1

2c+2—c = E,azaz

1
eld kell allitani az E-et két torzstort (1 szamlaléja tort) Osszegeként. Egyik torzstort nevezGje se

1. eset: |a, b,c] = 2c. Ekkor a|2¢, b|2c¢, a+ b = c. Az utébbit 2¢-vel osztva

1
lehet 2, mert akkor az 6sszegiik tobb, mint 5 Ha mindkét torzstort nevezdje legaldbb 4, akkor

1 1
osszegiik legfeljebb 1 + 1- 7 egyenlGség csak akkor 4ll fenn, ha mindkettd T Ha viszont
a b

— = — = —, akkora = b = E, viszont ekkor [a, b, c] = ¢, azaz igy nem kapunk megoldast.
2c 2c 4 2 b .

1
Ha pedig mondjuk (a €s b szimmetridja miatt) 4 o akkor = = -~ — = = —, tehat a mdsodik
2c 3 2c 2 3 6

lehet6ség ebben az esetben az, hogy a = =« és b = E. Mivel 2¢ oszthaté 3-mal is, ezért ¢
oszthat6 6-tal. Legyen ¢ = 6k, igy a = 4k és b = 2k. Ez konnyen lathatéan jé megoldés, ha k
pozitiv egész.

2. eset: [a, b, c] = 3c. Ekkor tehat a | 3¢, b | 3¢, a + b = 2¢. Az el6z6 esethez hasonldan kapjuk,

b 2 2
hogy 3i + E it tehat most a g—ot kell torzstortek Osszegeként eldallitani. A tOrzstortek
c c

1 1 2
nevezdje legaldbb 3, mert a < ¢ és b < c. Ekkor viszont az dsszeglik legfeljebb 3 + 353 tehat

7 pont

7 pont

7 pont

7 pont

1 pont

3 pont



1 b
csak az lehet, hogy mindkettd 3 Ekkor — = 2 = —, vagyis a = b = ¢, de ez nem j6 megoldas,
c

1

3¢ 3

mert ekkor a legkisebb kozos tobbszorosiik ¢, nem pedig 3c.

Osszefoglalva, az 6sszes megoldast gy kapjuk, hogy valasztunk egy k pozitiv egész szamot, és

vessziik a 2k, 4k, 6k szamokat valamilyen sorrendben.

Osszesen:

. Az ABC hegyesszogli haromszog egy belsd pontja M, a magassagok a szokdsos jeloléssel my,,

myp, m.. Bizonyitsd be, hogy

Megoldas:

MA MB MC
+ + >

Mg mp me

Igy

A Mc B
Ezért
MA > m, — xg, MB > my — xp, MC > m. — x.,
ahonnan
MA X MB X MC X
>1-24 Zs1-2 1- =<
mgy mgy mp mp me me
Osszeadva ezeket:
MA MB MC Xq Xp X
+ + >3-—+—+—
mg mpy me mg mp me
Itt
Xa Xp  Xe ax, bxp cx, ax, bxyp cXe ax, + bxp + cx,
—_— t— + — = + + = + + =
mg my me amg bmy cme  2Tapc  2Tapc  2Tapc 2T sBc

2!

Bocsassunk mer6legeseket M-bdl az a, b, ¢
oldalakra, és a keletkez8 mer&leges szaka-
szokat jelolje rendre x,, xp, X.

Mivel ABC hegyesszogl, az A, B, C csu-
csokbdl a szemkozti oldalakhoz hizhatd me-
r6leges legfeljebb olyan hosszd, mint bar-
mely, a cstcsot az oldal valamely pontjdval
0sszekotd torottvonal hossza.

MA+x, > m,, MB+xp, > mp, MC+x,. > m,.

2 pont

1 pont

7 pont

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont



Masrészt viszont ax, + bxp + cx. = 2Tepm + 2T acy + 2T apy = 2T apc. 1 pont

Eszerint

MA MB MC 2T
L MB 23_(x_a+ﬁ+ﬁ):3_ﬂ:2, 1 pont
Mg mp me Ng np ne 2TABC

Osszesen: 7 pont

. Legyen n tetszlleges pozitiv egész szam. Igazoljuk, hogy végtelen sok négyzetszam van, amely
el6all n darab péaronként kiilonb6z6 kettShatvany Osszegeként (kettGhatvanyon kettdnek termé-

szetes szam kitevgjl hatvanyat értve)! 7 pont
Megoldis: Tekintsiik a kovetkezd osszeget: 20 + 21+ ..+ 2" =21 2 pont
Hatdrozzuk meg ennek négyzetét! (2’“rl — 1)2 =222 _om2 1 =22 (" — 1) + 1. 1 pont
Mivel 20 + 21 4+ 42771 = 2" — |, mindkét oldalt 2"*?-nel szorozva kideriil, hogy 2"*2(2" — 1)

n darab kiilonboz§ kettShatvany Gsszege. 1 pont
Ehhez 1-et hozzdadva kapjuk, hogy (2'“r1 - 1)2 (n + 1) darab kettShatvany Osszege. 1 pont

Egy ilyen négyzetszdmot 2 paros kitevGjd hatvanydval szorozva Ujra négyzetszdmot kapunk,
amely elddll n + 1 kett6hatvany Osszegeként, azaz végtelen sok négyzetszam van, amely el6all
adott, de legalabb két darab kettGhatvany Osszegeként. 1 pont

Py

Kettének paros kitevGjl hatvanyait nézve kideriil, hogy végtelen sok kettShatvany van, amely
négyzetszam. 1 pont

Osszesen: 7 pont





