Kezddk II. kategoria 3. (dontd) fordulo

Feladatok

1. Egy osztilyba 33 didk jar. Minden tanulét megkérdeztiink arrdl, hogy hiny osztalytdrsdnak
azonos vele a keresztnevének, illetve a vezetéknevének kezddbet(je. Tanulonként a két-két vilaszt
felirva kidertiilt, hogy 0-t6] 10-ig minden szdm elSfordult a valaszok kozott. Bizonyitsuk be, hogy
biztosan van az osztdlyban legaldbb két olyan didk, akinek ugyanazzal a betdvel kezd6dik a
vezetékneve €s a keresztneve is! 10 pont

2. Az (ay) véges sorozatra teljesiil, hogy a; = 20, a; = 5, utolsé eleme a; = 0€s 2 < n < k esetén

2
ap+1 = Ap—1 — Cl_
n

Hatdrozzuk meg azt a k indexet, amire a; = 0! 10 pont



3. Legyen ABCD egység oldali négyzet. Az AB, BC, CD, DA oldalakon jeldljiink ki olyan P, Q,
R, S pontokat, hogy AP + AS + CQ + CR = 2. Bizonyitsuk be, hogy a PR és QS szakaszok
merdlegesek egymadsra! 10 pont

Megoldasok és javitasi itmutato

1. Egy osztdlyba 33 didk jar. Minden tanulét megkérdeztiink arrél, hogy héany osztadlytarsanak
azonos vele a keresztnevének, illetve a vezetéknevének kezdSbettje. Tanulénként a két-két valaszt
felirva kidertlt, hogy 0-t6l 10-ig minden szam elSfordult a védlaszok kozott. Bizonyitsuk be, hogy
biztosan van az osztdlyban legaldbb két olyan didk, akinek ugyanazzal a betiivel kezd6dik a
vezetékneve €s a keresztneve is! 10 pont

Megoldas: Jeloljiik m-mel (m € N¥) az osztély tanuldi kozott elGfordulé vezetéknevek kezdd-
betliinek szdmat, x;-vel pedig azi-edik kezdSbet(d el6forduldsdnak gyakorisagat(i € {1;2;. . .; m})!
Hasonléképpen jeloljiik n-nel (n € N*) a didkokndl el6fordulé keresztnevek kezddbetdinek

szamat, y;-vel pedig a j-edik kezd@beti el6forduldsanak gyakorisdgat (j € {1;2;...;n})!

Ekkor a tanuldk szdma alapjan: Z Xi = Z yj =33 ésigy Z Xi+ Z yj = 66. 1 pont

i=1 j=1 i=1 j=1
Hasznéljuk fel, hogy amennyiben egy tanulé k szdmu (k € N) tarsardl nyilatkozik ugy, hogy
egyik nevének megfelel§ kezdGbetidje azonos az 6vével, akkor ezzel a vezeték- vagy keresztnév

kezdettel 6sszesen k + 1 didk rendelkezik. 1 pont
Mivel a didkok vélaszai kozott a 0-tél 10-ig terjedd szamok mind el&fordultak, ezért az 1, 2, 3,
4,5,6,7,8,9, 10, 11 szdmok biztosan elemei az {x;} U {y;} halmaznak. 1 pont
Viszont 66 = xi+ > yi 2 1+2+...+11 = 66 feltétel csak az egyenlGség fennalldsa esetén

i=1 j=1
teljesiilhet, ami azt jelenti, hogy az x;, y; szdmok az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 szamok
valamilyen sorrendjét adjak és m + n = 11. 2 pont

Ekkor m < 8 €s m > 3, hiszen m > 8 esetén xi>1+2+...+8 =36 >33, illetve m <3

M=

i=1
m

esetén Z X <9+10+11 =30 < 33, 2 pont
i=1

fgy a lehetséges (m; n) parok: (4;7), (5;6), (6;5), (7;4), amelyek esetén a vezeték- és keresztnév

kezdd@betd parositasok szama: 28, 30, 30, 28. 2 pont

Mivel a didkok szdma (33) ezen esetek mindegyikénél tobb, ezért a skatulyaelv értelmében

garantdlt, hogy legalabb két tanulé6 monogramja teljesen azonos. 1 pont -
Osszesen: 10 pont



2. Az (a,) véges sorozatra teljesiil, hogy a; = 20, a; = 5, utolsé eleme a; = 08s2 < n < k esetén

2
ap+l = Ap—1 — a_
n

Hatéarozzuk meg azt a k indexet, amire a; = 0! 10 pont
Megoldas: A rekurziv egyenletet 4talakitva azt kapjuk, hogy
Ane1Gy = ApQp_] — 2. 2 pont

Felirvaeztn =2,3,...,(k — 1)-re:
azdp = azd) — 2

aqasz = asay — 2

axag-1 = ag-1ax-2 — 2
Adjuk 0ssze a fenti egyenleteket! Ekkor
O=arar_1 =ara; —2-(k-2), 6 pont
amibdl
k = “22“‘ 12=52. 2 pont
Osszesen: 10 pont

3. Legyen ABCD egység oldali négyzet. Az AB, BC, CD, DA oldalakon jeloljiink ki olyan P, Q,
R, S pontokat, hogy AP + AS + CQ + CR = 2. Bizonyitsuk be, hogy a PR és QS szakaszok

mer@legesek egymadsra! 10 pont
Megoldas:
C1 Q 1 D R C
S
D, S A P B

Mozgassuk el az AS és CQ szakaszokat ugy, hogy azok egy egyenesbe keriiljenck az AP és CR
szakaszokkal! Ennek érdekében alkalmazzunk A koézépponti +90°-os elforgatdst! A megfeleld
képpontokat jeloljiik azonos nagybettivel és 1-es indexszel ellatva! 3 pont

Ekkor AS; = AS és CQ = C,0;.
gy PS; = AP+ AS; = AP+ AS =2 - (CQ + CR) = CC) — (C;0; + CR) = RQ;. 3 pont



Mivel PS; = RQy, PS; || RQ; alapjan a PQRS négyszog paralelogramma, és emiatt PR || S1Q1. 2 pont
Misrészt a +90°-o0s elforgatds miatt az S;Q; és SQ szakaszok merGlegesek egymasra, ezért a PR
és SQ szakaszokra ugyanez teljesiil. Ezzel az éllitast belattuk. 2 pont

Osszesen: 10 pont
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