Kezddk III. kategoria 2. (dontd) fordulo

Feladatok

. Tegyiik fel, hogy egy valds szdmnak és reciprokdnak négyzetosszege kettdvel kisebb egy négy-
zetszamndl. Bizonyitsuk be, hogy a szam tetszdleges paratlanadik hatvanydhoz hozzdadva recip-
rokdnak ugyanezen hatvinyét, egész szdmot kapunk! 10 pont

. Legyen az ABC hédromszog kortlirt kore k! Jeloljuk a k& kor A-t nem tartalmazé BC ivének
felezGpontjat D-vel, B-t nem tartalmazé CA ivének felezGpontjat E-vel és C-t nem tartalmazo
AB ivének felezGpontjat F-fel! ABC haromszog beirt kore érintse a BC, CA és AB oldalakat
rendre a K, L, M pontokban! Bizonyitsuk be, hogy DK, EL és FM egyenesek egy pontban
metszik egymast! 10 pont

. Bizonyitsuk be, hogy Iétezik N > 1 egész szam a kovetkezd tulajdonsdggal: minden n > N egész
szam felbonthat6 olyan pozitiv egészek Osszegére, amelyeknek legkisebb kozds tobbszorose

nagyobb, mint n2°18, 10 pont
Megoldasok és javitasi itmutato
. Tegyiik fel, hogy egy valds szdmnak és reciprokdnak négyzetosszege kettével kisebb egy négy-
zetszdmndl. Bizonyitsuk be, hogy a szam tetsz6leges paratlanadik hatvdnydhoz hozzdadva recip-
rokdnak ugyanezen hatvinyét, egész szdmot kapunk! 10 pont
Megoldas: A beldtandé 4llitas:
1
Ha x? + - = 1% — 2 valamely nullatél kiilonb6z6 x esetén, akkor x2*+! + STaT Cgesz. 1 pont
X x

2

1 1

Vegyiik észre, hogy x* + - = (x + —) — 2, amibdl a feltételt felhaszndlva kovetkezik, hogy
X X

1

X + — egész. 2 pont
X



Tovabba tudjuk, hogy

1
et 2
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A masodik zardjel szimmetrikus 0sszegének tagjait megfelelGen pérositva és két tag 6sszegének
négyzeteként felirva egészek dsszegét kapjuk a masodik zardjelben is.

Igy egészek szorzataként 4llitottuk eld a kivant dsszeget.

Osszesen:

3 pont

3 pont

1 pont

10 pont

.Legyen az ABC hiromszog koriilirt kore k! Jeloljik a k kor A-t nem tartalmazé BC ivének
felez6pontjat D-vel, B-t nem tartalmazé CA ivének felezGpontjat E-vel és C-t nem tartalmazé
AB ivének felez&pontjat F-fel! ABC haromszog beirt kore érintse a BC, CA és AB oldalakat
rendre a K, L, M pontokban! Bizonyitsuk be, hogy DK, EL és FM egyenesek egy pontban

metszik egymaést!

1. megoldas: Jeldljiik a koriilirt kor kozéppontjat O-val, a beirt kor kozéppontjat pedig 7-vel!

A
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N~

]

D

Az F-ben és E-ben huzott korérint6k metszéspontjat
jelole A’, az F-ben és D-ben hizott korérint6k met-
széspontjat B’, az E-ben és D-ben hizott korérint6k
metszéspontjit C’.

Az A’B’'C’ haromszog beirt kore éppen az ABC koriil-
irt kére. Mivel A’B" L FO (a kor érintGje merGleges az
érintési pontba futd sugérra) és AB L FO (szimmetria
miatt a kor keriiletén felvett két pont dltal meghataro-
zott koriv felez6pontjat a kor kdzéppontjaval osszeko-
t6 sugdr merdlegesen felezi a két pont kdzott hizott
hiart), A’B’ || AB; hasonléan B’C’ || BC; valamint
C'A’ || CA. Mivel megfelel§ oldalaik parhuzamosak,
igy a szogeik egyenldk, vagyis ABCA ~ A’B'C’A.

A’ A és B’ B metszéspontjét jeldlje X. Belatjuk, hogy C’C is dtmegy X -en, amibGl mar kovetkezik,
hogy az X kozépponti, A-t A’-be, B-t B’-be vivd hasonldsdg az ABC haromszoget (€s annak
minden pontjat) az A’B’C’” hdromszogbe (a pontot az annak megfelel§ pontba) viszi.

XA és XA’ egy egyenesbe esik, AC || A'C’, igy XAC és XA'C’ parhuzamos szard szogek,
vagyis egyenl&ek. A hasonldsidg szogtart6, X képe X, A képe A’, ezért az A-bdl induld, X A-val
X AC szdget bezéré félegyenes képe az A’-bdl induls, X A'-vel XAC = XA'C’ szbget bezaré

félegyenes. Erre illeszkedik C’.

Hasonl6an, a B-bdl induld, X B-vel X BC szdget bezar6 félegyenes képe a B’-bdl induld, X B'-vel
XBC = XB'C’ szbget bezaré félegyenes, amelyre szintén illeszkedik C’. A hasonl6ség illesz-
kedéstartd, igy az AC és BC félegyenesek C metszéspontjdnak képe a megfelels félegyenesek

képének metszéspontja, C’.

10 pont

3 pont

1 pont

2 pont

2 pont



Mivel az X kozéppontd hasonlésag ABC-t A’B’C’-be viszi, az ABC haromszdg minden pontjat
a neki megfelel A’ B'C’-beli pontba viszi. 1 pont

Esetiinkben megfelel§ pontpdrok példaul a beirt kor oldalakkal vett érintési pontja is. Az ezeket
0sszekotd egyenesek dtmennek a hasonlésag kozéppontjan, vagyis FM, DK és EL egy ponton,
X-en mennek &t. 1 pont

Osszesen: 10 pont

2. megoldas: Jeloljiik a koriilirt kor kozéppontjat O-val, a beirt kor kozéppontjat pedig I-vel!
A kortilirt kor sugarat jelolje o, a beirt korét r.

A FO 1 AB (szimmetria miatt a kor keriiletén felvett két
pont dltal meghatdrozott koriv felezpontjat a kor ko-
zéppontjaval 0sszekotd sugdr merSlegesen felezi a két
pont kozott huzott hart), M1 L AB (a beirt kor érintési
pontja), azaz FO || MI, hasonléan EO || IL, tovéb-
bd FO = OFE = o, MI = IL = r. FOE< = MIL«,
mert parhuzamos szarud, ugyanolyan allasu (koriiljara-
si) szogek; mind az FOEA, mind az MILA egyenld
szaru, ugyanakkora a szarszogik, tehét a két haromszog
hasonlo (a hasonldsdg egyik alapesete: két oldal ardnya
és a kozbezirt szog), azaz a harmadik oldalparjuk is

parhuzamos. 3 pont

Ugyanigy teljesiil, hogy DOEA ~ KILA és DE || KL,

illetve FODA ~ MIK és FD || MK. 2 pont
Mivel megfelel§ oldalpérjaik parhuzamosak, KLMA ~ DEFA. 1 pont

Legyen DK ¢és FM egyenesének metszéspontja X. Ekkor (parhuzamos oldalpérjaik miatt)
XKM~nA ~ XDF A, és a hasonlésag kozéppontja X. Tekintsiik ezt a hasonlésagot. 1 pont

Megmutatjuk, hogy az L pontot E-be viszi, amibSl mér kovetkezik, hogy X illeszkedik EL-re is.
Ehhez felhasznéljuk, hogy a hasonlésag szogtarto.

XKL< = XDE<, XML« = XFE<, mert parhuzamos szaru azonos allast (koriiljarasa) szog-
pérok. Eszerint ha a hasonldsdg sordn K képe D, akkor a K kezdGpontu, vele XKL szoget
bezard félegyenes képe a D kezdSpontu, X D-vel ugyanekkora (X DE) szoget bezaro félegye-
nes; illetve az M kezdSpontd, X M-mel X M L szoget bezéaro félegyenes képe az F kezdGpont,
X E-vel ugyanekkora (X FE) szoget bezard félegyenes: K L félegyenes képe DE félegyenes, M L

félegyenes képe pedig FE félegyenes. 2 pont
Mivel pedig (fél)egyenesek metszéspontjdnak képe a (fél)egyenesek képének metszéspontja, a

hasonlosag az L-et az E-be viszi. 1 pont
Osszesen: 10 pont
3. megoldas: Jelolje a beirt kort b. Barmely két kor hasonld, igy b és k is. 1 pont

Tekintsiik azt a 4 hasonldsdgot, amely b-t k-ba viszi. Legyen a hasonl6sdg kozéppontja X . 1 pont



Legyen a K, L, M pontok h szerinti képe rendre K’, L', M’. Mivel b kor pontjainak képe k korre
illeszkedik, K’, L', M’ illeszkedik k-ra.

Szerkessziink érintét k-hoz a kapott pontokban.
Legyen a hdrom érintd dltal kozrezart haromszog A’B'C’ (megfelelSen az A, B, C pontoknak).

Mivel az A’B’C’ és az ABC hdromszog beirt korei érintési pontjai a A hasonldsdg szerint
egymdsnak megfelel§ pontparok, ezért az ABC hdromszodg h szerinti képe éppen az A’B'C’
haromszog.

A hasonlésdg sordn egyenes képe vele parhuzamos egyenes, ezért AB || A’B’, BC || B'C’,
AC || A'C.

Mivel M'O L A’B’, azaz A’B’ || AB miatt M'O L AB, tovabbd M'O a k egy sugara, ez csak 4gy
lehet, ha M’'O az AB szakaszfelez§ merGlegese (ha egy sugér merGleges egy hiirra, akkor azt a
szimmetria miatt felezi), ami azt jelenti, hogy az M’ pont felezi az AB hurhoz tartozé ive(ke)t is,
vagyis M’ egybeesik F-fel. Ugyanigy, L" egybeesik E-vel, K’ egybeesik D-vel.

Mivel pedig M’'M, K'K és L' L egyenesei egy pontban, az X -ben metszik egymadst, igy FM, EK,
DK egyenesei egy ponton mennek at.

Osszesen:

4. megoldas: Jeloljiik a koriilirt kor kozéppontjat O-val, a beirt kor kdzéppontjét pedig I-vel! Az
ABC haromszodg A, B és C csucsandl 1évs szogeket jeldlje rendre a, B, y! Az OF E haromszog
egyenld szard, és OF L AB valamint OE L CA miatt EOF < = 180° — a.

Hasonl6an, az /ML haromszog is egyenld széru, €s
IM 1 AB,valamint IL 1 CA miatt LIM < = 180° — «.

OF OE
Tehat OEFA ~ IMLA,igy — = — = A

IM IL
Ugyanigy megmutathatd, hogy ODEA ~ IKLA, ezért
OE OD _
IL  IK
Legyen DK N Ol = P,ELNOI =Q,FM N Ol =R!
OD || IK,igy aparhuzamos szelGszakaszok tétele miatt

P
— -
PI

RO 0
Hasonl6an l4that6, hogy — és Qo értéke szintén A.
RI 0l

Tehat P = Q = R, és ez a pont rajta van a DK, EL és
FM egyenesek mindegyikén.

Osszesen:

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

2 pont

1 pont

10 pont

1 pont

1 pont

2 pont

2 pont

2 pont

2 pont

10 pont



3. Bizonyitsuk be, hogy 1étezik N > 1 egész szam a kovetkez§ tulajdonsdggal: minden n > N egész
szam felbonthaté olyan pozitiv egészek Osszegére, amelyeknek legkisebb kozos tobbszorose

nagyobb, mint 1298, 10 pont

Megoldas: Az allitast dltaldnosabban, a 2018 helyére tetszleges k pozitiv egész szamot irva
bizonyitjuk be. (Altalanositas: 0 pont, mivel tetszdleges kitevire a bizonyitas hasonlo elveken
alapul.)

Legyen pi(=2) < pa(=3) < p3(=35) < ... < pr+1 az elsS k + 1 primszdm (mivel végtelen sok
primszdm van, ezeket minden k-ra megvalaszthatjuk), és bebizonyitjuk, hogy
N =2"Tp i ph . pipks
megfelel. A késSbbiekhez jegyezziik fel, hogy ez maga utdn vonja azt, hogy
N >2p\p>...DkDk+1-

(Megfelelé korlat megaddsa: 2 pont, mas gondolatmenetek mas korlatokhoz vezethetnek.
A 2 pont akkor is jar, ha a tanul6 explicite nem szamol ki Kkorlatot, de a levezetésébdl vilagos,
hogy ilyen korlait 1étezik. Ez befejezé 1€pés is lehet.)

Legyen n > N rogzitett. Az aldbbiakban eldéllitjuk n egy pozitiv egészek Osszegére torténd
felbontdsét, majd megmutatjuk, hogy az elG4ll6 legkisebb kizos tobbszoros nagyobb, mint .
Legyen a; az a legnagyobb 2-hatvany, amely nem nagyobb g-nél (ekkor a; nagyobb, mint Z), as

az a legnagyobb 3-hatvany, amely nem nagyobb Z-nél (ekkor a; nagyobb, mint %), ¢s altalaban,
minden k + 1-nél nem nagyobb j pozitiv egészre legyen a; az a legnagyobb hatvanya p;-nek,

amely nem nagyobb +-nél (ekkor a; nagyobb, mint L).
2p1...pj-1 2pi...pj

Allitjuk, hogy az igy kapott ay, . . ., ax+ szamok Osszege kisebb, mint n. Valéban, kihasznalva,
hogy minden sz6éban forgé prim legalabb 2, az 6sszegiik legfeljebb

n n n n (1 1 1 1)
+. o t————<nl=+—-+-—+ <n

§+2_p1+2P1p2 2p1...pxk 2 4 8 +W
a mértani sorozat tagjainak 0sszegzésébdl.
Vegyiik tehat n-nek a kévetkezd felbontdsat:
n=ay+...+ag+1+...+1,
annyi 1-essel kiegészitve, amennyi kell.
(A korlathoz tartozo felbontas kidolgozasa: 5 pont.)

Mivel ay, . . ., ai4 kiilonb6zd primhatvéanyok, a legkisebb k6zos tobbszorosiik a szorzatuk, ami
tehat igy
> (a) () ) = >
al...dr4 — |- = n,
v 2p; 2p1p2 2p1 ... Pr+ N

ezzel a bizonyitas kész.

(Annak igazolasa, hogy a megadott felbontas elég nagy legkisebb kozos tobbszorost ad:
3 pont.)

Osszesen: 10 pont





