Haladok III. kategoéria 2. (dontd) fordulo

Feladatok

1. Legyen adott az 1 < n € N¥, és definidljuk k € {2;...;n} esetén az ay, by € N* szdmokat a
kovetkezSképpen:

ay legyen az a legnagyobb pozitiv egész, hogy k% < n, mig
bx legyen az a legnagyobb pozitiv egész, hogy b* < n.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor n-re teljesiil:

at+az+...+a,_1+a,=br+b3+...+b,_1 +b, 7 pont

2. Adott n > 3 darab pont a sikon. Nincs kozoéttiik harom, amely egy egyenesre illeszkedne.
Vélasszunk ki az 0sszes lehetséges médon harom pontot az adott pontok koziil. Az igy kapott
haromszogek koziil a legnagyobb tertiletd tertiletét jeloljiik 7-vel, a legkisebb teriiletd teriiletét

T
t-vel. Tudjuk, hogy m < 2! Mely n értékekre valosulhat ez meg? 7 pont

3. Melyek azok a b > 1 pozitiv egész szamok, amelyekre barmely k pozitiv egész szdm esetén
van olyan n pozitiv egész, hogy az n* négyzetszam b-alapt szdmrendszerben felirt jegyeinek az
Osszege éppen k? 7 pont

Megoldasok és javitasi itmutato
1. Legyen adott az 1 < n € N¥, és definidljuk k € {2;...;n} esetén az ay, by € N* szdmokat a
kovetkezSképpen:
ay legyen az a legnagyobb pozitiv egész, hogy k“ < n, mig
by legyen az a legnagyobb pozitiv egész, hogy bi < n.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor n-re teljesiil:

aw+az+...+au_1+a,=by+by+...+b,_1 +b, 7 pont

Megoldas: Prébalkozzunk kicsi n-ekkel! n = 2,3, ..., 7-re teljesiil az 4llitas, ezen n-ek esetén
ay = by minden k-ra.

Az els6 nemtrividlis eset (n = 8) a kdvetkez$ ay, by-kat adja: a; = 3 (mert 2% <8,de2* > 8);
a3:a4:a5:a6:a7:ag:1(32>8),

mig by = 2 (mert 2> < 8,de3? > 8); b3 = 2 (mert2® < 8,de3> > 8);by = bs = bg = by = by = 1
(24 > 8), innen

a+...+ag=3+1+1+1+1+1+1=2+2+1+1+1+1+1=by+...+bg

valdban teljestil. 1 pont



Innen teljes indukciét fogunk alkalmazni.
e (Bazis): Mint lattuk az allitas n < 8 esetén teljestil.

ee (Indukcids feltevés): Tegylik fel, hogy n-ig minden ndla nem nagyobb pozitiv (1-nél nagyobb)
egészre igaz az 4llitds (a késdbbi haszndlat miatt jeloljik ezen n esetén ay, bi-t a,x = ai;
bpx = by-val), azaz

Ana+ap3+ ...+ app-1+apn =bp2+byz+...+byp1+byp.

e o o (Lényegi vizsgdlat): Vajon igaz marad-e az dllitds (n + 1)-re is, azaz (Gjra csak ,,dupla
indexelést” haszndlva) teljesiil-e

A1 2+ Ane1 3+ .o+ Anil =1 + Aniln + it pel = D12+ bp13+ .0+ byt 1 + byt + b1 pn?

Nyilvan aps1,p41 = Dpsrper = 1, valamint ayi1,n = dnm €8 bpsim = bym-

Maisfeldl vizsgédljuk meg, mikor teljesil api1m > anm, illetve mikor teljesiil b1 > byy!
Qnelm > anm akkor és csak akkor, ha n+ 1 = m* valamely x € N* esetén, mig by.1; > by
akkor és csak akkor, ha n + 1 = y valamely y € N* esetén. Azaz, ha (n + 1) nem teljes (1-nél
nagyobb kitev3s) hatvany, akkor az n-r6l (n+ 1)-re 1€pés soran a vizsgélt egyenlet mindkét oldalét
(an+1.n+1 = bys1p+1 = 1 miatt) pontosan 1-gyel noveltiik, azaz az egyenldség megmarad.
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Masfeldl viszont, ha (n+1) teljes hatvany, példaul n+1 = m', akkor Anelm—Cnm = bpe11=bn1 =1,
azaz a bal oldalon minden olyan m indexhez, ahol noveliink a,, ,,-hez képest (pontosan 1-gyel)
egyértelmden hozzarendelhet§ a jobb oldalon egyetlen olyan / index, ahol szintén (pontosan
I-gyel) noveliink b, ;-hez képest (és természetesen, ha n + 1 tobbféleképpen is felirhato teljes
hatvanyként, akkor ez a parositds minden ilyen hatviny-alakra kiilonb6z8 péarokat jelent).

Ezzel megvagyunk, hiszen ezek szerint ha (n+1) teljes hatvany, akkor is igaz, hogy ugyanannyival
noveltiik a bal oldalt, €s a jobb oldalt az indukci6s feltevésben szerepls egyenld oldalakhoz képest.

Ezzel a teljes indukciés bizonyitdsi séma értelmében készen vagyunk, a bizonyitandd allitds
valoban igaz.

Osszesen:

. Adott n > 3 darab pont a sikon. Nincs kozottiik hdrom, amely egy egyenesre illeszkedne.
Vdlasszunk ki az 0sszes lehetséges médon harom pontot az adott pontok koziil. Az igy kapott
haromszogek koziil a legnagyobb teriiletd teriiletét jeloljiik 7-vel, a legkisebb teriiletd teriiletét

T
t-vel. Tudjuk, hogy 7 < 2! Mely n értékekre valosulhat ez meg?

Megoldas: Megmutatjuk, hogy n < 6. Ehhez indirekt tegyiik fel, hogy van 6 olyan pont, amelyre
teljestil a feltétel. Tekintsiink egy maximalis teriiletd haromszoget, csucsai legyenek A, B, C.

Az ABC haromszog belsejében nem lehet pont, mert akkor ezt a pontot A-val, B-vel, C-vel
0sszekotve harom olyan haromszoget kapunk, amelyek koziil valamelyiknek a teriilete legfeljebb
ABC teriiletének harmada.

Hiuzzunk parhuzamosokat mindhdrom csicson keresztiil a szemkozti oldallal, igy egy, az erede-
tihez hasonl6 haromszdget kapunk. Nem lehet pont, amely e haromszdgon kiviil van, mert ekkor
T-nél nagyobb teriiletet kapnéank.

E C p Huzzunk pdrhuzamosokat mind-
? DN egyik oldallal az oldalhoz tartoz6
N magassag felével a haromszoghoz
/ képest kifelé. Pontunk csak eze-
ken a parhuzamosokon tul lehet!
A B Az eddigieket 0sszefoglalva tijabb
pontok csak a sziirke haromszo-
gekben lehetnek.

Ha egy sziirke hdromszogben két
pontunk van, akkor ezeket a koze-
lebbi két csuccsal Osszekdtve egy olyan nem hurkolt négyszoget kapunk (pirossal), amelynek
tertilete kisebb, mint ABC teriilete. Ezt egy 4tloval két hdromszogre bontva, az egyik haromszog
teriilete legfeljebb a négyszog teriiletének fele, igy kisebb mint ABC teriiletének fele, ami nem
lehet.

Ha minden sziirke hdromszogbe egy pontunk esik, akkor azok egy z6ld szinnel jellt hiromszdget
alkotnak. Huzzuk be ennek egyik legnagyobb szogének csticsabol indulé magassagat, ami biztos,
hogy a z6ld haromszogon beliil halad. Ezen magassdg hossza legalabb az ABC héaromszog

=

3 pont

7 pont

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont



megfeleld magassdga, az dbran m., hiszen ez a magassiag athalad egy olyan sdvon, amelynek
sz€lessége m.

A z06ld magassdghoz tartozé oldal hossza legaldbb akkora, mint az ABC haromszog c oldala.
Egyszerre nem érhet§ el, hogy a z6ld magassag egyenld legyen m-vel és a zold oldal egyenld
legyen c-vel, ezért a zold haromszog teriilete nagyobb ABC teriileténél, ami ellentmondas.

C Ot pont esetén példdul egy szabélyos hdromszdg cstcsai és
a két oldalra rajzolt két szabélyos haromszog oldalfelezé
pontjai megfeleldk, azaz n < 5.

A B
OSSZCSQH:

. Melyek azok a b > 1 pozitiv egész szamok, amelyekre barmely k pozitiv egész szam esetén
van olyan n pozitiv egész, hogy az n* négyzetszam b-alapt szdmrendszerben felirt jegyeinek az
Osszege éppen k?

Megoldas: Megmutatjuk, hogy b = 2 jo, és csak ez a j6 (alapszam).
Kicsit kisérletezve bindris szimrendszerben a kovetkezd latszodik:
en=2l-1=1=n=1=1, a jegyosszeg: 1.
en=2-1=3=n’
en=2%-1=7=n*=49 = 110001, a jegyosszeg: 3.
en=2%-1=15= n? =225 = 11100001, a jegyosszeg: 4.

=9 = 1001, a jegyOsszeg: 2.

Innen természetes a sejtés, hogy n=2%—1 szam négyzete bindrisan k jegydsszeget ad. Lassuk be!

=2k 1)2=2% 0.2k =% okl =
— (22](—1 +22k—2+.‘-+2k+2+2k+1 +2k+1) _2k+1 +1:22k—1 +22k—2+.‘.+2k+2+2k+1 +1 —

=11...100...001,

k-1 k

ezzel megvagyunk, b = 2 j6 vélasztas.

Legyen most b > 3! (b = 3 a végén lesz elintézve.) Ismert, hogy b alapid szdmrendszerben a
(b — 1)-gyel oszthatésag pontosan akkor teljesiil, ha a szdm jegyeinek 0sszege oszthatd (b — 1)-
gyel (és ugyanez igaz arra, hogy mikor ad (b—1)-gyel osztvaegy szdm 1, 2, . . ., b—2 maradékot.)
Vizsgiljuk a b-alapu szdmrendszerben a szdmokat, €s nézziik meg, hogy (mod b — 1) milyen
maradékot ad egy négyzetszam!

b
Egy n egész (mod b — 1) vizsgélva 0, +1,+2,..., + [5] maradékot adhat = n? igy kevesebb,

mint (b— 1) féle maradékot vehet fel, azaz n’

alapii szamrendszerben.

szamjegyeinek 0sszege nem lehet barmennyi b(> 3)

1 pont
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2 pont



(Ha példaul b = 4, akkor (mod 3) 0,1, -1 a lehetséges maradékok, és igy 0, 1,1 a négyzetes
maradékok, azaz nincs négyzetszdm, ami 3k + 2-alaki < nincs négyzetszdm, ami 4-es szam-
rendszerben 2,5, 8, . . . jegyOsszegu.)

Mir csak b = 3 van hétra. Azt mutatjuk meg, hogy b = 3 esetén nincs négyzetszam pontosan 3
jegyosszeggel.

Tegyiik fel, hogy van olyan négyzetszdm, aminek pontosan 3 a jegyOsszege 3-as szamrend-
szerben. Ekkor ez a szdm a kovetkez6 haromféle alaku lehet: 2...1... vagy 1...2... vagy
1...1...1..., ahol a...-ok helyén néhany (esetleg O db) 0-s szdmjegy lehet.

Mindegyik esetet hasonléan intézziik el. Vegyiik a legkisebb olyan négyzetszamot, ami a hdrom
lehetséges alak koziil el6fordulhat. Egy ilyen négyzetszdm végén nem allhat két darab 0, mert
kiilonben 9-cel osztva djra csak ilyen alaki négyzetszdmot kapunk (szemben azzal, hogy a
szamunk a lehet§ legkisebb). Vagyis a lehetséges alakok:

2...1, 2...10, 1...2, 1...20, 1...1...1, 1...1...10.

Egy 3-mal oszthat6 négyzetszam 9-cel is oszthatd, azaz nem végz&dhet 1 darab O-ra, illetve egy
négyzetszam 3-mal osztva nem adhat 2 maradékot sem, a 6 potenciélis alak koziil marad kettd:
2...1és1...1...1.

Haazalakn®=2...1=2-3"+1,akkor2-3" = n?> =1 = (n — 1)(n + 1). Ez nem lehet, mert
vagy4d | (n—1)(n+1),vagy2 ¢t (n—1)(n+1).

Hapedigazalakn®> =1...1...1=3"" 43"+ 1, akkor 3" 3 + ) =n’ =1 = (n - D)(n+ 1).
A bal oldal paros, tehat a jobb oldal is,azaz2 | (n—-1) =8| (n—-1)(n+1) = 8 | 3h+1.

Ez viszont nem lehet, mert a 3’ hatviny 1 vagy 3 maradékot ad 8-cal osztva, 3l 41 pedig 2 vagy
4 maradékot ad 8-cal osztva. Azaz b 3 sem lehet!

Ezzel megvagyunk, a kérdéses szdmrendszer alapszdm valéban csak b = 2 lehet!

Osszesen:

2 pont

2 pont

7 pont





