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Megoldasok és javitasi Utmutato

1. Bizonyitsuk be, hogy nincs megoldasa#z+ i = =z* egyenletnek, ha;, y ész pozitiv
primek!

Megoldas. Atrendezve és szorzatta alakitva az eredeti egyenletet:
y3: 22 = (zz—w)(zz—i—x).

Mivel y prim, ezért vagy

(1) Pox=1 és 22t+a=1y°
vagy
2 P—x=y és 224+z=1y° 3 pont

(1) esetben a® — 2 = 1 atrendezvez — 1)(z + 1) = 2-bdl mivel = prim, ezértz — 1 =1,
amibdl z = 2, 2 = 3, v = 5 adédik, ami nem megoldasa az egyenletnek, marem lesz
egész, igy prim sem. 2 pont

(2) esetbl a két egyenletet?-re rendezve kapjuk, hogy

r+y=y’—uz,
2r =y(y — 1).
A jobb oldalon két egymas utani szam szorzata van, igy amdaint paros. Hg paros, akkor
y = 2, mivel y prim. Ekkorz = 1, ami ellentmondas, mert az 1 nem prim.
Ha y paratlan, akkor mivek prim, ezértx = yy;zl-bﬁl vagyy =1, vagy%L =1, azaz
y =3,z =3, z* =36 adddik.

Mindkét eset ellentmondas, mert azélssetben; nem prim, masodik esetbennem lesz
egész, igy prim se. 2 pont

Osszesen: 7 pont



2. Bizonyitsuk be, hogy ha egy derékszogl trapéz atloibhegesek egymasra, akkor a tra-
péz terilete nem lehet nagyobb az oldalak négyzetének smbkiizepénél.

Megoldas. Tekintsik a kdvetkez abrat:

D C
> AB =a, BC =0b,
M
CD=c¢, DA=d,
ahola 2 c.
By
A T B

Az ACD és BDA haromszdgek hasonléak, mert egy-egy szogik deréksz6ia szog

és aDBA szog pedig méileges szaru hegyesszogek. 1 pont
A hasonldsag alapjad : a = c : d, azazd = v/ac. 1 pont
A CTB derékszogli haromszogre Pitagorasz tétele aldpfan= a — ¢, CT = \/ac felhasz-
nalasaval? = (vac)? + (a — ¢)?, azazb = V/a? — ac + 2 adédik. 1 pont
Az ABCD trapéz terUIeteC% Vac = t.
A mértani, szdmtani és négyzetes kdzepek kdzotti 6sszéslgppjan
a-+b a+b a+b a+ b\
= . < . = . 1 pont
t= g Vabs = ( 2 ) P

. a—+b a? + b? i a+bV _ a? b2
Mivel < , ezértt < < ) 1 pont
vel — <4/ 5 ezértt < > £ p

Az oldalak négyzetének szamtani kdzepe

a2+a2—ac+02+02+ac a2+02
2 = 1 pont

2 b2
Tehatt < & F

, ami az allitast igazolja. 1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés (masodik megoldas).Az el harom pont elérése ut%lt = #ﬁ) azt

2 2
kell igazolni, hogyaTH “Vac < @t 1 pont
Az adott egyeriitlenség korrekt igazolasaért adhaté pontszam (meghssiit egyutt): 3 pont



3. Harom gép olyan szamkartyakkal mikodik, amelyeken po=ztjészekbl allé rendezett
szamparok talalhatok. Mindharom gép Uj szamkartyak kirtptdsara képes, a kovetkez
szabalyok szerint:
e Az el®) gépbe aZa, b) kartyét taplalva aza + 1, b+ 1) kartyat nyomtatja ki.
e A masodik gép aZa, b) kartya beadasara <zg, 5) kartyat adja ki, de csak akkor,
haa ésb paros. Mas esetekben nem nyomtat.
e A harmadik gépbe két kartyat kell betdlteni: &z, b) és (b, c¢) kartydk betdltése
esetén aZa, c) kartyat nyomtatja ki. Csak akkor nyomtat, ha két olyan Iétrgdunk

be (megfeld sorrendben), hogy az élkartya masodik szama egyénh masodik
kartya el§ szamaval.

Mindhdrom gép visszaadja a betaplalt kartyakat is, fuggétl attél, hogy toértént-e nyom-
tatas.

Kezdetben egyetlen kartyank van, @z 27). Legyarthat6-e

a) az (1, 2011);

b) a (99, 333) kartya?

Megoldas. Az eredeti kartyan I& szamok kilénbsége 271 = 26 oszthaté 13-mal. Bebi-

zonyitjuk, hogy minden kinyomtathat6 kartya rendelkeziked a tulajdonsaggal. Az) kér-
désre ezzel nemleges valaszt tudunk adni, mivel 2011= 2010 nem oszthaté 13-mal. 1 pont

Nézziuk meg minden gépre, mi torténik, ha olyan kartyat yiédat) taplalunk be, amelyeken
a szamok kilénbsége 13-mal oszthat6.

Ha 13| a — b, akkor nyilvan 13 (a +1) — (b+1) =a —b. 1 pont
Ha 13| a — b, akkor 13 % — g mert 13 paratlan. 1 pont
Végul ha 13/ a — b és 13| b — ¢, akkor 13| (a —b) + (b—¢) =a—c. 1 pont

Tehat belattuk, hogy agl, 2011) nem allithaté &. Most megmutatjuk, hogy &9, 333
kinyomtathato.

Mivel 333 — 99 = 234= 18- 13, arra fogunk tdrekedni, hogyd&dllitsuk az(1, 1+ 18-13)
kartyat, mert ebbl az el$ gép 98-szori alkalmazasaval eljutunk a kivant eredményhe 1 pont

Az el®5, majd a masodik gépet hasznalva; 27) — (2, 28) — (1, 14) = (1, 1+ 1-13).

Ha (1, 1+ 2% -13) mar megvan, akko(1, 1+ 25*1.13) a kévetkes modon allithato é:

az el$ gép ismételt alkalmazasaval eljutunk @iz+ 2~ - 13, 1+ 2. 13) kartyahoz, majd

a harmadik gépbe toltjiik afl, 1+ 2°-13) és(1+2* .13 1+ 2¥".13) kartyakat. 1 pont
Ezzel mindenk > 0 egészre éallitottuk az (1, 1+ 2* - 13) kartyat.

Az el6z6h6z hasonléan agl, 1+ a-13) és az(1l, 1+ b-13) kartydkbol eballithatd az
(1, 1+ (a+0b)-13), példaul ugy, hogy a masodik kartyabdl legyartjuk @iz+ a - 13,
1+b-13+a-13)-at, majd a harmadik gépet hasznaljuk, a korabban latottomod

Végezetil a 18-at 16 2 alakban irva(l, 1+ 18- 13) kinyomtathatd. 1 pont

Osszesen: 7 pont



