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Megoldasok és javitasi utmutato

1. Léteznek-e olyan ésu pozitiv egész szamok, melyekré 7 3¢ oszthatd 1&%nal?

Megoldas. Tekintsiik a 3,32, 33, ... szamokat. Ezen szamok utolsé 200 jegiiéddkothatd
szamok nem lehetnek mind kulonldiEk, hiszen csak véges sok kulonbdzgddeés lehet.
Van tehat valamilyenn, illetve n kitevd, melyekre 3' és 3' utolsé 200 jegye megegyezik.
Ez azt jelenti, hogy 18°| 3™ — 3" = 3" . (3™~" — 1). Mivel pedig 10 és 3 relativ primek,
ezért 16°| 3™~ — 1. Van tehat olyan 3-hatvany, mely 1 maradékot a®®%0al osztva.
Hasonlok mondhatok akkor, ha 3-hatvanyok helyett 7-hatvanyokndlszo, tehat van olyan
7-hatvany, mely szintén 1 maradékot ac®mal osztva. Ha az alkalmas kitéket ¢-vel,
illetve u-val jeldljiik, akkor azt kapjuk, hogy!7- 3* oszthaté 18%nal.

2. Jeldlje 7, az el n péaratlan primszam szorzatat és legyetermészetes szam! Igazolja,
hogy a(m, + 1)2k — 1 szdmnak legaladbh + k kulonb6d primosztéja van!

Megoldés. Mivel 2™ — 1 oszthatd(z — 1)-gyel, (m, + 1)2k — 1 oszthatdr,-nel. Tehat csak
azt kell igazolni van legaldbk darab amr, primeidl kiilonbdd primosztoja.

Teljes indukciéval bizonyitjuk. Ha = 0, akkor az allitds nyilvanvalé. Tegyuk fel, hogy
(7n + l)zk — 1 rendelkezik legaldblk darab, ar, primeitl kilonbdd primosztoval:

2k+l

(0 + 127 = 1= (m+ 1% = 1) ((m + D +1).

A jobb oldalon mindkét tényéz paratlan és a kilonbségik 2, tehat a masodik témede
van legalabb egy az digényed primosztoitdl kilonbd primosztéja, tehat a bal oldalnak
van legaldbb: + 1 darab ar,, primeidl kilénbdd primosztoja.



3. Daraboljon fel egy négyzetet legfeljebb 10 darabra Ggy, hogy adkedl harom egy-
bevagd négyzetet lehessen dsszerakni!

1. megoldas.Val6jaban 7 darabbal is megvalosithatd
a kivant konstrukcio.

D C Feltehetjik, hogy a kiindulasként rendelkezésre allé
négyzet egységnyi oldalhosszisagu. Ekkor a harom
majdani kis négyzetnek az oldalg\I3 lesz. Fek-
tessiink egy 1v/3 oldalhossz(sagl négyzetracsot az
P G egységnégyzetinkre az abran lathat6 médon. A héa-
rom kis négyzetnek az egységnégyzeten tllnyul6 da-
T rabjai éppen alkalmasak lesznek arra, hogy a kis
négyzetek altal le nem fedett részeket kip6toljuk.
M g Az abran lathaté kis hdromszdgek mindegyike derék-
szd8gl, masik két szégik 30, illetve 90 fokos. Mindre
érvényes tehat az, hogy az atfogo éppen 2-szer ak-
K kora, mint a kisebbik befog6, a nagyobbik befogd
pedig v/3/2-szerese az atfogénak. Ennek felhasz-
nalasaval a haromszégek oldalai mind kiszamolhatok. Tudjuk, Hogy= 1/v/3. Ebtbl
DF =2/3, valamintEF =1/3. FC = DC — DF =1—-2/3=1/3. Innen mar kovetke-
zik, hogy DF'E egybevagdG F'C-vel. Hasonlban egyszerlien adodik, hoy) P egybe-
vago JM K-val, hiszen a hosszabbik befogojuk mindkét esetben egy kis négizaine
oldala, azaz 1v/3 hossz(. Mar csak dIB haromszoéget kell valahogy ésszeraknunk az
NMAO négyszdg, illetve &1 H haromszog segitségével. Lattuk, haBy’ = 1/v/3. Eb-
b6l OP = 1/3. TehatNO = 1/v/3—1/3 = (V3 - 1)/3. Innen

NL=+3-NO=1-(1/V3).

Mivel AD =1, ezért azAJD haromszogbl AJ = 1/v/3. Tehat/B = 1— (1/V3). Tehat

NL = JB, azazNLO egybevagoéB.JI-vel, vagyis akar le is fedhetnénk @.JI harom-
szdget azN LO haromszdggel. A gond csak az, hogy igy BzL A haromszdget 2-szer is
haszndljuk, mig aZGH h&romszoget egyszer sem. Készen leszink tehat a bizonyitassal,
ha belatjuk, hogyM LA és IGH egybevagoak.

Lattuk, hogyJB = 1 — (1/v/3). Innen
JI = (1—(1/V3)) - (2/V3) =2/V3-2/3.

Mivel pedig TH = JH — JI, ezértIH = 1/v/3—-2/v/3+2/3=2/3—-1/V3. A JMK
haromszégbl JM = (2/V3) - JK = (2/v/3) - (1/V3) = 2/3, valamint lattuk, hogy
AJ=1/V3.InnenMA=JM—AJ =2/3-1/v3. Tehatl H = M A, azazM LA ésIGH
valéban egybevagoak.

A kétszer hasznalt/ L A haromszég tehat egyik esetben kivalthato/&zH haromszdoggel.



D C 2. megoldas A feladat megoldhat6 ugy is, hogy az ere-
deti négyzetet 9 darabra vagjuk. Legyen az eredeti négy-
zet oldala egységnyi hosszl. Bontsuk fel a négyzetet ha-

a rom téglalapra, melyek oldalai/3, illetve 1 egység-

F nyiek. Egy ilyen téglalapot az &4bra szerint harom részre

E— vagva, egy 1v/3 oldali négyzetet rakhatunk dssze be-

l6le. Az &branAB = CD = 1/3; ED = BG = 1/V/3;

AE=GC=1-1/V3. 1

A B

3. megoldas.Helyezziink az egységoldalu négyzetre
egy J/\/§ oldalu négyzetracsot az abra szerint Ugy,
hogy a ko6zéps négyzet szimmetria-kbzéppontja egy-
beessen az egységoldali négyzet kbzéppontjaval, a
megfeleb oldal-egyenesek pedig 30, ill. 60 fokos sz6- E
get zarjanak be egymassal. Ekké€ = 2/1/3. Mivel F
viszont BD szintén 2+/3 hosszl, igyAB = CD.
Szimmetria okokbdl egyrésztAB = EF, mas- I B
részt CD = GH. Igy tehat EF = GH, vagyis a 7
GBEF trapéz egybevagd azFIHG trapézzal. A

Ezért a GBEF trapéz terillete az /A/3 oldald i

HBEI négyzet teruletének fele. Ugyanekkora teru-

letl az AEFJ négyszdg is, hiszen négy elforgatott példanya egytitt éppen 2 kigzetdgy
terlletet ad. Ezek szerint a2BK és aGJK haromszodgek azonos teriiletliek, tehat egybe-
vagok is, hiszen megfel@lszogeik megegyeznek. Innen mar kézvetlenul adédik a megfelel
atdarabolas 9 darabbdl




