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Megoldasok és javitasi itmutaté

1. A vy szamnégyes az ay, by, ¢y, d; pozitiv egész szamokbdl &ll, ahol vy = (a;;b;;¢1;dy), és
ay, by, ¢y, di egyike sem nagyobb 2008-ndl. A v, rendezett szamnégyes: v, = (az; ba; c2;dp),
ahol a; = |a; — by, by = |by — 1], 2 = |e1 — dy|, da = |di — ay|. Teljesen hasonlé médon
a Up41 szamnégyes képzési szabdlya vy41 = (Gn1;bntt; Crr1; dntr) esetén anyg =
= |an, — by, buy1 = |bn — cnls Cny1 = |en — dnl, dpnt1 = |dn — ay|. Bizonyitsuk be, hogy
v2008 = (05 0;0;0)!

Megoldas. Azt fogjuk beldtni, hogy vsy = (0;0;0;0), amibdl feladatunk allitdsa nyilvanva-
I6an kovetkezik.
A bizonyitdshoz felhaszndljuk a kdvetkez6 két (nyilvdnvald) allitast:

(L) A vy, = (an; bp; cp; dy) elbdllitdsban a maximadlis elem, azaz max (ay, by, ¢, d;,) nem
kisebb, mint max (ap+1,bn+1,Cnt1,dnt1), hiszen apyy S max (ap,byn), bpir =
< max (by, ¢p), Cny1 < max (¢, dy) és dp+1 < max (dy, a,) minden n = 1 esetén.

(I.)Ha az ay, by, ¢y, d,, szdmok legnagyobb k6z6s osztdja ¢, akkor allitasunk igazoldsdhoz

b dy,
elegendd a vy, (ap; by; cn;dy) szdmnégyes helyett a v], <an; =, c—n; ) szamnégyest
q9 49 49 g
vizsgdlni, azaz g-val leoszthatok a szamnégyes tagjai.
Vizsgaljunk most meg paritds szempontjabol egy tetszleges szamnégyest! A képzési sza-
balyt is figyelembe véve a kovetkezd esetek lehetségesek:

a) (pipspsp),  b) (ipspspl), ) (pipsplipl),  d) (piplipspl),  e) (plspliplip),

f) (pl;pl;pl;pl),  ahol p pdros szamot jelol, pl pedig pdratlan szam (p = 0; pl = 1).

Megmutatjuk, hogy mind a hat esetben legfeljebb 4 1épésbdl eljuthatunk a (p; p; p; p) esethez,
azaz ekkor helyettesithetd a szdmnégyes (II.) alapjén a <§, g; g; g) négyessel.

a): a helyettesités kozvetleniil adédik.

b): (p; s p; pl) — (psp; L pl) — (p; pls p; pl) — (Pl; pl; pl; pl) — (p; 3 p; P)-

c): (p; pi pls pl) — (p; pli p; pl) — (pls pli pls pl) — (p; ;D3 p).

d): (p; pl; p; pl) — (pl; pl; pl; pl) — (p; p; p; p).-
): (pl; pl; pl; p) — (p3 p; pli pl) — (p; pls p3 pl) — (pl; Pl pl; pl) — (p; P 3 D).
): (pl; pl; pl; pl) — (p; p; p3 D)
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Tehat legfeljebb négy 1€pés utan a kapott szamnégyes maximalis tagja a tobbi taggal egyiitt
péros szdm lesz, igy minden tag a felére csokkenthetd.

Ez pedig azt jelenti, hogy a 4. 1épés utdn a maximadlis elem legfeljebb értékd, a 8. 1épés

utn a 12. 1épés utan

7 Eni 251, a 16. Iépés utdn a maximdlis elem legfeljebb 125,
ezért a 20. 1épés utdn a maximalis elem legfeljebb 64.
Eljarasunkat ilyen médon folytatva wvsg = (a;a;a;a) alakd, ahol a € N, ahonnan pedig

vso = (0;0;0;0), igy va008 is (0;0;0;0) alakd.

Megjegyzés: Mar vys is (0;0;0;0) alakd, hiszen ha v; maximélis elemét v; jeloli, akkor
U1 <2008, U5 < 1004, w9 = 502, Uy3 = 251, 17 = 125, Uy = 62, Ups = 31, Uy = 15,
D33 =7, Uay < 1, gy Tas = 0. Tehdt v,(0;0;0;0), ha n = 45.

Osszesen: 7 pont

2. Hatdrozzuk meg az 9sszes pozitiv egészekbdl all6 (x;y) szampdart, ami kielégiti az aldbbi
egyenletet:
vV —1)=2"—1.
Megoldas.
ylo—1)=2"—1,
Pae-1)=@-1)a"'+2+22+2+1).
z = 1 esetén minden pozitiv egész y megolddsa az egyenletnek. Ha x > 1, akkor az
(*) v=at+2 +2r+r+1
megoldasait keressiik.
x = 2-t behelyettesitve nem kapunk djabb megoldast:
y? =2°—1=3l.
x = 3-t behelyettesitve:
2y* =3 1.
y = 11 adédik, igy a (3, 11) szdmpér is megolddsa az egyenletnek.

1\2
Tegyiik fel, hogy x > 3 és megolddsa az egyenletnek. Ekkor x 4+ 1 < <x;— ) .

Ezt felhaszndlva becsiiljiik y°-t feliilrdl:

2 2

12
yr < <x2+x;r> .

1\? 1\
y2:x4+$3+x2+$+1<x4+x3+x2+<x+ > :<x2+x—|— >’



1. variacio:

<2 a:—i—l)
y < m+72 .

2
x . e ., X .
y < 2%+ 5 mivel z,y € ZT. Mivel z pozitiv, ezért ) <z’ +x+1,igy

2 2 TN? 4 ;@ 4 3 2 2
Yy §(m +§> =z +ux +Z<x +z+z +r+1=y".

y2 < yz, ami ellentmondés. Azaz ha x megoldds, akkor x < 3.

2. variacio:
72
Mivel x pozitiv, ezért vy <z +ax+1,igy

AN N 4.3 2 2
(x +§> = +x‘+z<x +o+ax"+ax+1=y"

2
Azaz (:1:2 + g) <2

— 1\ 2 .
Nyilvan (:U2+x2 ) <($2+g>.lgy

2 2
,  x—1 5 , x+1
(:L‘ +72 ><y <(x +72 >
Mivel z,y € Z*, ezért

-1 1
(#%) <x2+332 )<y<<x2+x;— )

Ha z pératlan, akkor (kx)-ban a két zédrGjelben két szomszédos egész dll, igy nem eshet
kozéjiik egész y.

3
Ha x pdros, akkor y = 2 + z lehetne, de ezt (x)-ba visszairva 0 = ~2° 4+ x + | adédik,

ami pozitiv egész z-re nem teljesiil.

Osszesen: 7 pont



3. Az ABC szabdlyos haromszog AB oldaldanak a felezGpontjatdl kiilonbozs tetszoleges
belsé pontja P. Az APC' haromszog beirt kore ky, a BPC haromszog beirt kore k,. A k
és k, kornek a PC' egyenestdl kiilonboz6 kozos belsd érintje a () pontban metszi az AB
szakaszt. Bizonyitsuk be, hogy a () pont helyzete fiiggetlen P megvalasztasatdl!

Megoldas. A kovetkezd dbra jeloléseit fogjuk hasznalni:

C Az egyszertiség kedvéért feltehetd, hogy
AB = BC = CA = 2. Ekkor a hiromszog
magassagai /3 hossziak.

Ha F az AB szakasz felezGpontja, ak-
kor az FP =p, CP = q jelolésekkel Pi-
tagorasz tétele alapjan ¢ = 3 + p?, illetve
p*=q¢* —3.

Feltehetjiik tovabbda a C'F' egyenesre vonat-
koz6 szimmetria alapjdn, hogy 0 < p < 1.

Az APC haromszogbdl az érintGszaka-
szok hosszara vonatkoz6 Osszefiiggés alap-

3 _
jan ATy = y, hasonléan a BCP
3-p—q

3 .

haromszogbdl BT, =

Osszefiiggéseinkbsl 1115 =2 — ATy — BT, = q — 1.

Mivel QT = @Dy, hiszen a k; korhoz huzott érintészakaszok, ugyanigy PT) = PE|, ezért
a QT = u jeloléssel

(*) QI =QD =u=T\T, - QT = q—1—-QT>.

PT, = PFE, a k; korhoz hizott érintdszakaszok, igy

3 _p— —p—1
PTy = PE,=PB—Blh=1—p— g ¢_49-p— "7

2

A k1 és k, korhoz huzott érintdszakaszok egyenld hossza miatt DD, = F\E, és
QT> = QD», igy

(k) u=q—1—QT, alapjan w=q—1—-QD,, azaz

(%) u=q—1—(u+ E1E,;), tehit 2u=gq—1— EE,.

De F\E, = PEy — PE, = PE, — P15, ezért PE, = P1 alapjan

—p—1
E\E,=PT, -~ 1°P— "

Igy pedig 2u = ¢ — 1 — E|E, szerint

—p—1
2u:q—1—Pﬂ+E—g——, ahol PT =1+p—

3+p—q:p+q—1
2 2 '



p+q—1+q—p—1 qg—p—1

Ekkor pedig 2u =q¢ — 1 — =qg—p—1,azaz u =

2 2
—-p—1
Ha pedigu:%, akkor
3 — —p—1
AQ=AT) +u = +P 4,4°P =1,

2 2
ami azt jelenti, hogy @ P-t0l fiiggetleniil az AB oldal F' felezGpontja.

Osszesen: 7 pont

A 3. feladat altalanositasa

Feladat. Egy ABC haromszog AB oldaldnak belsé pontja P, az AC'P és BC'P haromszo-
gek beirt kore ki és k. A ky és ky korok CP-t8l kiilonb6z8 e kdzos belsd érintGje az AB
oldalt a ) pontban metszi.

Bizonyitsuk be, hogy () nem fiigg a P helyzetétdl!

Megoldas. Kiszdmoljuk A() hosszit.

Bevezetjiik a kovetkez§ jeloléseket: s(ABC) jeloli az ABC haromszog félkeriiletét, tovabba
s =38(ABC), sy = s(APC), s, = s(BCP), s3 = s(PMQ), ahol M a C'P és e metszés-
pontja, 71 és T pedig a beirt korok érintési pontjai AB-n.

Felhaszndljuk a kovetkezd ismert 6sszefiiggéseket:

(x) Haegy XY Z haromszég XY oldaldhoz hozzéirt kore a ZX oldal meghosszabbitdsat
W-ben érinti, akkor ZW = s(XY 7).

(xx) Ha egy XY Z hdromszog beirt kore az XY oldalt W-ben érinti, akkor XW =
sS(XYZ)-YZ

S
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A T, /Q P D B

Vegyiik észre, hogy 11Q = P15, hiszen (x)-ot kétszer alkalmazva az M QP haromszogre:
TiP = QT, = s3, innen a kozos QP szakaszt levonva kovetkezik az allitas.

Végiil egyszerli szdmolassal:
AQ =AT\+T\Q = AT, + P1, =(xx) S1 —CP+s—-CB=s1+s—-CP—-(CB=s—-CB,

ami valéban nem fiigg a P megvélasztdsatol.



