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Megoldasok és javitasi atmutato

1. 2008 darab pozitiv egész szam szorzata egyenlé az Osszegiikkel. Koziilikk a legkisebb
k-szor fordul el§ az elGallitasban. Igazoljuk, hogy 1996 < k < 2006.

Megoldas. Feltehetjiik, hogy 1 < 21 < 25 S ... < my003 @ szdmok nagysdg szerinti sor-

rendje, ahol x| - x5 - ... Tooog = T1 + T2 + . .. + T2 teljesiil. Feltételeink alapjan ekkor
T T T
(*) Ty Xy ... To07 = ! + 2 + ...+ 2007+1§2008.
T2008 2008 2008

Az x1 (legkisebb) szdm értéke igy csak 1 lehet, mert 2y = 2 esetén

22007 é T -T2 ... 2207 é 2008
nem teljesiil.
Ha most az 1-esek szdma (x; = 1) k, akkor (x) alapjan xgy| - Tgso ... T207 = 2008, ahol
Ty 2 2.
gy @pp1 - Thgn - ... - o007 = 227K ezért 2207k <2008 < 2.

A 2 hatvanyainak szigord monotonitdsa miatt 2007 — k < 11, azaz 1996 < k, amit bizonyi-
tani akartunk.

Masrészt k értéke nyilvanvaléan nem lehet 2008, sem pedig 2007, mert az eredeti egyenlet
alapjén 1 75 2008, illetve T2008 75 2007 + L2008 -

k értéke viszont mar 2006 lehet, hiszen ekkor az 2007 - 2008 = 2006 + 2007 + 2008 €gyenlet
alapjan
T2007 + 2006

2008 =
To007 — 1

A kapott egyenletnek pedig van a feltételeknek megfelel6 megoldasa. Példaul xyp07 = 2,
2008 — 2008.

Tehdt valdban igaz, hogy k& < 2006.

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont



2. Egy konvex négyszog kozépvonalai a szemben lev6 oldalak felez&pontjait sszekotd sza-
kaszok. Az ABCD konvex négyszogr6l tudjuk, hogy teriilete megegyezik kozépvonalai
hosszanak szorzatdval.

Bizonyitsuk be, hogy ekkor AC' = BD, vagyis, hogy a négyszog atléi egyforma hosszuak!
Van-e a téglalapokon kiviil mds olyan négyszog, ami ilyen tulajdonsidgu, azaz olyan, hogy
teriilete megegyezik kézépvonalai hosszdnak szorzatdval?

Megoldas.

EH és FG parhuzamosak AC-vel és fele olyan hossziak. Tehat
EFGH paralelogramma, aminek oldalai hossza a négyszog atléinak
fele.

1
Tovabba Tryp = ZTACD, Tra = ZTACB’ amibdl az kovetkezik,

hogy az dbrdn besatirozott rész a négyszog teriiletének negyede.

EbbSl kovetkezben EFGH paralelogramma teriillete a négy-

1
sz0g teriiletének fele. (Hiszen hasonléan Tygpp = 1 Tip N

ANTcug = 1 TepB.)

Egy paralelogramma teriilete nem nagyobb atl6i szorzatdnak felénél, egyenl&ség csak akkor
van, ha az atlok mer6legesek, vagyis a paralelogramma rombusz.

Vagyis a négyszog teriilete csak akkor lehet egyenl6 kozépvonalai szorzatdval, ha azok me-
rélegesek, és ebbdl kovetkezéen EH = HG, vagyis AC = BD, amit bizonyitani kellett.

A téglalapon kiviil barmilyen olyan konvex négyszog is rendelkezik ezzel a tulajdonsédggal,
aminek 4tléi egyenld hossziak, vagyis pl. az egyenld szdrd trapézra is igaz, hogy teriilete
megegyezik kozépvonalai hosszanak szorzatdval.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

3. Egy szabalyos n-szog csicsaihoz tetszéleges médon a ,,—” vagy a ,,+ eldjelet rendeljiik
hozza. Egy 1épésben barmely hdrom szomszédos csiucs eldjelét megvaltoztatjuk.

a) Igazoljuk, hogy n = 2008 esetén barmely kezdGhelyzetbdl indulva elérhetS, hogy mind-
egyik csucs elgjele ,,4 legyen.

b) Bizonyitsuk be, hogy n = 2007 esetén van olyan kiindulési helyzet, amelybdl az adott 1é-
pés tobbszori alkalmazasaval soha nem érhetd el, hogy mindegyik csucs elgjele ,,4 legyen.

Megoldas. a) Legyenek a csucsok rendre 1, 2, 3, ..., 2008 jeliek! Haladjunk végig az
(1;2;3), (2;3;4), (3;4;5), ..., (2006;2007;2008) cstiicsharmasokon aszerint, hogy a szdm-
harmasok elsd tagja pozitiv vagy negativ elGjelti-e egy-egy 1é€pés megtétele elott.

Ha 1,4 elgjeld, akkor a (2;3;4) szdmharmassal folytatjuk, ha pedig 1 ,,— elgjeld, akkor
megviltoztatjuk az (1;2;3) csdcshdarmas elGjelét.

Eljarasunkat a (2;3;4) csicsharmassal folytatva, és a (2006;2007;2008) csticshdarmassal be-
fejezve elérhetjiik, hogy az els6 2006 darab csics mindegyikének elbjele ,,+ legyen.



— Ha a maradék két csucs koziil mindkettd elgjele ,,+, akkor készen vagyunk. 1 pont

— Ha a maradék két cstics koziil pontosan egy ,,—” el§jeld, akkor a tobbi 2007 darab csticsot
harmaséval tagolva mindegyik cstics eldjelét negativra valtoztathatjuk.

Ha pedig mar mindegyik cstcs ,,—” elgjelli, akkor minden megengedett szimharmas eljelét
pontosan egyszer megvaltoztatva mind a 2008 darab cstcs elgjele ,,+” lesz, hiszen minden
csdics hdrom hdrmasban szerepel, tehat hdromszor véltunk el&jelet. 1 pont

— Ha pedig a maradék két csics koziil mindkettd ,,— el§jelti, akkor egy, az azokat tartal-
maz6 szamharmas eldjeleinek megvaltoztatasaval az el6z6 esethez jutunk, amit pedig mar
megoldottunk. 1 pont

b) Ha a csticsok rendre 1, 2, 3, ..., 2007 jeldek, akkor (példdul) ha az 1 jeld csics ,,—”, az
0sszes tobbi pedig ,,+”, nem lehet elérni azt, hogy mindegyik cstcs ,,+” legyen.

Allitasunkat indirekt médon igazoljuk.
Tegyiik fel, hogy elérhet6 a kivant elrendezés.

Ekkor az egyes, megengedett 1épést az Osszes lehetséges
(1;2:3), (2;3;4), ..., (2005;2006;2007), (2006;2007;1), (2007;1;2)

szdmhdrmason rendre x-szer, x,-Sz01, ..., Tyoo7-szer végrehajtva z; (1 = 1,2,...,2007) jel-
véltdsainak szdmdra a kovetkezd Osszefiiggések adddnak:

1=1 (2006):  x2006 + T2007 + =1 =pl (paratlan szdm) 1 elGjele alapjan

1=2 (2007):  xp007+ 1 + 2 =p (paros szam) 2 elGjele alapjan

1=3 1): =z + 2 + 23 =p 3 elgjele alapjan

1=4 2y x> 4+ 23 + 24 =D 4 elgjele alapjan

1=15 3): z3 + x4 + 5 =P 5 eldjele alapjan

1 =2006 (2004): x2004 + T2005 + T2006 = P 2006 elgjele alapjan

1 =2007 (2005): 2005 + T2006 + T2007 = P 2007 elgjele alapjan
Osszefiiggéseink alapjén
(1) — (2) szerint . — T4 =P
(4) — (5) szerint Ty — T7 =P
(7) — (8) szerint r7 — Ty =P
(2002) — (2003) szerint L2002 — 2005 = P- 1 pont
Az utébb kapott osszefiiggések megfeleld oldalainak 6sszegzésével x1 — 005 = p adddik. 1 pont

Viszont (2006) — (2005) alapjan z; — 22005 = pl — p, ami pératlan értékd, ez pedig ellent-
mondds, tehat az adott kiinduldsi helyzetbdl valéban nem érhetd el a véghelyzet. 2 pont

Osszesen: 7 pont



