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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az ABC szabdlyos haromszog oldaldnak hossza 10 egység. Az AB oldal egyenese f.
A (' cstcson keresztill olyan e egyenest hiztunk, ami a haromszogon kiviil halad. Ezutdn
megrajzoltuk az abran lathaté médon a k; és k, koroket, amelyek érintik az e és f egyene-
seket, tovabba a haromszog egy-egy oldalat kiviilrdl.
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Jelolje a korok sugardnak hosszat ry és rp. Bizonyitsuk be, hogy az r; + r, Osszeg értéke
nem fiigg az e egyenes helyzetétdl, és hatdrozzuk meg ezt az értéket!

Megoldas. Jeloljiik meg az érintési pontokat és a korok kozéppontjat, tovabba vezessiik be
az 4bran lathat6 jeloléseket:

P A B S

Kiils6 pontbdl a korhoz hizhaté érintdszakaszok egyenlSk, tehat igazak a kovetkezok:

AP = AQ, CQ =CR, BS =BT, CU =CT. 1 pont
Az érint6korok kozéppontjai rajta vannak ABC megfelel§ kiillsé szogfelezbin, ezért az

O,PA é O,BS derékszogli haromszogek A-ndl, illetve B-nél fekvd belsd szoge 60°. 1 pont
Innen PA = ~L & SB= "2 1 pont
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A fent megallapitott egyenldségeket hasznalva:

RC=CQ=10-QA=10— AP = 10— ~L

V3
és ,
UC=CT=10-TB=10-SB=10— —. 1 pont
/3 P
Innen RU-RC’—FCU—ZO—TlJrT2 1 pont
N
Végiil felhaszndljuk, hogy a k; és k, korok kozos kiilsé érint6szakaszai egyenldk, vagyis
RU = PS. Ebbdl
T+ 12 T+ T
20 — =RU=PS=AB+PA+BS=10+
V3 V3
kovetkezik. 1 pont
£ L+
Atrendezve az egyenletet: 10 =2 - N ahonnan 7| + 7, = 5- /3. 1 pont

Azt kaptuk tehdt, hogy a két sugdr hosszdnak 6sszege a szabdlyos hdromszog magassdganak
hosszaval egyezik meg.

Osszesen: 7 pont

2. Az x, 3, z valés szdmokra x +y + 2z = 9 és x> + y* + 2% = 33 teljesiil. Mely (z;v; 2)
szamharmas esetén lesz az yz szorzat értéke minimalis?

Megoldas. Az x+y+ z =9 feltétel alapjén (y + z)* = (9 — z)%, azaz y* + 2> + 2yz =
=z° — 18z + 81.

A misodik feltétel szerint pedig > + 2° = 33 — 2.

A két osszefiiggés alapjan 33 — 2?4+ 2yz = 2> — 182 + 81, ahonnan rendezés utdn
yz = x> — 9z + 24. 2 pont
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Teljes négyzetté alakitdssal yz = (m - 5) + —.
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A kapott alak alapjdn minimum lehet, ha z = 7 ekkor yz minimuma e 1 pont
a::g esetén y + z = < és yz—i—zz:ﬂ.
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Azy+z==, > +2* = T egyenletrendszer megoldasa

2
_9+421 9F+/21

z2=—. 2 pont
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A megfelel§ (x;y; z) szamharmasok igy

<2'9+\/ﬁ.9—\/ﬂ>

(2_9—\/ﬁ.9+\/ﬂ>

2 pont

Osszesen: 7 pont

2’ 4 4 2’ 4 4
(1 pont) (1 pont)
3. Az {1;2;3;...;20} halmazbdl dgy vélasztunk ki maximélis szdmu elemet, hogy a kiva-

lasztott szdmok koziil barmelyik kettének a szorzata mds-mds szdmjegyre végz&djon.

Hanyféle vélasztas lehetséges?

Megoldas. Legyen a maximadlisan kivdlaszthaté szamok szdma n. El&szor azt latjuk be,
hogy n < 5.

Ha ugyanis n = 5, akkor a megfelel6 szorzatok szdma legaldbb (;) = 10, igy pedig lenne
0-ra végz6d6 szorzat is. Ami azt jelenti, hogy a vélasztott szdmok egyike O-ra vagy 5-re
végzddik. Ez pedig lehetetlen, mert ekkor a szorzatok utolsé szdmjegye kozott legalabb két
azonos lesz, hiszen a tobbi vdlaszthaté szam koziil legalabb kettd azonos paritast.

Az el6z8 gondolatmenet alapjan n = 4 esetén sem lehet a vélasztott szamok végzddése 0
vagy 5, de ezeket a végzddéseket kizdrva mdr ki lehet vdlasztani 4 megfelel6 szdmot.

Ha pedig n = 4, akkor az utolsé szdmjegyek csak az {1;2;3;4;6;7;8;9} halmaz elemei
lehetnek.

Most belatjuk, hogy az iménti halmazbdl csak gy vélaszthaté ki megfeleld médon 4 darab
szam, ha koziilik pontosan egy darab péros.

Legyenek a viélasztott szamok végzddései a, b, ¢, d, ahol a,b,c,d € {1;2;3;4;6;7;8;9}.
A lehetséges szorzatok utolsé szdmjegye az ab, ac, ad, be, bd, cd szorzatok végzdése.

Amennyiben a, b, ¢, d koziil legalabb ketté paros szam, akkor példaul a és b paros volta
esetén ab, ac, ad, bc, bd paros szam, ami lehetetlen, mert az adott halmazban csak 4 darab
paros szdm van.

Tehdt n =4 esetén a valasztott szdmok kozott pontosan 1 darab paros szdm és 3 darab
paratlan szam lehet, hiszen mind a négy valasztott szim nem lehet paratlan (1-3 és 9.7
is 3-ra végzddik).

A vialaszthat6 4 darab szdm ko6zott nyilvanvaléan nem lehet két azonos végz&désti szam.

Igy pedig az {1;2;3;4;6;7;8;9} halmazbél — csak az utolsé szamjegyeket tekintve —
4 - 4 = 16-féleképpen lehet vélasztani.

Mind a 16-féle valasztds megfeleld is.

Ezek a kovetkezdk:
1;3;7;2),

) 1;3;7;6
153;9;2),
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1;3;9;6
1;7:9;6
3;7;9;6
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1;3;9;8
1;7;9;8
3;7;9;8
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3;7;9;2),
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Az eredeti halmazbél ezek alapjan 16 - 2* = 256-féle médon valaszthatjuk ki a szamokat,
hiszen barmely megfeleld végzddésti szambol pontosan két darab van. 1 pont

Osszesen: 7 pont



