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Megoldasok és javitasi atmutaté

1. Az ABCD téglalap BC oldala 2 egység hosszisagu. Jelolje a BC' oldal felez6pontjat G,
a CD oldal C csicshoz kozelebbi harmadolé pontjat E. Mekkora az AB oldal, ha az FAG
szog 30°?

D 2x E z C Megoldas. Ha EC =z és EG =y, akkor az AED és
GCE derékszogl haromszogekbdl a Pitagorasz-tétel alap-
jan:

1
Y AE? = (2z)2 4+ 22 = 4(2® + 1%) = (2y),
2 2y G tehit AFE = 2y. Mivel az EAG szdg 30°, ebbdl az ko-

vetkezik, hogy ha az E-nek az AG egyenesre vonatkozd
tilkkorképe Ej, akkor az AFE|FE hiaromszog szabdlyos és
y= EG = GE,.Igy EE, =2y = EG+ GE,, tehit G az
EE, felez6pontja, hiszen a hdromszog egyenlStlenség mi-
A B att G-nek az EFE)-re kell illeszkednie. Ezért AG = /3.

Tehat az ABG derékszogli haromszogbdl a Pitagorasz-tétel alapjan: (\/gy)2 = (335)2 + 12,
de lattuk, hogy y> = 2 + 1. EzekbGl mar egyszertien megkapjuk, hogy AB = 3z = V3.

2. Egy hdromszog oldalai a szokdsos jelolésekkel a, b és c, a veliik szemkozti szogek rendre

a, f és v. Mekkordk lehetnek a haromszog szogei, ha tudjuk, hogy a 3 kétszerese az o szog-

b
nek és az oldalak kozott fenndll az + -+ c_? + -+ ¢ Osszefiiggés?
b ¢ a ¢ a b

Megoldas. Redukaljunk nulldra és szorozzuk végig az egyenldséget abe-vel! Ekkor a

b —be+ad*c—act +bva—d*b=0
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egyenlGséghez jutunk. Alakitsuk szorzattd a baloldali kifejezést!
b —be+ale —act + b%a — a’b = c(bc — b* + a® — ac) — ab(a — b) =
= c[(a —b)(a+b) — c(a —b)] —abla —b) = (afb)(coﬁ—cbfc2 —ab) =
=(a—b)(b—c)(c—a)=0.

Ez az egyenlGség pontosan akkor all fenn, ha a = b vagy b = ¢ vagy ¢ = a. Mivel § = 2aq,
igy a # b, tehdt vagy b = ¢, vagy ¢ = a.

Ha b = ¢, akkor v = 8 = 2a, igy a+ 8+ = 5a = 180°, amib8l o = 36°. Tehdt vy = 8 =
=72°.
Ha ¢ = a, akkor v = q, igy a + 8+ v = 4a = 180°, amibsl v = a = 45° és 5 = 90°.

s

Konnyen ellendrizhetd, hogy a haromszog oldalaira eldirt feltétel mindkét esetben teljesiil,
tehat valéban megolddsokat kaptunk.

Py

3. Pisti a kovetkezd jatékot jatssza. El6szor felir a tablara egy pozitiv egész szamot. Ezutdn
minden 1é€pésben letorli a tdblan levd szamot, s helyette, ha paros volt, akkor a szam felét,
ha pératlan volt, akkor a néla 7-tel nagyobb szdmot irja fel. Jeloljikk A-val, B-vel, illetve
C-vel azon pozitiv egész szdmok halmazat, melyekbdl kiindulva Pisti megkaphatja az 1, 3,
illetve 7 szamokat (a jatékot utdna is folytatja, miutan ezek valamelyikét megkapta).

a) Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész szdm az A, B, C' halmazok koziil pontosan
az egyiknek eleme.

b) Héany 1000000-nél kisebb eleme van A-nak, B-nek, illetve C-nek?
Megoldas. Definidljuk az aldbbi halmazokat:

A’ := {7-tel osztva 1 vagy 2 vagy 4 maradékot adé pozitiv egész szamok},
B’ := {7-tel osztva 3 vagy 5 vagy 6 maradékot ad6 pozitiv egész szdmok},

C' := {7-tel osztva 0 maradékot adé pozitiv egész szdmok}.

Nyilvanval6, hogy minden pozitiv egész szam e harom halmaz koziil pontosan az egyiknek
eleme. Mind a harom halmaz zart a feladatban szerepld két miiveletre, hiszen egy szam és
a ndla 7-tel nagyobb szdm 7-tel osztva ugyanazt adja maradékul, masrészt egy A’-beli paros
szdm 14-es maradéka 2 vagy 4 vagy 8, ilyennek a fele is A’-beli, egy B’-beli paros szam
14-es maradéka 6 vagy 10 vagy 12, ilyennek a fele is B’-beli és végiil egy C’-beli paros
szam 14-es maradéka 0, ilyennek a fele is C'-beli. Ebbdl latjuk, hogy A= A’, B=B’,
Cc=cC.

Tehat minden pozitiv egész szdm az A, B, C' halmazok koziil pontosan az egyiknek eleme.

Az 1000000-ndl kisebb szdmok koziil 428571 van A-ban, ugyanennyi B-ben és 142857
C-ben.
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