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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Hatdrozzuk meg azokat a négyzetszamokat, amelyekre igaz, hogy ha felcseréljilkk két
utolsé szamjegyiiket, tovdbbra is négyzetszdmot kapunk!

Megoldas. Egy négyzetszam utolsé szamjegye 0, 1, 4, 5, 6 vagy 9 lehet.

Ha az utolsé szdmjegy 0, akkor az eredeti szim 10k; k € N alaki. Egy ilyen szdm négyzete
oszthatd szdzzal, tehdt minden (IOk)z; k € N négyzetszdm megoldas.

Ha az utolsé szamjegy 5, az eredeti szdam 10k + 5; k € N alaki, ennek négyzete pedig
100! + 25; | € N alakd, de ebben az esetben az utolsé két szamjegy megforditasa 52-re vég-
z6d6 szdmot ad és ez nem lehet négyzetszam.

Tehat a megfelelé négyzetszamok utolsé jegye 1, 4, 6 vagy 9 lehet.

Ha az utols6 két szamjegy kiilonb6z6, akkor a (14;41), (16;61), (19;91), (46;64), (49;94),
(69;96) végzddésparok johetnek szdba.

Mivel egy négyzetszdm 4-gyel osztva 0 vagy 1 maradékot ad, ezért csak a (16;61), (69;96)

végzb6désparok maradnak.

Tekintettel arra, hogy 512 —50% =101, ezért ha az utolsé két szamjegy kiilonbozs,
az 50-nél nagyobb szdmok négyzete mar a szdzas helyiértéken is kiilonbozik, igy elegendd
az 50 alatti szamok négyzetében keresni a megfeleld végzdésparokat, s6t mivel (50 — k)2
és k? ugyanigy végzddik, ezért elegend a 25 alatti szdmok négyzetét vizsgalni.

Ezek koziil csak a 132 = 169 és a 14% = 196 felel meg a feltételeknek.

Ha az utols6 két szamjegy azonos, akkor a 4-gyel val6 oszthatésagot vizsgalva, csak a 44-re
végz6d6 négyzetszamok johetnek szdba.

A végzddéseket vizsgédlva megéllapithatjuk, hogy a 12, 62, 38, 88 végzddésli szamok négy-
zete végzodik 44-re.

Tehdt a feladatnak megolddsi még az (50k + 12)2; k € N alaki négyzetszamok.
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Osszesen: 7 pont



2. Az AFE hegyesszogli haromszog ED és F'B magassdgvonalai a C' pontban metszik
egymast. Az M, N, P, Q pontok rendre az F'C, EC, AE, AF szakaszok felezGpontjai.
Bizonyitsuk be, hogy M N PQ téglalap.

Megoldas.

Mivel M, N, P, @ felezési pontok, az M N, NP,
PQ, QM szakaszok rendre a CFE, CAE, AFE

és AFC haromszogek kdzépvonalai. 2 pont
Ezért M N és 1/2F E, valamint PQ és 1/2F E pér-
huzamos és egyenlé egymassal. 1 pont
Tehat M N parhuzamos és egyenld P(Q-val, tehat
M N PQ paralelogramma. 1 pont
Mivel C' magassagpont, EF és az AC magassag-
vonal mer6legesek egymasra, 1 pont
és M N parhuzamos F'E-vel, és QM parhuzamos
AC-val, igy M N merdleges QM -re, 1 pont
tehat M N PQ téglalap. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Az x, y, z valés szdmokra z + y + 2z = 5 és xy + yz + zx = 8 teljesiil. Igazoljuk, hogy
7
z, y, z barmelyikének értéke legaldbb 1, de legfeljebb 3

Megoldas. Az elsd egyenletbSl z =5 — (y + 2), ezt a mésikba irva (5— (y+2))(y+2) +
+ yz = 8. Rendezziik a kapott dsszefiiggést:

5-(y+2)(y+z) +yz=38
S5y+5z—y*— 2 —2yz+yz=28
vV +y(z—5)+22-52+8=0. 2 pont
A kapott egyenletet y-ban masodfokd paraméteres egyenletnek tekintjiikk, és megvizsgaljuk,

milyen feltételt szab z-re az, hogy a diszkrimindns nem lehet negativ (hiszen feltettiik, hogy
létezik x, y és 2). 2 pont

D(z)=(2—5)—4(z*=52+8) =0

7
—322 4102 -7 =-3(z—1) (z—3> > 0. 1 pont
A lefele nyilé parabola a két zérushelye kozott nemnegativ, vagyis valéban 1 < z < 3
6

Az indoklds z-re és y-ra pontosan ugyanigy elmondhatd, tehdt mindhdrom valtozé a meg-
adott korlatok kozé esik. 1 pont

Végiil megmutatjuk, hogy léteznek a feltételeknek megfeleld valés szamok.



4 7
r=y=2,z=1illetve z =y = 3’ Z=3 esetén teljesiilnek az egyenl8ségek, és z felveszi

valamelyik széls6értékét. 1 pont

Osszesen: 7 pont



