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Megoldasok és javitasi utmutato

1. Az A, B, C szabalyos haromszog korulirt kérének sugara 1. Legyen a koroliredyy
P pontjanak azA, B, C csucsokrol mért tavolsaga rendige b és ¢! Hatarozza megibe
maximumat, haP befutja a kordlirt kort!

C Megoldas. Bebizonyitjuk, hogy az abc akkor veszi fel a ma-
ximalis értékét, amikor P éppen valamelyik cstccsal szemkozt
van a korulirt kéron. Vilagos, hogy ekkor a kérdéses szorzat
értéke 2. HaP valamelyik csuccsal egybeesik, akkalic = 0,

a tovabbiakban ezzel az esettel nem foglalkozunk. Minden mas
pont a kordlirt kor két szomszédos csucs kdzotti ivén talalhato.
Belatjuk, hogy a szorzat éppen az ivfd@ezontnal maximalis.
Tegytk fel, hogyP az A és B cslcsok kdzotti iven van. Az vi-
lagos, hogye éppen aC-vel szemkdzti pontnal maximalis. Elég
tehat ugyanezt belatnib-rol is.

Megmutatjuk, hogy aP AB haromszog terllete egyenesen aranybsel. Ekkor nyilvan-
valo, hogy a roégzitetd B oldal miatt a hozza tartoz6 magassag akkor maximalisP ez
ivfelezd pont. LegyenA memleges vetilete @B egyenesrel’! Ekkor AT P egy derék-
sz8gl haromszog, melybefi-nél van a derékszog és az atfogéjanak hosszBla a kor
kdzéppontjaD, akkor azOAP ésOBP egyenbszarli haromszégek cslcsszogeinek 6sszege
az AOB sz6g, amelynek a nagysaga 12{@yy az APB szdg nagysaga is 12@Qvagy lehet
hivatkozni a kerileti szdgek tételére).

T+

Ezért APT szbg nagysaga 60 Tehat TP = 0,5a. Ekkor a Pitagorasz-tétel értelmében
AT = \f a. Igy a PAB haromszog terUIete%g ab (alapjab, magasséga? a).

Ezértab ésc is a C-vel szemkozti pontra (az B iv felezdpontjdra) maximdlis, tehat az
abe is. (Természetesen ugyanilyen tulajdonsagu a maradék két idfpeleta is.)

MegjegyzésEgy ismert feladat szerint = a + b. Igy a szamtani és mértani kozép kozotti

egyenbtlenség alapjan
b\? 3
abc < (a;— ) -c:% 2
ésa =0b=1, c =2 esetén egyedség all fenn.
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2. Megegyezik az |. kategodria 3. feladataval.



3. Van-e 14 olyan, egymas utan kovetkegozitiv egész szam, hogy a szamok mindegyike
oszthaté a 2; 3; 5; 7; 11 primek koéziil legalabb eggyel?

Megoldas. Koncentraljunk ebszor a 2-vel, 3-mal, illetve 5-tel oszthatd szamok lehetséges
elhelyezkedésére 14 szomszédos szam kodzott. Nézzik meg, hogggaak hany szamot
fedhetnek le. Belatjuk, hogy legfeljebb 11 szam fedhetvellik. 14 db szomszédos pozitiv
egész kodzll mindig pontosahdb oszthatd 2-vel.

A paros szamok elhelyezkedésére az alabbi két daslegt adott:

[2[ 2] 12| |2] [2] [2] |2] |
|12 2] f2] [2] [2] [2] |2

Most nézzik meg, hogy a 3-mal oszthaté szamok hany olyan szamotriekHe, melyek
nem oszthatok 2-vel, azaz eddig nem lettek lefedve. Ezek a szdmok hi&a@k + 1) ala-
kdak. Az ilyen alakl szamok kozil két szomszédosnak a kilénbsérei, 14 szomszédos
szam kozott vagy ket vagy harom szerepel kdzilik.

Harom darab 3-mal oszthat6 szam tehat az aldbbi médokon helyezladhe

[2[3]2] |2| |2]3[2] [2] |2]3]
[312] [2] [2[3]2] [2] [2]3]2]

Mivel 5-tel oszthaté szam legfeljebb 3 lehet a 18-Bs ezek kozil is legalabb egy paros,
ezért vagy egy, vagy kéttolyan szamot tudunk lefedni veliik, melyek a 2 t6bbszoroseivel
eddig nem lettek lefedve.

Most koncentraljunk a 3-mal, illetve 5-tel oszthaté szamokra. Aibleekben azt lattuk,
hogy a 3-mal oszthaté szamok legfeljebb harom paratlan szamot fedHetmalkg az 5-tel
oszthatok legfeljebb keit. Most belatjuk, hogy a 3-mal vagy 5-tel oszthaté szamok egyitte-
sen nem fedhetnek le 6t paratlan szamot. Ehhezdegét is az kéne, hogy a 3-mal oszthat6
szamok harom paratlan szamot fedjenek le. Ezutan a még le nem fedetkdzdatibkéne

két 5-tel oszthat6t talalni ahhoz, hogy a 3-mal, illetve 5-tel oszthaté sz&mglittesen 6t
paratlan szamot lefedhessenek. A széba fdbetel oszthaté szamok mind paratlanok, tehat
két szomszédos szdm kulénbsége 10. A harom darab 3-mal oszthatéeBrlyezkedésére
elébb vazolt két lehétség esetén viszont a legkisebb és legnagyobb le nem fedett szamok
kilonbsége csak 8, tehat ha a 3-mal oszthatdo szamok harom paratizot $f@dnek, akkor

az 5-tel oszthatok mar csak egyetlen, eddig le nem fedett szamot fekietriehat valé-

ban, a 3-mal, illetve 5-tel oszthaté szamok egyuttesen legfeljebb négy piaratan szamot
fedhetnek le. Most ott tartunk, hogy a 2-vel, 3-mal, illetve 5-tel oszthadének egylttesen
legfeljebb 7+ 4 = 11 szamot fedhetnek le. 7-tel oszthat6 legfeljebb 2 db szam lehet, melyek
kozil egyik paros, tehat ezzel csak egy Ujabb szamot fedhetini-gydl oszthatd szintén
csak 2 db lehet, és ezek koziil is legfeliebb az egyik paratlan. Ez Ujablefaglett sza-

mot jelenthet. Osszességében tehat nem fédeetbbb, mint 11+ 1+ 1 = 13 szam, vagyis
mindig lesz olyan szam a 14 szomszédos pozitiv egész szam kozott, mely mgydiemal

sem oszthat6é a 2; 3; 5; 7 és 11 szamok kozul.



