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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Legyen p egy tetszbleges természetes szam. Hatarozzuk meg az

x Yy oz
—+=+—-—=p

y z

egyenlet 0sszes nullatdl kiilonbozd és paronként relativ prim z, y, z egészekbdl all6 meg-
old4sat!

Megoldas. Egyenletiink az 2’z + v’z + 2>y = payz egyenlettel ekvivalens, mivel z, y, z
nullatdl kiillonbozd paronként relativ prim egész szamok. Ebbdl az egyenletbdl kovetkezik,
hogy yl|z’z, z|yx, x|2%y.

Mivel innen (z,y) = 1 és (z,y) = 1, ezért (x%z,y) = 1, tehat az y|a’z Osszefiiggésbdl ko-
vetkezik, hogy y = +£1 kell, hogy legyen. Hasonl6éan kapjuk, hogy 2z = +1, x = +£1.

Ha z, y és z egyez{ elgjeld, akkor egyenletiinkbdl az 1+ 1+ 1 = p, vagyis p = 3 kovetkezik.
Ha z, y, z szamok koziil kettd pozitiv és egy negativ, vagy kettd negativ és egy pozitiv
lenne, akkor egyenletiinkbdl az kovetkezne, hogy p negativ, ami ellentétben 4ll a p-re tett
kikotéssel.

Tehat ha p természetes szam, akkor az egyenletiinknek csak akkor 1étezik nullatdl kiilonbozd
és paronként relativ prim x, y, z egészekbdl all6 megoldasa, ha p = 3, és ekkor is csak
a kovetkezd két megolddsa van: x =y =2z=1¢és x =y = z = —1. Ha p # 3 természetes
szam, akkor nincs az egyenletiinknek az egész szamok korében olyan megoldésa, hogy x, y
és z nullatdl kiilonbozbek és paronként relativ primek legyenek.

2 pont

3 pont

1 pont

1 pont

Osszesen:

2. Az ABC hegyesszogli haromszog oldalai egész szam egység hossziak. A hiaromszogbe
legaldbb két olyan egyenls keriiletl téglalap is frhatd, amelyeknek két csicsa az AB oldal,
madsik két csicsa pedig a masik két oldal egy-egy pontja. Bizonyitsuk be, hogy az ABC
haromszog teriiletének kétszerese négyzetszam.

7 pont



Megoldas. Tekintsiik a kovetkezd abrat:

A P T Q B
Az abranak megfeleléen legyen AB = ¢, C'T =m, PQ =SR =z, PS=QR =1y.

Az ABC és SRC haromszogek kozéppontosan hasonléak a C' csicsra nézve, ezért

SR CEFE —
E:ﬁ’ azaz%: mm y,ahonnanx:c—%y, ahol 0 < y < m.

A beirt PQRS téglalap k keriilete ekkor

k:2(az+y):2(c—£y+y) :2Ey+2a
m m

A k keriilet értéke csak y fiiggvénye, ezért a k(y) =2 My + 2c¢ formailag elséfoku
m

fiiggvényre a |0;m] intervallumon teljesiilnie kell, hogy k(yi) = k(y2) a feladat feltételei
szerint.

Viszont egy els6foku fiiggvény szigortian monoton, ezért k(y;) = k(y,) teljesiilése lehetet-
len, ha m # c.

A k(y) figgvény tehdt nulladfokd (konstans) fiiggvény. Ekkor pedig m = ¢ és k(y) = 2c.

2
. c-m ¢
Mivel ¢ egész szam, igy az ABC héaromszog t teriilete: ¢ = R azaz 2t = ¢* valé-

ban négyzetszdm.
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Osszesen: 7 pont

3. Legyen k természetes szam. A 36k> + 268k + 2009-et szeretnénk n darab pératlan négy-
zetszdm Osszegeként felirni.

a) Bizonyitsuk be, hogy ez 2 < n < 8 esetén nem lehetséges.

b) Mutassuk meg, hogy n = 9-re mindig van megoldas.

Megoldas. a) Egy pdratlan négyzetszdm 8-cal osztva 1 maradékot ad, hiszen = € N esetén
(2¢ 4 1)> = 4a(z + 1) + 1, ahol z(z + 1) paros szam.

A 36k* + 268k +2009 osszeg a 4k(9k +67) +8-251 + 1 4talakitdsokkal 8m -+ 1 alakd, ahol
m € N, hiszen k(9% + 67) pdros szam.

Ez pedig azt jelenti, hogy az adott 6sszeg megfeleld eldallitisdhoz legalabb 9 darab paratlan
négyzetszdmra van sziikség, mert redukdlt alakban a 8-as maradékok Osszegének 1-nek kell
lennie.

1 pont

1 pont

1 pont



27z

b) k = 0 esetén egy megfelels elGéllitas a kovetkezd:

2009 =43+ 112+ 52+ 32+ 12+ 12+ 12+ 12 + 1% 1 pont

Mivel 36k> =9 - (2k)* és 2009 = 43% + 11% + 52 + 32 4+ 5 . 12, ezért probélkozhatunk a
(2k +43) + (2k 4+ 11)* + (2k + 5) + (2k +3)*+

+ R4+ 1)+ Qk+ 1)+ 2k + 1)+ 2k + 1) + 2k + 1)?

7z

eléallitassal. 1 pont

A4k(43+114+54+3+1+1+14+1+4+1) =268k Osszefiiggés alapjan a

36k% + 268k + 2009 = (2k 4+ 43)* 4+ (2k 4+ 11)* + 2k +5)* + (2k +3)* +5- (2k + 1)?

7z

eldallitds valoban megfeleld barmely k£ € N esetén, tehat 9 darab pératlan négyzetszambdl

P

eléallithaté az adott 6sszeg. 2 pont

Osszesen: 7 pont



