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Megoldasok és javitasi atmutaté

1. Adott egy k kor és rajta kiviil egy P pont. A P-bdl a k-hoz hizott érintdk érintési pontjai
Q@ és R. Q-b6l hizzunk a PR-rel parhuzamost, és metssze ez a k kort A-ban! Metssze
tovabba az AP szakasz a k kort B-ben és QB az RP-t C-ben! Igaz-e, hogy RC = C'P?

Megoldas.

A kovetkezokben felhasznaljuk az azonos ivhez tartozo keriileti szogek egyenl&ségérol, vala-
mint az érintészard keriileti szogekrdl szolé ismereteket. Legyen ARQ<( = «, ekkor
ABQ< = a. Legyen BAQ< =, ekkor BRQ< = (. Legyen RAB< =+, ekkor
RQB< = . Legyen ABR< = ¢, ekkor AQR< = &.

Legyen D egy tetszlleges pont a PR szakasz R-en tili meghosszabbitdsdn. Ekkor
ARD< = ¢, hiszen az AR hiirhoz tartozé érintSszard Keriileti sz6g. Az ARB(Q hirnégy-
szogben a szemkozti szogek Osszege 180°, ezért o + 8 + v + & = 180°. Innen adbdik, hogy
BRC< = v, hiszen az R cstcsndl ez egésziti ki 180°-ra a tobbi hdrom szoget. AQR<( és
QRC<« valtészogek, ezért QRC<t = AQR< = e¢. A QRC haromszogben két sz6g mar is-
mert: CQR< =7 és QRC< = €. Innen RCQ< = o+  adédik. A BRC' haromszogben
BRC< =7 és RCB<=a+, tehit CBR< =¢. RCB< = o+ 8 miatt BOP<t{=y+e.
PBC<« = a, hiszen ABQ <t = a-val csucsszoget alkot. A BC' P haromszoget vizsgalva koz-
vetlenill adddik, hogy CPB< = 3, hisz a mdsik két szoget mar ismerjik. PQC'< = g, hi-
szen a BQ-hoz tartozd érintdszard keriileti szog. A PQC' hiaromszogben mar két szog is-
mert, tehdt CPQ< = a. A megfelel§ szogek egyezdsége miatt RC' BA hasonld QCRA-
hoz, tovabba C PBA hasonlé CQPA-hoz.
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BC  RC lami BC CP
% = @, valamint ﬁ = @
RC - RC = BC - QC, mig a masodikbol CP - CP = BC - QC adédik. A két egyenlSség
Osszevetésébdl RC' - RC' = CP-CP, innen pedig RC' = C'P addédik, hiszen pozitiv hosszak-
ol van sz6.

A hasonlésiagok miatt: Az els6 0Osszefiiggésbdl

2. Legyen f a raciondlis szimok halmazan értelmezett, valds értékd fiiggvény. Tudjuk, hogy
tetszGleges x, y raciondlis szamokra teljesiil az

fle+y) = fl)+ fly) + 2y
egyenlGség. Adjuk meg az Osszes ilyen tulajdonsagi f fiiggvényt!

Megoldas. Ha y = z, akkor f(2z) = 2f(z) 4 2°, azaz

fan) - ZL s (10-2).

2
Tehdt ennek f(x) = % megolddsa. Visszahelyettesitéssel lathatd, hogy erre teljesiil az

flx+y) = f(x)+ f(y) + vy egyenldség is.
2
Legyen: g(z) = f(z) — 5. Ekkor g(z +) = g(z) + 9(y).

Ha z = y = 0, akkor azt kapjuk, hogy ¢(0) = 0. Ha y = x, akkor g(2z) = 2g(x) és ezutdn
pl. teljes indukci6val azt kapjuk, hogy g(nx) = ng(x) barmely n természetes szdmra. Ha
y = —x, akkor felhaszndlva, hogy ¢g(0) =0, g(—x) = —g(x) és igy barmely k egész szdmra
g(kx) = kg(z). Legyenek most p és ¢ egész szdmok (q # 0)! Ekkor

g(@) =y (q- 2) =4qy G) azaz g <§> = ég(ﬂc)
o55) o)) v

Tehdt barmely r és x raciondlis szamra: g(rz) = rg(x). Végiil r helyett x-et és = helyett
l-et irva azt kapjuk, hogy g(x) = g(1) - z, tehdt csak
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2

s =5+ (1 -3)

lehet és egyszerden lathatd, hogy erre teljesiil is az eredeti egyenlet.
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3. Rogzitett k = 2 egész szdm esetén azt mondjuk, hogy az n pozitiv egész szdm k-felbomld,
ha létezik olyan p primszdm és a nem negativ egész szdm, hogy:

n:p—i—ak.

Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan n pozitiv egész szam létezik, mely egyetlen
2 < k <2012 egész szdmra sem k-felbomld!

Megoldas. Legyen N = 2012! és jeloljikk a 2 < k < 2012 egyenlStlenségnek eleget tevs
k pozitiv egész szdmok halmazat K-val!

Bebizonyitjuk, hogy végtelen sok olyan 1-nél nagyobb b egész szdm van, melyre ha k € K,
akkor b nem k-felbomlé. Tegyiik fel, hogy valamely b >1-re b k-felboml6 valamely rog-
zitett k-ra (k € K). Ekkor van olyan p primszam €s a nem negativ egész szam, hogy:

k
bN:p—b—ak, azaz p:bN—ak:(b%> —a”.

Tehét ismert azonossag alapjan:

p= (bN/k: o G) (b(k—l)N/k: + b(k—Z)N/k:a o+ bN/kak:—Z + Gk_l).

Itt a masodik tényez6 > 1, mert b > 1. Ezért - 1, azaz a = b /K _ 1. Bzt az el6z6be
beirva azt kapjuk, hogy

ahol Qy(z) = gk DN/k | (k=2)N/k (IN/lci 1) o VE (IN/lci 1)k72+ (IN/lci l)kfl
egy egész egyiitthatés polinom, és Qr(x) > 1, ha x > 1. Tehat végtelen sok olyan b-t kell
keresniink, hogy ha akkor Qx(b) ne legyen primszam.

Legyen minden k € K esetén a p; primszdm a Q(2) egy osztGja (ilyen van, mert
Qr(2) > 1) és vezessiik be az m = py - p3 - ... - pyo12 jelolést! Ezutdn minden k € K esetén
vélasszuk gy a t;, pozitiv egész szdmot, hogy ha x > tj, akkor teljesiiljon a Qr(mz +2) >
> pi egyenlGtlenség (ilyen tp létezik, hiszen Qi(xz) egy olyan nem konstans polinom,
amelyben a legmagasabb fokd tag egyiitthatéja pozitiv). Végiil jeloljikk a max (t,, .. ., tx012)
szamot T-vel!

Igy, ha t > T egész szdm, akkor barmely k € K esetén Qy(mt + 2) oszthaté lesz pj-val,
hiszen a py és az m definicidjabdl kovetkezik, hogy Qr(mt +2) és Qr(2) pg-val osztva
ugyanazt a maradékot adjadk és Qx(2) oszthatd pg-val, mdsrészt t;, megvélasztidsa miatt
pr-ndl nagyobb.

Igy Qg (mt +2) nem primszam.

Nyilvdnvald, hogy végtelen sok ¢ > T egész szam van. Tehat ezekre b = mt + 2 esetén
Qr(b) nem primszdm, ha k € K.
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