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Megoldasok és javitasi utmutaté

1. Adott keriiletd haromszogek koziil vizsgaljuk azt, amelyiknél a haromszog beirt koron
kiviili részének teriilete maximalis. Mekkora a beirt kor sugara?

Megoldas. Jelolje o a beirt kor sugardt és 2s a haromszog keriiletét! Ekkor a haromszog
beirt koron kiviili részének teriilete:
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Egyenl6ség akkor 4ll fenn, ha o = 2i Legyenek a haromszog oldalai:
i
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Ekkor a haromszog keriilete 2s és

2= 2 s(s—a)(s—Db)(s—c) s*(1—d*) s?
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Tehat a beirt kor sugara: o = o
7T

2. Legyenek a és b pératlan pozitiv egész szamok, melyek relativ primek, azaz (a,b) = 1.
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Bizonyitsa be, hogy az A = a>  —b°

van.

szamnak legalabb 2008 db kiilonb6z6 primosztdja

Megoldas. Alakitsuk szorzattd a fenti kifejezést.

A=(a+b) - (@+8) - (a® +07) - (a® +0%) ... (@@ +67) - (a—b).

Egy pératlan szam négyzete 4-gyel osztva 1-et ad maradékul, ugyanez igaz paratlan szam
tetszOleges paros hatvanydra is. Két ilyen hatvany Osszege tehat 4-gyel osztva 2-t ad ma-
radékul, azaz nem oszthaté 4-gyel. Ezért az iménti szorzat kozépsé 2007 db tényezdjének
mindegyike rendelkezik paratlan primosztéval. Tegyiik fel, hogy ezek koziil valamely két
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tényez6nek van kozos pdratlan primosztdja. Legyen tehét p pératlan prim, és p | a® +0v7,



valamint p | o + v valamely 1 < k < [ < 2007 szdmokra. Az elsd oszthat6sdagbol kozvet-
leniil ad6dik, hogy p | MMM oL D | PRI - végiil p | a* — b Innen

p ‘ azl +b2l +a2[ . bzl7

tehdt p | 2 - azl, amibdl p | a, tehét p | bzl, igy p | b. Ezzel ellentmondésra jutottunk, hiszen
(a,b) = 1, ezért nem lehet k6zos primosztéjuk. Mivel 2007 db tényezd koziil semelyik ketts-
nek nem lehet kozos paratlan primosztéja, ezért a skatulyaelv miatt legalabb 2007 db kiilon-
bdz6 pdratlan primosztéjuk kell legyen dsszesen. Ezen kiviil minden tényez6 oszthatd 2-vel,
igy Osszesen legaldbb 2008 kiilonbdz6 primosztéhoz jutunk.

3. Nevezziik egy konvex mn-szog harom szomszédos csucsa altal meghatarozott (n db) ha-
romszoget sarokharomszognek. Adjunk példat olyan konvex 2008-szdgre, melyben a csicsok
altal meghatarozott 6sszes haromszog koziil a 2008 db legkisebb teriiletli haromszogbdl leg-
feljebb 63 db sarokhdromszog van.

1. megoldas. Rogrzitsiink egy derékszogii koordindtarendszert. Legyen a 2008-szogiink elsd
2007 db csticsa az (n,n*) koordindtdjii pontokkal meghatdrozva. (n = 0...2006), a 2008-ik

1
csics koordinatai pedig legyenek (O, 1004) Az igy kapott sokszog valéban konvex, hi-

szen az els6 2007 csics egy konvex parabolaiven helyezkedik el. A parabolaiven 1évé csi-
csok daltal meghatdrozott minden egyes sarokhdromszog teriilete 1 egységnyi. Ez kdnnyen
belathaté a megfeleld trapézok teriiletébdl. Tekintsiik ugyanis azt a haromszoget, melynek
csticsai: (n,n%); (n+ 1, (n+1)%); (n +2,(n +2)*). Ennek a teriilete

5 o M+’ (n+ 1)+ (n+2)°
(n® +(n+2)7) — 5 - 5 =1

Azt kaptuk tehdt, hogy a vizsgdlt 2008-szdgnek 2005 db sarokhdromszoge 1 teriiletd. Vizs-
1
gdljuk most azokat a hdaromszogeket, melyeknek az alapja a (0,0) és a <0, 1004) csu-

csok 4ltal van meghatarozva. 2006 db ilyen haromszog van (és koziiliikk csak kettd sarokha-
romszog), a legnagyobbnak a magassdga 2006. Ezért mindegyiknek a teriilete kisebb vagy

egyenld, mint
1 2006
2006 - —— / 2=——<1
( 006 1004) 2008 <

Egy sarokhdaromszoget nem vizsgaltunk eddig, nevezetesen a

1 . 2. 2
(0, 1004) : (2005,2005%); (2006, 2006°)

csucsokkal rendelkez6t. Ennek a teriilete is kiszamolhatd, kb. 201 1015,000498. .. -nek ado6-
dik, tehét jécskdn nagyobb 1-nél. A vizsgélt hdromszogek koziil van tehdt 2004 db 1-nél ki-
sebb teriileti nem-sarokhdromszogiink, 2 db 1-nél kisebb teriiletli sarokhdromszogiink, végiil
2005 db 1 teriiletd, és 1 db 1-nél nagyobb teriiletd sarokhdromszog. A legkisebb 2008 db
haromszog koziil tehét legfeljebb 4 db lesz sarokharomszog.



2. megoldas. Jeloljiik a 2008-szog oldalait rendre ay, . . ., axpo7-tel, a szdgeit ay, . . . , Q2007-
tel (o jeloli az agp és a; 4ltal bezart szoget), a megfeleld szdgekhez tartozé cstiicsokat pedig
Ag, ..., Azor-tel. Legyen a 2008-sz6g elsd 2006 db szoge egyenld, mégpedig

2005
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Mivel a 2008-sz6g szogeinek osszege 2006 - 180 fok, ezért aog7 + g = 180°, tehdt kon-
vex sokszogrdl van sz4, hiszen minden szoge kisebb 180°-nédl. Az oldalak legyenek a; = 1;
ay=2;...;a,=k!=1-2-...-k minden k& < 2007-re. Legyen az A; A;A;y, sarokhd-
romszog /\;, teriilete T;. Vildgos, hogy T1 < Th < ... < Ty (; = i1, Mig a1 > a;
és a4y > a;y1, azaz két szomszédos sarokhdromszog egy-egy szdge azonos, mig a hozza
tartozé mindkét oldal nagyobb.) A kovetkez&kben megmutatjuk, hogy:

Allitds: minden A;-hez (i = 3,...,2006) megadhaté ¢ — 2 db olyan haromszog, mely nem
sarokharomszog, és teriilete kisebb T;-nél. Mindez pedig tgy teljesithetd, hogy a kiilonb6z6
A;-khez ily médon megadott haromszogek mind kiilonboz8k legyenek. (Ha ezt sikeriil meg-
val6sitani, akkor készen is vagyunk, hiszen ily médon a Aq; /\,; .. .; Ags hdromszogekhez
— melyek a legkisebb sarokharomszogek — hozzarendeltiink rendre 0;0; 1;2;...;62 db nem-

sarokhdromszoget, melyek mindegyike kiilonbozd és kisebb teriiletli Ti4-nél. Az igy kapott
62

Zi = 1953 db nem-sarokhdromszog a legkisebb 63 db sarokhdromszoggel egyiitt Osszesen
i=1

2016 db hdromszoget ad, melyeknek mind kisebb a teriilete 7;-nél minden j = 64-re.)

Az dllitds bizonyitdsa: Legyen 3 < i < 2006. Megfeleld haromszogek lesznek a kovetkezok:
ArA;_1A;, ahol kK =0,...,i— 3. Nézziik el6szor az AgA;_1 A; haromszoget. Ha erre a ha-
romszogre beldtjuk, hogy teriilete kisebb T);-nél, akkor készen vagyunk, mert — mint az a
gondolatmenet sordn majd kideriil — a tobbi haromszog A; | A;-hez tartoz6 magassiga ki-
sebb. Tekintsiik tehdt az AygA;_1 A; haromszoget. Prébéljuk megbecsiilni ennek a haromszog-
nek az A;_1 A; oldalhoz tartozé magassagéat. Ebbdl a célbodl eldszor az A;_,A;—1; Ai—3A;_2;
...; ApA, oldalaknak az A;_A;-re merSleges vetiiletét becsiiljilk meg. Legyen 5 = 180 — a,
azaz 3 = 180 - <20106) A 2008-szog fentebb vézolt konstrukcijabol kovetkezik, hogy az
imént emlitett oldalak rendre 3; 2-3; ...; (i —1)- [ szdget zdrnak be az A;_A; oldal-
lal, hosszaik pedig rendre (i — 1)!; (¢ —2)!; ...;1. Jeloljiik az A;_»A;_; oldallal parhu-
zamos egységszakasz A; | A;-re merlleges vetiiletének a hosszat m-mel. Vildgos, hogy az
A;j_pA;_y vetillete m - (i — 1)!. Azt éllitjuk, hogy a tovébbi oldalak vetiiletei rendre feliil-
16l becsiilhet6k a 2-m - (i —2)!1;3-m- (i =3)!; ... k-m-(G—k)s...; (1 =2)-m-2!;
(1 —1)-m- 1 értékekkel. Ez kozvetleniil ad6dik abbdl, hogy az A;_;A;-vel k- 3 szoget be-
zaré egységszakasz merdleges vetiilete £ - m-nél kisebb.



(A mellékelt dabrdn Top,p, < k- Tops =k 1- % Ezért
OBy B}, magassaga is kisebb, mint k - m.)

Mivel A;A;yi-nek az A; | A;-re merSleges vetiilete éppen

air1-m=m-(i+1)!,

1 o ezért mdr csak azt kell beldtnunk, hogy

=42 (=2 43 (=) .4 ((—2)-2+(—1)-1< (i+1).

Ehhez felhasznéljuk, hogy n! > (n—1)- (n—D!'>n -1+ n-2)!1+... + L.
Mivel

(=D 42 (=2 +3-(=3)+...+(i—2)-2+(—1)-1=

—1 —2 2
:ik!+§:k!+...+2k!+1!,
k=1 k=1 k=1

ezért

(=42 (=243 (=3 +... +(—2) 24+ (G—1)-1<
<l (=D +. 2 < (i4 1),

ahogy azt dllitottuk. Ezzel belattuk, hogy az AypA;_1A; haromszog teriilete kisebb T;-nél.
Fiigg6ben maradt még annak a bizonyitdsa, hogy a tobbi Ay A;_1A; (k=1,...,i—3) hé-
romszog A;_1A;-hez tartoz6 magassiga kisebb, mint az AgA;_1 A; hdromsz6g magassaga.
Ez kozvetleniil 1dtszik a mellékelt dbrdbdl, hiszen k - 3 < 180° minden k < 2006-ra, ezért
a megfeleld vetiiletek is azonos irdnyba mutatnak, tehat a 2008-sz6g vizsgalt csucsai — az
index csokkenésével egyiitt — valoban egyre tdvolabb keriilnek az A; | A; oldaltél minden
3 <4 <2006 esetén. O



