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Megoldasok és javitasi utmutato

1. Egy kor kertletén adott darab pont+#{ = 3). Barmely két pontot dsszekszakaszt ki
kell szinezni valamilyen (de egyféle) szinlre. Legalabb hany szamesxiikség, ha a kdzds
végpont nélkili szakaszok szine nem lehet azonos?

Megoldas.
Ha f(n)-nel jel6ljuk a minimalisan felhasznélt szinek szaméat, ak-
kor nyilvanvalo, hogyf(3) = 1 ésf(4) = 2.

n =5 esetén abrank alapjan megféledzinezés példaul az, ha
AB, AC, AD, AE ,a" szinl, BC, BD, BE ,b" szinli ésCD,

CE, DE ,¢" szind. 1 pont
Probalkozasaink alapjan sejtietiogy a minimalisan felhasznal-
hat6 szinekf(n) szaman — 2. 1 pont

El6szor azt latjuk be, hogy — 2 darab szin hasznéalata elegéradszinezéshez. Ehhez meg-
adunk egy megfelél konstrukciot. Azn darab pontot 12,3, ..., n-nel jeldlve az(i; j) pont-
parok megfeld szinezését adjuk meg, ahokKl; < j < n.

Megfeleb szinezés példaul:

(1;2), (;,3), ..., (1;n) — el szin
(2;3), (2,4), ..., (2;n) — méasodik szin

(n—3n—-2), m—3;n—-1), (n—3;n) — (n— 3)-adik szin

(n—2,n—-1), (n—2;n), (n —1;n) — (n — 2)-edik szin,
hiszen az utolsé harom pontpar altal meghatarozott szakaszoknaldzés kontja.
A konstrukcio alapjan lathato, hogf(n) = n — 2. 2 pont
Legyen a tovabbiakban > 5.

Ha a legtdbbszor hasznalt szin egyike példaul a piros, akkor belatgy, f(n) < n — 2
esetén a piros szinli szakaszok szama legalabb 4.



Ha ugyanis a legtébbszor felhasznalt szin (szinek) szama legfeljebkk8:; kegfeljebb
3-f(n) £3-(n—2) =3n— 6 szakaszt szineztiink, igy pedig

ez (§) -

azaz 0> n? — Tn + 12 = (n — 3)(n — 4) teljesiilne. Ez pedig lehetetlen, hiszer> 5.

A kovetked lépésben azt igazoljuk, hogy a legtobbszér felhasznalt szin(i fébetii a pi-
ros) szakaszok nem ,alkothatnak” haromszdget, amennyjifen < n — 2.

Kilénben nyilvanvaléan nem lehetne még egy piros szinli szakasjtdierahiszen a ha-
romszognek legalabb az egyik oldalaval lenne kdz6s cslcsa, igy netndekk azonos szi-
ndek. 1 pont

Allitasunkbol kovetkezik, hogy a legtdbb azonos szinli szakasz —nédetii a piros szi-
nlek — egy pontbol indulhatnak csak ki, hiszen a szamuk legalabb 4. ntl po

Végezetll belatjuk, hogy(n) =n — 2.

Ha ugyanisk lenne az a minimalis csucsu graf, amelyrésebr teljesiine, hogy (k) <

< k-2, akkor f(3) =1, f(4) =2, f(5) =3, ..., f(k—1) = k — 3 esetén hagyjuk el a

k csucsu grafbdl azt a pontot, amebyla legtébb azonos szinl (piros szind) indul ki. Ekkor

egy olyank — 1 ponta gréafot kapunk, amelynek egyik éle sem piros &zéelkben bizonyi-

tottak alapjan.

Mivel f(k—1) =k -3, ezértf(k) =k—3+1=k— 2, hiszenf(k — 1)-hez hozza kell

adni még 1-et (piros szin).

Az ellentmondas pedig eredeti allitAsunkat igazolja. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Egy derékszogl haromszdget Ugy bontottunk fel az abran lathatémmédyy részre, hogy
a négyszog alaku részbe kor irhatd, aminek sugara megegyezik a héagoaiaku részbe
irt kor sugaraval.

Fejezzik ki a korok sugarat a haromszog oldalaival!
1. megoldas. A haromszoéget részekre bontjuk, majd tertletét felirjuk a részek teréletén
O0sszegeként. Elb az egyenletbl fogjuk megkapni a keresett kifejezést.

A kovetked abran megjeldltik a korok érintési pontjait, és berajzoltuk a korok kérépp
jat meghataroz6 szogfeldzet. Az érinbszakaszok egyeddége és a sugarak egy@sgge



alapjanPC'Q0O; négyzet, AQO1S, VAW O,, W BUO, és RBPO; pedig derékszogi delto-
idok.
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Az egybevago korok sugarg a befogobkAC = b és BC = a, végil az atfogéAB = c.
Tekintstk a kovetkez 0sszeget:

Tpcqo, + Tgaso, +Tepro,r + TBwo,u + Tawo,v.

Azt allitjuk, hogy a fenti 6sszeg éppen aBC haromszog terlletét adja. 2 pont

Ehhez csak annyit kell megmutatnunk, ho@y,rirs = Tavvo,u, hiszen ebbbi kétszer,
utdbbi pedig egyszer sem szerepel az 6sszegben, a haromszogeg#ah pedig egyrétlien
fedik le az 6sszegben szerémokszogek.

A To,rms = Tuvo,u egyenbség kdvetkezik abbdl, hogy @, RMS és MV O,U deltoi-
dok egybevagok, hiszen mindk@étiek van két szemkozti derékszodd-nél fekwd szogeik
egyenbk, tovabba01S = O1R = O,U = O,V =r. 2 pont

Most mar csak egy kis algebra van hatra:

ab
Tapc = 5 = Tpcqo, + Toaso, + Tror + TBwo,u + Tawo,v =

=r’4rb—r)+rla—r)+rzt+r(c—z)=r*+r(b—r)+r(a—7r)+rc=

=r(a+b+c)—r2
Egy mésodfokd egyenletet kaptunkre:
(lb 2
?:r(a—i—b—i—c)—r. 1 pont

Nullara rendezve és megoldva:

a+b+cj:\/(a+b+c)2—2ab
5 :

T12 = 1 pont



Nyilvan r < a, r < b ezértr < M, tehat a két gyok kozil a kisebb a megfélel

a+b+c—\/(a+b+c)2—2ab
5 .

1 pont

r =

Osszesen: 7 pont

2. megoldas. Az el6z6 megoldas legfontosabb 6ttlete a két egybevagd deltoid tertletének ki-
ejtése volt. A most kévetkéz— Bohner Gézatdl szarmazé — megoldas tébb eszkdzt hasznal,
de cserébe tovabbi geometriai tulajdonsagokat ismeriink meg a feladatbapd) elren-
dezésbl.

Az el6z6hodz hasonld abrat hasznalunk, néhany tovabbi pont megjeldlésével:
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A szaggatott kor azZABC' beirt kére, sugara, érintési pontjai a befogoko®w, és Op,
kdzéppontja0.

1. észrevételAz ABCA beirt kdre ugyanott érinti az atfogét, mint azBM A beirt kore,
W-ben. Ez lathaté abbodl, hogy az ébsrakaszok egyeddége alapjan:BW = BU,
BR=BP=a—-r, AW =AV, AS=AQ =b—r. A kis kdrok egybevdgésdga miatt
UR=SV =d, ezért BW =BU=BR—d=BP—-d=a—r—d és AW = AV =
=AS—-d=AQ—-d=b—r—d. InnenAW —BW =(b—r—d)—(a—r—d)=b—a.
Mivel az is igaz, hogyAW + BW = ¢, AW = ((b—a) +¢)/2, tehatW valéban azABC A
beirt korének atfogén fekvérintési pontja.

2. észrevétel:Az el6zbeket kicsit tovabb flzveAW = AOgp =b—p és AW = AV =
=AS—d=AQ —d=b—r—d alapjanp = r + d, vagyis a kis korok kdozos beisérin®-
szakaszanak hossza= ¢ — r. Az is kiderult, hogyQOp és PO 4 hossza isl.

3. észrevételAz SV, UR és 0,0, szakaszok k6zos felépontjaM, az AE és BD sza-
kaszok metszéspontja.



4. észrevételO,00:1<« = 135 + a. Ez annak kdvetkezménye, hogyésO; rajta vannak a
C-nél 1é\d derékszog betsszogfeledjén, tovabbdD, ésO rajta vannak az atfogord’-ben
allitott meBlegesen. Itt fontos az elrendezéx),0, allasa, fel kell tenniink, hogy > a.
llyen esetbery < 45°.

Ennyi ebkészilet utan nekiallunk a bizonyitasnak: @z szakaszt szamitjuk ki kétféle
maodon, az0,001 és azO1SM haromszogek.

I. 0,001 haromszog: a koszinusztételt fogjuk haszndélni. Az olda@k, = o — r,
001 =V2-Q0p =V2- (0 —r). A koszinusz:

1 . 1 a+b
1 5D = = —— . .
cos(135 + «) 7 (cosa + sina) N
Most mér johet a koszinusztétel:
1 +5b
4.0:M2 = 0,03 = (@—r)2+(\/i(@—r))z—Z-(g—r)-\@-(@—r)-—fﬂ‘ac =

2 3c+2a+2b
—

=(e—r)

Il. O1.SM haromszég, Pitagorasz-tétel:

4-O:M?*=4-r%+ (o —1)°

A baloldalak egyeriisége miatt ezt kaptuk:

, 3c+2a+2b

=412+ (o—1)°
c

(=)

Rendezve:

2 2c+2a+2b
c

2 ctatb
2c ’

(0—7) c—i—a—i—b_r
e V 2c -

(@77‘) 4'T27

(0—r7)

Végll a terllet kétféle felirasdbol= ﬁ, ezt az dbzb egyenletbe irva és rendezve:
a C
ab fla+b+c 14 a+b+c
. =17r- -
a+b+c 2c 2c ’
ab a+b+c
a+b+c 2c
a+b+c
1+ —5—
2c



Zarasként megmutatjuk azt a ranézésre korant sem trivialis tényt, hogystakapott ered-
mény egyezik az elsmegoldas végeredményével. BevezetjiK a= a + b + c jel6lést.

ab K
K \ 2
1 K
+ 2c

1 K
K \ 2¢

14/ 5

ISy

/1

—  (K++VK?2-2
Sk ( + ab)
K | K2 — 2ab
7+ -

2c 2cK
K2 — 2ab

2cK

K2 — 2ab
2cK

K? — 2ab

K(K — 2¢)

(a+b+c)a+b—c)=(a+b)?—c?
= a® + b + 2ab — 2

K—\/Kz—Zab_ ab
2  K+VK2—2ab’
1
K+VK2—-2ab’
K
1 el
+ 2c’
K
1 el
+ 2c’
1,
1
2cK,
2ab,
2ab.

Pitagorasz tétele alapjan azonossagot kaptunk, befejeztiik a bizonyitast.

3. Tekintsuk a koordinatarendszerber{0), (0

:n), (n;0), €és az(n;n) (n: pozitiv egész)

csucspontok altal meghatéarozott négyzetet. Hany olyan négyzet watyreek mind a négy
csucspontja a fenti négyzet b@)ssagy hataron 16y (n + 1)2 darab racspontja kozul val6?

(Racspont: mindkét koordinataja egész.)

Megoldas.

A gond az, hogy nem csak a koordinatatengelyekkel parhuzamos

oldali négyzetek vannak (lasd abra).



A D Az ilyen négyzeteket megszamolandd csindljuk a kovéikez
Huzzunk a négyzet ,alsd és félscslucspontjan at vizszintes
egyenest, mig a ,bal- és jobboldali” csucspontokon at dligg
ges egyeneseket! igy az eredeti négyzetiinket &8y D négy-
szogbe foglaltuk.

ABCD téglalap, mivel minden szbdge derékszog.

B C

Valamint, mivel az eredeti négyzetdtBC D-vé kiegészih négy kis derékszogli haromszog
egybevago (szogeik és atfogoik azonosak), emdd@C' D minden oldala azonos hosszu, és
igy ABCD egy négyzet.

Vagyis minden a koordinatatengelyekkel nem parhuzamos oldall néggyéitelmiien be-
lefoglalhaté egy a koordinatatengelyekkel parhuzamos oldalt négyzetbe 2 pont

InnenBl a kévetkedt csindljuk. Megszamoljuk, hogy egy adétbldalhosszl, a koordinata-
tengelyekkel parhuzamos oldall négyzetbe (a fenti médon; vagyishogy, a kisebb négy-
zet minden csucsa a nagyobb négyzet oldalain legyen) hany kisepbetégjzolhaté. Majd
megszamoljuk, hogy hany a koordinatatengelyekkel parhuzamos oldall. 1 oldalhosszu
négyzet van, és mindegyik esetben az ilyen négyzetek szamat megskoeazebz6 pont-
ban (hany kisebb négyzet is rajzolhatd bele?) kapott sgdnrgyel (hogy a tengelyekkel
parhuzamos oldald négyzet se maradjon ki).

Lassuk! Vegylink egy olyan a koordinatatengelyekkel parhuzamos ol-
dalt racsnégyzetet, melynek oldalhosgzgigy mind a négy oldal
kalon-kulon k& + 1 racspontot tartalmaz. Lasd abra!)

Az abra alapjan lathat6, hogy tetdeges oldal tet€deges racspont-

jat kiszemelve pontosan egyetlen olyan négyzet rajzolhat6, melynek
minden csucsa a nagy (tengelyekkel parhuzamos oldald) négyzet ol-
dalan van. Mivel egy oldak + 1 racspontot tartalmaz, de ezek ko-

zUul ket a négyzet csucspontja, ezért+ 1 —2 =k — 1 db olyan

kis négyzet van, melyeknek a nagy négyzet a ,koréirhatd” négyletehhez hozzavesszik

magat a nagy négyzetet, akkor azt kapjuk, hogy minden a koordinatdtekkel parhuza-

mos oldaluk oldalhosszl racsnégyzet pontosadarab négyzetet hataroz meg ugy, hogy a

k darab négyzet mindegyikének a ,nagy” négyzet a ,koréirhatd” neitgy 2 pont

(Es ez a ,meghatarozas” egyértelmii; minden négyzetnek pontosaa temgelyekkel par-
huzamos oldalu koréirhaté négyzete van.)

Hany olyank oldalhosszl négyzet van, melynek oldalai a tengelyekkel parhuzéfosa

A (0;0), (0;n), (n;0), és az(n;n) négyzetben & racspontok kozul valasztjuk minden
csucsot. Tuntessuk ki &ax k-as négyzetek bal fedscslicspontjait, és szamoljuk meg, hogy
ez hova eshet, ha azt akarjuk, hogy a négyzetiink minden csucsa ygnfeg

Ha k = 1, akkor a lehetséges bal félgstcspontok &0;0), (0;n — 1), (n — 1;0), (n — 1;

n — 1) négyzet altal meghatarozott (6sszes@npontok. Vagyisn? darab egységnégyzetiink
van.



Ha k tetsdleges k < n), akkor a lehetséges bal félcsucspontok g0;0), (0;n — k),
(n—k;0), (n—k;n— k) négyzet &ltal meghatarozott (6sszeséen- k + 1)2) pontok, vagyis
ekkor (n — k + 1)2 darabk oldalhosszi négyzet van, melynek oldalai a tengelyekkel parhu-
zamosak.

(Megjegyzés: Ha valaki csak az ilyen négyzeteket 8sszegzi, éseaedigénye 4+ 2% +
> nn+1)(2n+1)

+F 4. +nP= 5 , az is kapjon 1 pontot!)

A fentiek alapjan igy az 6sszes négyzet szaswsdl jel6lom a tovabbiakban):

S=n-24+n-1)-224n-2)-F+...42-(n—1°%+1-n2 1 pont
S=(P+22+F+.. +n-1+n) +(P+22+F+...+ (-1 +...+

+ (12 + 2%) + (12),

_nn+1)(2n+1)  (n—1)n(2n—1) 2-3-5 1.-2-3
S = 5 + 5 tot T
S:2n3—|—3n2—|—n+2(n—1)3—|—3(n—1)2+(n—1)+“.+2-l3+3-12—|—1’
6 6 6

2+ (n—1°+...+1%)  3(nP+(n-17°+...+12 ~1)+...1

o (nP+n-10°"+...+ )+ (nP+(n—-1)°"+...+ )+n—|—(n ) + ’ 1 pont
6 6 6

S_(n(n+1))2+n(n+l)(2n+1)+n(n+1)_n(n+l)(n2+n+2n+1+l)_
B 12 12 12 12 B
~ n(n+ 1)%(n+2)
B 12 '

(Ha az utols6 sor barmelyik képletéhez eljut, kapja meg az utols6é pontot! Ezartaalak.) 1 pont

n(n+ 1)%(n+ 2)
12 ]
pontja az(n + 1)2 darab racspont kozil val6. Es ezt akartuk megtudni.

Vagyis 6sszesely = olyan négyzet van, amelynek mind a négy csucs-

Osszesen: 7 pont



