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Megoldasok és javitasi itmutaté

1. A minden val6s szdmra értelmezett f(x) fiiggvényre f(x + 1)+ 3 f(—x) = |z]| teljesiil.
Adjuk meg f(x) zérushelyeit!

Megoldas. Az f(x) figgvényt meghatirozé képletbe prébdljunk meg ,,szimmetrikus” he-
lyettesitési értékeket behelyettesiteni!

Az = u — 1 helyettesitéssel f(u) +3f(1 —u) = |u—1|. 1 pont

Ha x = —u, akkor f(1 —u)+ 3f(u) = |ul. 1 pont

Az

fu) +3f(1 —u) = Ju—1]
3f(uw) + F(1 —u) = |u|
1
egyenletrendszer megolddsa f(u) = 3 (3lul — [u—1]). 2 pont
1

Mivel u € R, igy az u = x visszahelyettsitéssel az f(z) = 3 (3|z| — |z — 1) zérushelyeit

kell meghatdrozni.

Tehdt a 3|x| = |z — 1| egyenletet kell megoldani. 1 pont

1

Az adott egyenlet gyokei x| = 5 1 pont

valamint x, = R 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. Egy korlapot n darab korcikkre osztottunk, a cikkeket 1-t8l n-ig szdmozva, ahol n = 2.
Hanyféleképpen szinezhetdk ki a szamozott korcikkek tgy, hogy a szomszédos korcikkek
szine kiilonboz6 legyen, ha legfeljebb hdrom adott szint haszndlhatunk a szinezéshez?

(Egy korcikk egyszinii a szinezés soran.)



Megoldas. Oldjuk meg elészor a feladatot egymdshoz csatlakozé n darab téglalapra:

1. 2. n.

de lehetne n darab egymdshoz csatlakozé korcikk is dgy, hogy az els6 és az utolsé ne ren-
delkezzen kozos hatdrvonallal.

Ha a,, jeloli azoknak a szinezéseknek a szdmadt, amelyekben az 1. és az n. tartomény szine
azonos, b, pedig azoknak a szinezéseknek a szamdt, amelyekben a két adott mez$ szine
kiilonbozd, akkor

(*) an+bn:3‘2n71,

hiszen az els6 mezd szine 3-féle lehet, az Gsszes tobbié pedig 2-féle.
Allitjuk, hogy b1 = 2ay, + by.

Allitasunk helyes, mert ,,a,,”-b6l kétféleképpen lehet b, 1" tipusd eldallitds, mig ,.b,”-bdl
egyféleképpen.

Mivel by, = 2a, + by, ezért () alapjan b,y = 3-2" — b,,.

Nekiink az eredeti feladat szerint b,, értékét kell megadni, hiszen az n darab tartomanyt 6ssze
kell ,hajtogatni” ugy, hogy az els6 és az utolsé tartomany csatlakozzon egymashoz.

A by =3-2" — b, képzési szabdly alapjan n = 2 esetén by =3-2 =6, b3 = 6, by = 18,
bs = 30, bg = 66, by = 126, ...

A kiszamitott tagok értéke alapjan sejthetd, hogy
b, =2"+2-(—1)".

A sejtés a teljes indukcié médszerével b, | = 3-2" — b, alapjdn konnytszerrel igazolhatd.
Az igazolésért:

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

3. Adott egy ABC hiaromszog és egy e egyenes a haromszog sikjdban. A haromszog csu-
csainak merdleges vetiiletei az e egyenesen A’, B’ és C'. Az A’ ponton 4t hizott és BC-re
merdleges egyenes m 4, a B'-n 4t haladé és AC-re merSleges egyenes mpg, végiil a C'-n 4t
hizott AB-re merdleges egyenes mg.

Bizonyitsuk be, hogy az m 4, mp és m¢ egyenesek egy ponton mennek at!

Megoldas. Eloszor néhany észrevételt tesziink, amelyek egyszerlibbé teszik a bizonyitast.

1. észrevétel: Ha valamilyen e egyenesre teljesiil, hogy m 4, mp és m¢ egy ponton halad
at, tovabbd e || e, akkor az e* egyeneshez tartozé m’y, mp és m¢. egyenesek is egy ponton
mennek 4t.
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Az dbrérdl konnyen leolvashatd, hogy ha az e-t egy v vektorral valé eltolds viszi e*-ba, akkor
az ma, mp és mc egyenesek is v-vel eltolva mennek it m’, mp és m( egyenesekbe, tehat
az eredeti hdrmas pontosan akkor megy 4t egy ponton, amikor a hdrom eltolt egyenes.

2. észrevétel: Ha az ABC haromszog valamelyik oldala e-re mer&leges, akkor m 4, mp
és m¢ kozil valamelyik kett6 egybeesik, a harmadik pedig nem parhuzamos velik, igy
nyilvanval6 az 4llités.

3. észrevétel: Ha az ABC haromszog valamelyik oldala e-vel parhuzamos, akkor toljuk el

e-t ugy, hogy képe a vele parhuzamos oldalegyenessel fedésbe keriiljon. Ebben a helyzetben
ma, mp €s mo a haromszog harom magassigvonala, igy ismét nyilvanvalé az allités.

A tovédbbiakban feltessziik, hogy e a hdromszdg egyik oldaldval sem parhuzamos, és egyikre
sem merGleges. Az 1. észrevétel alapjan elég arra az esetre bizonyitani, amikor e 4tmegy a
haromszog egyik cstcsan.
E C
A

AL

Cl €
F

Azt fogjuk megmutatni, hogy m 4 és mp P metszéspontja azonos mp és m¢o (Q metszés-
pontjdval.

1 pont

1 pont



Az ébra jeloléseit hasznaljuk:

E c
A
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P

A'PB'< = ACB'<, mert merdleges szért hegyesszogek. ACB'< = EC'B’'<, mert
ECC'B’ hirnégyszog.
B'P B'C’ A'B"-B'C’

z I o/ Yal : /
Tehiat A'B'Ppa ~ EB'C's. Innen TG - BB vagyis B'P = o0l 2 pont
Teljesen hasonldan jellemezhets a () pont is.
E C
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B'C'Qx = A AB'«, mert merSleges szari hegyesszogek. A’AB'<c = A'EB’'<, mert
A’ AEB’ hirnégyszog.
B/ A/B/ AIB/ . B/cl
Tehat A’EB)\ ~ QB'C’y. Innen C’g’ = 5" vagyis B'Q = — g 2 pont
Azt kaptuk, hogy B'P = B'Q. Mivel P és Q is az EB’egyenesen, az A'C’ azonos oldalan
fekszik, innen P = @) kovetkezik. Ezzel belattuk, hogy a feladat éllitdsdban szerepld egye-
nesek egy ponton mennek At. 1 pont

Osszesen: 7 pont



