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Megoldasok és javitasi atmutaté

1. Igazoljuk az aldbbi egyenl6tlenséget!

SO0 20 . 40231 (1121 .- 20121)* < 2012!

Megoldas. Emeljiik mindkét oldalt 8048-adik hatvdnyra, majd osszunk le
(11-21- .- 20120)* kifejezéssel:

201218048
(11-2!- ... 20121

12004023 <

Az atalakitas ekvivalens, mivel minden kifejezés pozitiv.

Az egyenlGtlenség jobb oldalan vizsgéljuk 2, 3, ..., 2012 hatvanykitevjét:

2012!3043 _ (2>8048 . (3)8048 . . (2012>8048 _ 24 . 38 . . 20128044
(1.2 ... 2012 ((2)2011)4 (<3>2010)4 (2012)*
A bal oldalon 1&vs 1!-2!-...-4023! szorzat tényezbit csoportositsuk kettesével, és tekintsiik

a (2k)! - (2k + 1)! kifejezéseket (k = 1,2,...,2011):
k) - 2k+ 1) =

=23 kD) 2E=DEE)] - [1-2 (k1) - (2K) - 2k + 1))

sz 2

Az els6 szogletes zardjelben 16vG szorzatban 2 és 2k, 3 és (2k— 1), ..., k és (k+2) parokra

alkalmazzuk a szamtani és mértani kozép kozti osszefiiggést:

2.3 (k+1)-...-(2k—1)2k <

- <2+22k)2. <3+<22k ”)2..... (—k+<§+2)>2-(k+1) (k4

A maisodik szogletes zardjelben 1évo kifejezésre hasonldan addédik, hogy:

1-2- . (k+1)-...-(2k)-2k+ 1) <

< <1 +(22k+ 1)>2. (222]“’)2..... <_k+<§_+2)>2-(k+1) = (k+ 1)1,
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Ez alapjan (2k)!- 2k + 1)! < (k + 1)4k (k=1,2,...,2011).
Igy a bal oldalra adott felsé becslés 1!-2!- ... 40230 < 2*.3%. .. .2012%0%,

Mivel 2% -3%. ... 2012%% éppen a jobb oldal értéke, az egyenlStlenséget bebizonyitottuk.

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Van 2012 darab (nem feltétleniil kiillonb6zd) pozitiv szdmunk: ay, ay, ..., azo12, melyek
Osszege 2S. A k természetes szamot felezdnek nevezziik, ha az a; szamok kozil kivalaszt-
haté k, amelyek Osszege éppen S. Legfeljebb hany kiilonb6z8 k természetes szdm lehet
felezd?

Megoldas. z és 2012 — x egyszerre felez, hiszen ha néhdny szam Osszege .S, akkor a ma-
radéké is.

Ha 1 (és igy 2011) felezd, akkor mds mar nem lehet az, hiszen ha 1 felezs, akkor az egyik
szam S, igy rajta kiviil csak ugy johet ki az S Osszeg, ha az Osszes tobbi szdmot felhasz-
néljuk.

Most megmutatjuk, hogy megadhaték az ai,as,..., a2 szdmok dgy, hogy a {2,3,...,

P

2010} halmaz minden eleme felezd. Az el6z3 észrevétellel egyiitt ebbdl kivetkezik, hogy
legfeljebb 2009 kiilonbozb felezd k lehetséges.

Megadunk 2012 megfelel$ szdmot:

{1,1,1,1,2,2,4,4,8,8,16,16,...,2'0% 21004},

A szamok Osszege

28 =242 (142+4+8+ 164 +2%) =242 (210 — 1) = 2190,

vagyis S = 2'9,

Az alabbiakbdl lathatd, hogy k = 2,3,4,5,...,1006 felezd.
k=2 S — 1004 4 51004

k=3 S — 21004 4 51003 | 51003

k=4 S — 21004 | 51003 | 1002 | 1002

k=5 S — 21004 4 51003 4 51002 4 51001 4 51001

k = 1006: Si21004—|—21003+21002+21001—|—"'—|—2+l—|—1.

A k =1007,1008,...,2010 értékekre pedig mar nem kell konstrukciét adnunk, hiszen ha
x felezd, akkor N — z is.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont
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3. Egy ABCD trapéz C'D alapjan adott egy P belsd
pont (lasd 1. dbra!).

Hogyan vélasszuk meg a masik AB alap @ bels6 pont-
jat, ha azt szeretnénk, hogy a PRQS négyszog teriilete
a lehet6 legnagyobb legyen?

(R az AP és a D@ szakaszok metszéspontja, mig S
a BP és a C'() szakaszok metszéspontja).

1. dbra

I. megoldas. A kovetkezd sejtést fogjuk igazolni:

DpP A
A PRQS négyszog teriilete pontosan akkor maximdlis, ha PO Qg (, és persze @
A és B kozott van).

. Bizonyitas: Vegyiik fel @Q-t a sejtésnek megfele-

. 16en, és vegyiink fel egy ettdl kiilonbozd tetszoleges
Q' pontot is az AB oldalon! (Q'-t tgy vessziik fel,
hogy Q és B kozrefogja, ha Q'-t A és @ fogna kozre,
a bizonyitds teljesen ugyanigy menne.)

Azt fogjuk belatni, hogy akéarhogy is vettilk fel

Q a @ pontot a kialakulé PRQS négyszog teriilete
nagyobb, mint a PR'Q’S’ négyszogé.

(Ahol: R az AP és a D() szakaszok metszéspontja,
S a BP és a CQ szakaszok metszéspontja, mig R’ az
AP és a DQ' szakaszok metszéspontja, S’ a BP és
a CQ' szakaszok metszéspontja, illetve még egy fon-

2. dbra tos pontunk lesz: V a DQ’ és a C'Q metszéspontja)
Lasd 2. abra!
Vagyis igazolandé: T(PRQS) > T(PR'Q’'S"). (,,=" pontosan akkor lenne, ha Q = Q')

(A kovetkezdk soran tobbszor fogunk valamely vizsgidland6 sokszoget tobb kisebb sokszogre
darabolni, illetve az egyenl6tlenség két oldaldn ugyanazt a teriiletet elhagyni.)

PRQS-t, illetve PR'Q’'S’-t feldarabolva igazolando:
T(PR'VS) + T(RRQV) > T(PRVS) + T(SVQS').

Ez pontosan akkor igaz, ha T(R'RQV) > T(SVQS’).

Az utdbbi egyenlGtlenségben szerepld négyszogek részei a kozos alapu, és magassaga (igy
kozos teriiletll) QQ'D, illetve QQ'C hdromszogeknek, igy a kiovetkezd igazolando:

T(QQR'D) - T(QQ'V) — T(RR'D) 2 T(QQ'C) - T(QQ'V) - T(S5'C).
Elhagyva két oldalon a kozos teriileteket: —T(RR'D) > —T(SS'C), vagyis az igazoland6
allitdsunk

T(SS'C) > T(RR'D).
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Ez utébbi dllitds igazoldsdhoz a kovetkezd segédtételt fogjuk igazolni:
Lemma: Ha az ABCD trapéz CD alapjin P-t, illetve AB alapjin Q-t iigy vessziik fel,
DpP A
hogy B0 = Q_CBg teljesiiljon, akkor RS pdrhuzamos lesz az alapokkal. 1 pont

(R az AP és DQ szakaszok metszéspontja, mig S a BP és a CQ szakaszok metszéspontja).

Lemma bizonyitdsa: Tekintsiik a kovetkezd dbrat, és hasznaljuk a jeloléseit!

D c C

3. dbra

Az ABE és a CDFE haromszogek hasonléak (megfeleld szogeik megegyeznek), a hasonld-

z z a z z 7 .. z 7 7”7 7 3 3
sdg ardnya: A = —, igy a két haromszogben 1év6 megfeleld szakaszok ardnya is ez, vagyis
c

=2 %, innen (ha a trapéz magassidgat m-mel jeloljik) m, = m -
c Me a—+c
egyezik az F pont és az AB alap tdvolsdgaval.

, ami meg-

Most nézziik a lemmdban szerepld pontok esetén a trapézunkat:

A B
4. dbra

A PQ szakasszal az eredeti ABCD trapéz két trapézra bonthaté. Nevezzilk most az AQ
szakaszt a-nak, mig a D P szakaszt c-nek.

Ekkor a fentiek szerint R tdvolsidga az AB alaptdl: m, = m - j_ .
a+c

DP A

B0 = Q—g miatt valamely pozitiv p-re QB = i - a, és PC = - b.
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De akkor a @BS hdromszog ()B-hez tartozd magassaga (, vagyis az S pont tdvolsiga az
AB alaptél):
w-a a
Myq =M =m- .
H-a+p-c a+c

Vagyis az R és az S pont azonos tdvolsigra van az AB alaptdl, ahogy azt a lemméban
igazolni szerettiik volna.

Most térjiink vissza az igazoland6 T'(SS'C) > T(RR'D) éllitashoz!
Tekintsiik az 5. abrat! Ez csak abban kiilonbozik a 2. dbratdl, hogy berajzoltuk az RS egye-

nesét, és ezen egyenes metszéspontjait Q' D-vel, illetve Q'C-vel elneveztiik R’-nek, illetve
S" -nek.

D P C
R/
R// »
R [o4
S/
A Q Q' B
5. dbra

R" és D kozrefogja R'-t (vagyis R’ kozelebb van a DC alaphoz, mint R"), mig S’ és C
kozrefogja S”-t (vagyis S’ kozelebb van az AB alaphoz, mint S”), mert a Q" pontot gy
vettiik fel, hogy Q és B kozrefogja Q'-t.

fgy T(SS'C) = T(SS"C) + T(S5'S"), mig T(RR'D) = T(RR'D) — T(RR'R)).

Valamint RR”D hasonlé QQ'D-hez, mig SS”C hasonlé a QQ'D-vel azonos teriiletii
QQ'C-hez; és mindkét esetben a hasonlésag ardnya azonos (hiszen a fent bizonyitott lemma
miatt R és R”, illetve S és S” tdvolsiga az AB alaptdl azonos), vagyis

T(RR'D) = T(85"C).

Innen kovetkezik a bizonyitand6 T'(SS'C) > T(RR'D) 4llitds, mert
T(SS’C) = T(SS“C) + T(SS’S”) >
>T(SS"C)=T(RR"D) > T(RR"D) — T(RR”R’) = T(RR’D).
Ezzel igazoltuk, hogy a PRQS négyszog teriilete pontosan akkor maximalis, ha

DP _ 4Q
PC  QB’

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont
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I1. megoldas. (Homonnay Bdlint dolgozata alapjan.)

Az dbra jeloléseit hasznaljuk.

DaP b ¢ A DC(Q hiaromszog teriilete nem fiigg ) helyzetétdl,

hiszen DC és a DC-hez tartoz6 magassidg nem valto-
zik. Emiatt Trggp akkor lesz maximdlis, ha a DRP és
PSC haromszogek terilletének 6sszege minimadlis. Az

5 el6z6 megolddsban hasznalt hasonlésagok alapjan

m-a m-b
“re Uhd
Tprp + Tpsc = —%€ + =
4 - ) T DRP PSC > 2
6. dbra m a2 B2
) a+c+b—0—d ’

ahol m a trapéz magassaga, tehat allandé.
A zardjelben 1év kifejezés minimumat a Titu-lemma segitségével adjuk meg.
Titu-lemma. Ha x és y pozitiv, akkor

(a+b)?
T +y

8|8,

b

2
+rs
y

b
és egyenldség csak ae_2 esetben teljesiil.
x Yy

A lemmadt beszorzdssal és teljes négyzetté alakitdssal konnyen igazolhatjuk, vagy észre-
vehetjilk, hogy a Cauchy-Bunyakovszkij—Schwarz egyenlStlenség specidlis esete az
(a/vx,b/\/y) és (Vx,\/y) szdmpdrokra.
Visszatérve a feladatra: )
2 2
LA b > (a+10) .
a+c b+d " a+c+bdb+d

A jobb oldal 4lland6 (a nevez8ben a két alap hosszdnak dsszege jelent meg), és a/c = b/d
esetén meg is kaphat6 ez az érték.

Tehdt a vizsgélt négyszog teriilete akkor maximalis, ha DP/AQ = PC/QB.
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