Kiss Arpad Bolyai Janos
Orszdgos Kozoktatdsi Matematikai Tarsulat
Szolgaltatd Intézmény

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny

2003-2004-es tanév
els6 (iskolai) fordulo
haladok - 1. kategdria

Feladatok

1. Az els6 n pozitiv egész szdm Gsszege egy olyan haromjegyil szdm, amelynek minden
jegye egyenld. Mekkora n értéke?

2. Mekkora az oldalak ardnya abban az egyenl6 szard hdromszogben, amelyben az alap
egyik csicsdn dtmend egyenes felezi a haromszog keriiletét és a hdromszog alaphoz tar-
toz6 magassagat is?

3. Hany darab pozitiv egészekbdl 4ll6 (k;n) szamparra igaz, hogy Vn+k+vn—k>k
és k% +n? < 100?

4. Az z*+x+ p=0 egyenlet két kiilonbdzb valés gydke x| €s x,, ahol p pozitiv valds
paraméter.
o3+ 23
. . 171 ( . c
Bizonyitsuk be, hogy nagyobb (—2)-nél, de kisebb (—1)-nél.

4 4
171 +$2

S. Egy osztdlyba 20 didk jar. Tudjuk, hogy barmely két didknak van k&zOs nagyapja.
(Minden didknak két nagyapja van.) Bizonyitsuk be, hogy van koztiikk 14 olyan tanuld,
akiknek k6z0s nagyapja van!



Kiss Arpad Bolyai Janos
Orszdgos Kozoktatdsi Matematikai Tarsulat
Szolgaltatd Intézmény

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny

2003-2004-es tanév
els6 (iskolai) fordulo

haladoék - II. kategéria
(nem specidlis matematika tantervii gimnaziumi tanul6k)

Feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy
a) 2003294 12004209 nem primszam,

b) 20032004 _ 20042903 nem négyzetszam.

2. Egy egyenld szdrd hdromszog alapjdnak egyik csticsdn dtmend egyenes felezi a hé-
romszog keriiletét és a hdromszog alaphoz tartozé magassdgat is. Milyen ardnyban osztja
a hdromszog alaphoz tartozé magassdga a keriiletet felez6 egyenes haromszogbe esd sza-
kaszat?

3. Bizonyitsuk be, hogy ha az 2%+ px+q=0 egyenletnek két olyan valés gyoke van,
amelyek koziil az egyik a [0; 1] intervallum belsejébe, a mdsik pedig az intervallumon
kiviil van (ahol p és q valds paraméter), akkor az

A+p+q)z* +(1+2p+3q)x+2¢=0

egyenletnek pontosan egy pozitiv gyoke van.

4. Legyen a, b, ¢ és d négy pozitiv egész szam. Bizonyitsuk be, hogy

[(a; ¢); (b; d)] < ([a; b]; [c; d]),

ahol (x;y) — a szokdsos médon — az x és y egészek legnagyobb kozos osztdjét, [x;y]
pedig a legkisebb kozos tobbszorosét jeloli.

5. Egy osztdlyba 20 didk jar. Tudjuk, hogy barmely két didknak van k&zOs nagyapja.
(Minden didknak két nagyapja van.) Bizonyitsuk be, hogy van koztiikk 14 olyan tanuld,
akiknek k6z0s nagyapja van!



Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny, 2003—2004-es tanév
MATEMATIKA, III. kategéria
Az els6 (iskolai) fordulo feladatai

a gimnéziumok specialis matematikai osztalyainak tanul6i részére

1. Legyen a, b pozitiv valés, n pozitiv egész. Bizonyitsuk be, hogy

n

Ig(a™) + <1> Ig(a™"'b) + (Z) lg(a"2b%) 4 ... +1g(b") = 1g<(ab)n2"‘1> :

2. Alljon a H halmaz véges sok olyan természetes szambol, amelyeknek
nincs 3-nal nagyobb primoszt6éja. Mutassuk meg, hogy a H-beli szdmok
reciprokainak az Osszege 3-nal kisebb.

3. Tekintsiik egy kor harom pontja altal meghatirozott harom diszjunkt
korivet. Mindegyik iv felezpontja koriil megrajzoljuk a végpontjain
athaladé kort. Bizonyitsuk be, hogy a kapott harom koér egy ponton
halad at.

4. Egy foldszintes elvarazsolt kastély négyzet alaki, és 2003 x 2003 egy-
forma, négyzet alaka szobara oszlik. Oldalszomszédos szobak kézott
ajtok lehetnek. A kapubejarat az északnyugati sarokszobdba vezet. A
kastélyba belépve bolyongtunk egy darabig, és amikor elGszor vissza-
értiink az északnyugati sarokszobaba, akkor kimentiink a kastélybol.
Kideriilt, hogy utunk soran a délkeleti (és az északnyugati) sarokszoba
kivételével mindegyik szobaba pontosan szazszor 1éptiink be. Hanyszor
léptiink be a délkeleti sarokszobaba?

5. Legyenek ag,a1,...,an,an+1 valés szamok tgy, hogy ap = ap+1 = 0.
Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan k£ szam, 0 < k < n, hogy
(i) minden ¢ =1,...,n —k+ 1-re ag4+1 + ...+ ax4; > 0, és

(ii) minden j =0,...,kraa; + ...+ ax <O0.

Valamennyi feladat 7 pontot ér.



