@ OK EV SZAKKOZEPISKOLA

= Orszagos Kozoktatasi
Ertékelési és Vizsgakdzpont

A 2005-2006. tanévi matematika OKTYV I. kategoria
donto fordulojanak feladatai

Igazolja, hogy harom egymds utan kovetkezd egész szdm négyzetének

Osszege nem lehet egy egész szam kobe!

(10 pont)

2. Mennyi az a paraméter értéke, ha az x> =)’ é az (x-a)’+y* =1
egyenletekbdl all6 egyenletrendszernek pontosan harom megoldéasa van?

(10 pont)

3. Egy 4, végpontu félegyenesen rendre folvessziikk az 4,,4,,..., 4, pontokat
ugy, hogy

d(4,4,)=1, d(4,4,)=3, d(4,4,)=5, ..., d(4, ,4,)=2n—1.
A kapott 4, 4, szakaszokra a szakaszokkal egyenld oldalhosszasagu

szabalyos haromszogeket szerkesztiink, amelyeknek a félegyenesre nem

illeszked6 csucsai C,,C,,...,C, .
Bizonyitsa be, hogy d(4,C,) minden i-re egész ! (i =1;2;...;m)

Milyen gorbén helyezkednek el a C, pontok?
(10 pont)



@ OK EV SZAKKOZEPISKOLA

= Orszagos Kozoktatasi
Ertékelési és Vizsgakdzpont

A 2005-2006. tanévi matematika OKTYV I. kategoria
donto feladatainak megoldasai

1. Igazolja, hogy harom, kozvetlenlil egymas utdn kovetkezd egész szam
négyzetének 0sszege nem lehet egyenld egy egész szam kobével!
(10 pont)

Megoldas:

Tegyiik fel a bizonyitando allitas ellenkezdjét!

Eszerint van harom, egymas utan kovetkezé egész szam (legyenek ezek az
x—1, az x €ésaz x+1 szamok), amelyekre:

(1) (x=D>+x>+(x+1)7 =y, (yeZ).

A miiveletek elvégzése és rendezés utan (1)-bdl kapjuk, hogy:

(2) 3x+2=y". (2 pont)
Az y egész szam 3-mal osztva 0; 1 vagy 2 maradékot adhat. (1 pont)

Az els6 két esetben (2) jobb és bal oldalanak 3-as maradéka nem egyenld, ezért
ez nem lehetséges. (2 pont)

fgy csak y=3k+2 fordulhat el (keZ).
frjuk ezt (2)-be!

3x* +2=03k+2)°,
azaz

3x* +2 =27k +54k*> + 36k +8,



ahonnan rendezés és egyszerisités utan
(3) x* =9k +18k* +12k +2. (2 pont)

(3) szerint az x> szam 3-as maradéka 2, ez azonban lehetetlen, mert a

négyzetszamok 3-as maradéka 0, vagy 1. (2 pont)

Ellentmondasra jutottunk, ezért hdrom egymadas utan kovetkezd egész szam
négyzetének 6sszege valoban nem lehet kobszam. (1 pont)

Osszesen: 10 pont

2. Mennyi az a paraméter értéke, ha az x> =)’ é az (x-a)’+y* =1
egyenletekbdl all6 egyenletrendszernek pontosan harom megoldésa van?
(10 pont)

Megoldas:

Az egyenletrendszernek pontosan harom megoldésa a kovetkezOképpen lehet:
az x, =0 valds szam,
ekkor az egyenletrendszer els6 egyenletébdl kapjuk, hogy
v, =x €8 y,=-x,,
ezzel az (x,;y,) €saz (x;;y,) gyokpar megoldas,
ugyanakkor teljesiil, hogy x, =0,
ekkor a megoldas a (0;0) gyokpar,

¢s ez az eldzbekkel egyiitt éppen harom megoldas.
(3 pont)



Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy az x*> -2ax+a’>+x>-1=0 egyenletnek az

x, =0 gyoke, azaz

ahonnan

a’-1=0,

(3 pont)

Ha a=1, akkor x, =1, y =1, y,=-1, tehat a megoldasok a kdvetkezdk:

€s

Ha pedig akkor

kovetkezok:

a=-1, x, =-1,

€s

Ellenorizheto,
egyenletét kielégitik.

x=1y=1,
x=1lLy=-1

x=0,y=0. (2 pont)

y,=-1, y,=1, tehat a megoldasok a

x=-Ly=-1,
x=-Ly=1
x=0,y=0.

hogy a kapott megolddsok az egyenletrendszer mindkét

(2 pont)

Osszesen: 10 pont



3. Egy 4, végpontu félegyenesen rendre folvessziikk az 4, 4,,..., 4, pontokat
Ggy, hogy 4,4, =1, AA, =3, A4, =5,..., A _A =2n—1.
A kapott 4, 4, szakaszokra a szakaszokkal egyenld oldalhosszusagu

n—1

szabalyos haromszogeket szerkesztiink, amelyeknek a félegyenesre nem
illeszked6 csucsai C,,C,,...,C, .

Bizonyitsa be, hogy az A4,C, szakasz hosszanak szdmértéke minden i-re
egesz !
(i=12;..;n)
Milyen gorbén helyezkednek el a C, pontok?
(10 pont)

Megoldas:

Abrank (1. 4bra) az i-edik szabalyos haromszoget mutatja, melynek a C,

csucsbol induld magassaga m,, és ennek a magassagnak az 4,4 oldalon
levd talppontja F,.

1. abra

A feltételek miatt az 4, 4, szakasz hosszara:
(1) A A =2i-1

teljesiil, ezért (1) alapjan:



) m, = % . (1 pont)

Szamitsuk most ki az 4,4, szakasz hosszat!

Ez a tavolsag egy olyan szamtani sorozat els§ i—1 tagjanak 0sszege, melynek

elsé tagja 3, i—1-edik tagja 2i-1. (1 pont)
Ezért:
3+(2i-1) 2i-1
3 AF, = (i-1)- :
( ) 17 2 (l ) 2
hiszen A_F = 212_1 :

(3)-ban elvégezve a miveleteket:
4) AF =i’ —i—%. (1 pont)

Felirhatjuk az A4 F,C,, -re a Pitagorasz-tételt:

AICi2 = mi2 + A1Fi2 J

azaz
s 2 .
A4C; SpCal Mk +(i* ~ —1)2,
4 2
ahonnan a miiveletek elvégzése utan
(5) AC? =i* =21 +3i* = 2i+1. (1 pont)

(5)jobb oldala teljes négyzet, mégpedig:

AC? =@ —i+1)?,

1

eszerint

(6) AC, =i’ —i+].

Mivel i=1;2;..;n , ezért (6) jobb oldala minden i-re egész szam.



Ezzel belattuk, hogy az A4,C, tdvolsag szamértéke minden i-re egész szam.
(2 pont)
Most valaszoljunk a feladat masodik részében megfogalmazott kérdésre!

Ehhez tekintsiuk a 2. abrat!

0,

2. abra

Az dbran folvettilkk az 4,4, egyenesena P pontotaz A4, ponttol balra,
. . A, A .
mégpedig ugy, hogy P4, = % :% legyen, és az 4,4, egyenesre a P

pontban merdlegest allitottunk, igy kaptuk a 4 egyenest.

Bizonyitani fogjuk, hogy a C, pontok ((i =1;2;...;n)) olyan parabola pontjai,
amelynek fokuszpontja az 4, pont, vezéregyenese pediga d egyenes.

Ehhez elegendd belatnunk, hogy a C, pontnak az 4, ponttol ésa d
egyenestdl mért tdvolsaga egyenlod.

A 2. 4abran a d-re merdleges C.Q, szakasz hosszara:

C.O =AF +A4,4 +PA,,



AO Al

ez pedig (4), valamint 4,4, =1, illetve P4, = :% felhasznaldsaval:

(7) Cin.=i2—i—%+1+%=i2—i+l. (2 pont)

A (6) és (7) 0sszefiiggések szerinta C, pontnak az 4, ponttol ésa d
egyenestdl mért tavolsaga egyenld, tehat a C, pont valoban egy olyan parabola
pontja, melynek az 4, pont a fokusza, vezéregyenese pediga d egyenes.

A kapott 0sszefiiggés minden i-re teljesiil (i =1;2;...;n), ezért az 6sszes C,
pontok a fenti parabolan helyezkednek el. (2 pont)

Osszesen: 10 pont
Megjegyzés: ha a feladat mésodik részében a versenyzd a fenti bizonyitas

helyett a parabola egyenletét jol adja meg, és ebbdl ad helyes valaszt a kérdésre,
az utolso 4 pontot akkor is kapja meg.



