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a gimnaziumok specialis matematikai osztalyainak tanuléi részére

Az els6 fordul6 feladatainak megoldasai

Kérjiik a javito tanarokat, hogy a feladatok javitasakor vegyék figyelembe a verseny-
z0k szaméra kiadott tajékoztatot. Kiilon is felhivjuk szives figyelmiiket az ottani 5. pont
utols6 mondatara, mely szerint minden feladatra csak egy helyes megoldasért jar a meg-
felel6 pontszam. Kérjiik, hogy a dolgozatokon konkrétan jelezzék a hibdkat és az egyes
feladatokra adott pontszamot, a dolgozat kijavitasa utan pedig toltsék ki a dolgozathoz
mellékelt értékels lap rovatait. A dolgozatokat nem kell osztalyzattal mindsiteni. A pont-
szédmok indokolt esetben bonthatok.

A TII. kategoriaban versenyz6 tanulok dolgozatait 15 ponttdl kell tovabbkiildeni az
iskolakbol, kdzvetleniil a versenybizottsagnak: OKTV Matematika III., OKEV, 1363
Budapest, Pf. 19. A feltételeknek megfelel dolgozatok koziil azonban csak azok kiildhetsk
tovabb, amelyek tartalmazzak legalabb két feladat lényegében teljes (5—7 pontos) megolda-
sat. Téajékoztatasul megjegyezziik, hogy a versenyszabalyzatnak az Oktatasi Minisztérium
altal tavaly tortént szigori modositasa miatt a Versenybizottsag legfeljebb 30 versenyzét
juttathat be a dontébe.

A pontozasi atmutatoban a feladatoknak &ltaldban csak egy vagy két megoldasat
kozoljiik; més helyes megoldas vagy megoldasrészlet esetén az ardnyos pontszémot szives-
kedjenek megadni.

Budapest, 2005. december A versenybizottsag
1. feladat
Igaz-e, hogy a 7Tk+3, k = 0,1, 2, ... szdmtani sorozatban végtelen sok palindrom szam

van? (Azokat a szamokat nevezziik palindrom szamoknak, amelyek tizes szamrendszerbeli
alakjaban a jegyeket forditott sorrendben felirva ugyanahhoz a szaimhoz jutunk, pl. 12321.)

Els6 megoldas: Olyan szamokkal probéalkozunk, amelyek els6 és utolso jegye c, kozottiik
pedig t — 1 darab 0 van: ¢(10° + 1). (1 pont)

Megvizsgaljuk 10 hatvanyainak a 7-tel valo osztési maradékait. Ezek 10* = (7 + 3)?
miatt ugyanazok, mint a 3 megfelel hatvinyainak a maradékai. Mivel 3% maradéka —1,

ezért 3% maradéka 1, és igy 3% maradéka is 1. (2 pont)
Ennek alapjan 10% + 1 maradéka 2, és igy ¢ = 5-re 5(10% + 1) maradéka 3. Ezzel
végtelen sok megfelels palindrom szamot kaptunk, az allitas igaz. (4 pont)

Masodik megoldas: Olyan szamokkal probalkozunk, amelyek minden jegye c:
c(1+10+...+10%). (1 pont)
Az 14+10+...+10% szamok kozott végtelen sok 7-tel nem oszthato van, hiszen barmely
jreaz1+10+ ... +107 és 1 + 10+ ... + 107+! szamok koziil legalabb az egyik ilyen,
ugyanis a kiilonbségiik, 107+!, nem oszthato 7-tel. (2 pont)
Ha egy 7-tel nem oszthatd 14 10 4 ... + 10* szdmnak a 7-tel valé osztasi maradéka
1, akkor legyen ¢ = 3, és hasonléan, ha a maradék 2, 3, 4, 5, ill. 6, akkor legyen rendre
c=25,1, 6, 2, ill. 4. Ezzel végtelen sok megfelels palindrom szamot kaptunk, az allitas
igaz. (4 pont)



Harmadik megoldas: Legyen N tetszdleges pozitiv egész szam. Irjunk N tizes szam-
rendszerbeli alakjanak végére egy kés6bb megvalasztando egyjegyt ¢ szamot, majd ezutéan
N szamjegyeit forditott sorrendben. Igy egy K. palindrom szamot kapunk. Ha N jegyei-
nek szama n, akkor K. jegyeinek szama 2n + 1. Megmutatjuk, hogy tetsz6leges N esetén

¢ megvalaszthato ugy, hogy a K. palindrom szam 7k + 3 alaku legyen. (1 pont)
Nyilvan K. = Ky + c10™. (2 pont)
Mivel 7 és 10™ relativ primek, a Ko, K1, ..., Kg szamok teljes maradékrendszert alkot-

nak modulo 7. Igy van kozottiik olyan, amelynek a héttel valé osztasi maradéka 3. (4 pont)

2. feladat

Adott legalabb ketts, de véges sok 1/2F alaku szam, amelyek Osszege legfeljebb 1 (és
minden k pozitiv egész). Lassuk be, hogy a szamok két csoportba sorolhatok tgy, hogy
mindkét csoportban a szamok Osszege legfeljebb 1/2.

Els6 megoldas: A tortek darabszama szerinti teljes indukcioval bizonyitunk. Ha csak
két szam van, akkor mindegyikiik legfeljebb 1/2, igy megfelel, ha az egyik alkotja az egyik
csoportot, a masik pedig a masik csoportot. (1 pont)

Tegyiik fel, hogy az allitas igaz r — 1 tortre, és vegylink tetszGleges r darab tortet,
ahol » > 3.

Ha a tortek kozott van két egyforma, akkor helyettiik tekintsiik ezek Osszegét. Ezzel
eggyel kevesebb 1/2F alakt torthoz jutunk, amelyek Gsszege valtozatlanul legfeljebb 1,
tehat az indukcios feltétel szerint beoszthatok két megfelelg csoportba. Az Gsszegtortet
,visszabontva” igy az eredeti torteknek is egy jo beosztasat kapjuk. (3 pont)

Ha mindegyik tort kiilonbozs, akkor a legnagyobb is legfeljebb 1/2; a tobbiek Gsszege
pedig legfeljebb (1/4) + (1/8) + ... + (1/27) valamilyen j-re, ami (1/2) — (1/27) < (1/2).
Igy megfelel, ha a legnagyobb tortet rakjuk az egyik csoportba, az Osszes tobbit pedig a
maésikba. (3 pont)

Masodik megoldas: Ha a szamok osszege legfeljebb 1/2, akkor akarmilyen szétosztas
megfelel. Egyébként toltsiik fel az els6 csoportot a ,,mohé algoritmussal” rakjuk bele a
legnagyobb tortet, majd a legnagyobb olyat, hogy az dsszeg még legfeljebb 1/2 legyen stb.
Megmutatjuk, hogy a kimaradé szamok Gsszege is legfeljebb 1/2, és igy megfelel, ha ket
rakjuk a mésodik csoportba. (2 pont)

Ha az els6 csoport elemeinek Gsszege, S, pontosan 1/2, akkor a kimaradok Osszege
T<1-(1/2)=1/2.

Tegytik fel tehat, hogy S < 1/2. Ekkor valamilyen j-re
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Ez azt jelenti, hogy minden egyes kimaradoé 1/2% toértben k < j, kiilonben bevehettiik
volna még az elsé csoportba. Igy a kimaradé tortek T Osszegét kozos 2™ nevezére hozva
m < j. Ha T > 1/2 lenne, akkor igy T > (1/2) + (1/2™) > (1/2) + (1/27) ad6dna, de
ekkor S+ T > 1, ami ellentmondés. (5 pont)



3. feladat

A [0,1] intervallumot 999 piros ponttal 1000 egyenls részre, 1110 kék ponttal pedig
1111 egyenld részre osztjuk fel. Mennyi a legkisebb tavolsag egy piros és egy kék pont
kozott, és ez hany pontparnal fordul el6?

Megoldas: A piros pontoknak a k/1000 szamok, 1 < k < 999, a kék pontoknak pedig a
t/1111 szamok, 1 <t < 1110, felelnek meg. Egy-egy ilyen pont tavolsaga

(2 pont)

k t 1111k — 1000t
1000 1111| ‘

1111 - 1000

Itt a szamlalo nem 0, hiszen 1111k = 1000t esetén 1111 | 1000¢, ahonnan (1111,1000) = 1
miatt 1111 | ¢, ami 1 < ¢ < 1110 esetén nem teljesiil. Igy a szamlalo abszolut értéke
legalabb 1, azaz a tavolsag legalabb 1/1111000. (2 pont)

Egyenl6ség pontosan akkor teljesiil, ha 1111k — 1000t = 1 vagy —1. Mindkét lineéris
diofantikus egyenlet megoldhato, mert (1111,1000) = 1. (Kozvetleniil is latszik, hogy
k= -9 t=-10, illetve k = 9, t = 10 egy-egy megoldast ad.) Mivel az Gsszes megoldéas
k = ko + 1000m, t = tg + 1111m, ahol m tetszGleges egész (ez egyszeriien kivetkezik az
(1000,1111) = 1 feltételbdl), tovabba k = 0 vagy ¢t = 0 nem ad megoldést, ezért mindkét
egyenletnek pontosan 1 megoldasa van a k-ra és t-re megadott tartomanyban.

Vagyis a minimalis tavolsag 1/1111000 és ez két pontparnal fordul eld. (3 pont)

4. feladat
Egy tetraédernek legalabb négy éle legfeljebb egységnyi hossztiisagti. Mekkora lehet
maximalisan a tetraéder térfogata?

Megoldas: Két eset lehetséges: 1. A négy él koziil harom egy lapot fog kozre, egy pe-
dig a negyedik csticsbol indul; II. Két lapnak a kozos éltél kiilonb6z6 oldalairél van szo.
Mindkét esetben térfogatnoveléssel (nemcsokkentéssel) eljutunk egy maximalis térfogati
tetraéderhez, majd a kettd koziil kivalasztjuk a nagyobbikat. (1 pont)

I. eset: Legyenek az ABC lapot hatarolé élek 1-nél nem nagyobbak. Ezeket rogzitve
a térfogat akkor maximalis, ha a D csics az ABC siktol a lehet6 legmesszebb, vagyis 1
tavolsagra van. Ekkor a negyedik legfeljebb egységnyi él pontosan 1 és merdleges az ABC'
sikra.

Az ABC haromszog AB oldalat rogzitve a haromszog teriilete akkor maximaélis, ha C
a lehetd legtavolabb van AB-t6l. Mivel AC, BC < 1, ez akkor kovetkezik be, ha AC és
BC mindegyike 1.

Igy az AC B szig legfeljebb 60°. Ha a szoget 60°-ra és ezzel AB-t egységnyire néveljiik,
a haromszog (AC) - (BC) - (sin ACB)/2 teriilete né.

Térfogatndveléssel eljutottunk tehat egy olyan tetraéderhez, amelynek alaplapja egy-
ségoldali szabalyos haromszog és magassaga egységnyi. Ennek térfogata
Vi=(1/3)-(v/3/4)-1=+/3/12. (3 pont)

IT. eset: Legyen AB, BC, AD, DC < 1. Ha ezeket és az AC' élt rogzitjik, a tetraéder
térfogata gy a legnagyobb, ha az ABC és ADC' sikok merélegesek, hiszen adott alaphoz
ekkor tartozik a legnagyobb magassag.



Tartsuk AC-t tovabbra is rogzitetten, és noveljiik az AB, BC, AD, DC oldalakat
egységnyire. Ekkor B is, D is tavolabb keriil AC-t6l, vagyis a tetraéder alapteriilete és
magassaga is nd.

Jelolje az ACB = ACD szoget a, az AC él felez6pontjat pedig F. Ekkor az ABC
alaplap teriilete AC - FB/2 = (sina)(cos ), a tetraéder magassaga pedig F'D = sina.
A térfogat igy f(a) = (sin® @)(cos ) /3.

Keressiik tehat f(a) maximumat, ahol o hegyesszog. A mértani és négyzetes kozép
kozotti egyenlGtlenség szerint

3/3f(a) — 3eosa. sina sino < cos? a + (sin? @) /2 4 (sin® ) /2 _ L
2 V2 V2 T 3 V3

Itt egyenléség teljesiilhet (ha cosa = (sina)/v/2), tehat a maximalis térfogat

3 \V3 27

(Az f(a) = (1 — cos? a)(cos ) /3 fiiggvény maximumat differencidlszamitassal is megkap-
hattuk volna.)
Mivel V5 = 2¢/3 /27 < 2v/3 /24 = V7, ezért a feladat altal keresett maximalis térfogat

Vi =+3/12. (3 pont)
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1

Megjegyzés: Szamoléassal konnyen ellenérizhets, hogy a II. esetben a maximalis térfogat
akkor all el6, ha AC' = BD, illetve, ami ezzel egyenértékii, ha a BAD és BCD sikok is
merdlegesek egymaésra.



5. feladat

Legyen AB az O kozéppontu k kornek egy olyan hurja, amely nem atmérs. Jelolje M
az AB szakasz felezGpontjat, R pedig az OM félegyenesnek a k-val vett metszéspontjat.
Vegyiink fel egy tetszGleges P bels pontot a révidebbik AR iven. A PM félegyenes messe
a kort a () pontban, és legyen S az AB és QR hirok metszéspontja. Az RS és PM
szakaszok koziil melyik a hosszabbik?

k,/

E R

Els6 megoldas: Toljuk el az RS szakaszt gy, hogy az S pont M-be keriiljon. Ekkor az
R pont egy E pontba mozdul el, és az ERSM négyszog paralelogramma. Mivel EM és
RS parhuzamosak, az EM P szog egyenls az RQP szoggel. (2 pont)

Az MS és ER is parhuzamosak, és M S merdleges az OR sugérra, ezért ER érintGje
a k kornek. Igy az ERP szog a k kornek az RP ivhez tartozé érintszara keriileti szoge,
és ezért ez is megegyezik az RQ P szoggel. (2 pont)

(Persze E # R, mert kiilonben M = S teljesiilne, ahonnan P = R kévetkezne.) Igy
viszont az EM P és ERP szogek is megegyeznek, vagyis PERM hurnégyszog, jelolje k a
koriilirt korét. (1 pont)

Mivel ERM derékszog, a Thalész-tétel megforditasa miatt EM a k' kor atmérdje.
Ezért az EPM héromszogben is derékszog van a P cstcsnal. Az EPM haromszognek
PM befogoja, EM pedig atfogoja, ezért PM < EM = RS. (1 pont)

Egyenlség nem allhat, mert ha PM is atmérGje k'-nek, akkor P = F allna fonn, azaz
P rajta lenne az E'R érint6n, ami csak ugy lehet, ha P = R, ezt pedig kizartuk. (1 pont)
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Masodik megoldas: Tiikrozzik a QQ pontot az OR sugar egyenesére. A kapott Q' pont
ismét a k koron van. Ha T jeloli a Q'R és az AB hirok metszéspontjat, akkor S képe a

titkrozésnél T, és igy RS = RT. (2 pont)
Mivel AB és Q'Q is merdlegesek az OR egyenesre, ez a két szakasz parhuzamos. Igy
az RQ'Q és RTM szogek megegyeznek. (1 pont)

(Persze T # M, mert kiilonben Q' = @ az OM egyenesen lenne, és akkor P = R
teljesiilne.) Az RPM = RPQ szog a k korben az R(Q) ivhez tartozo keriileti szog, és igy az
RQ'Q szbg megegyezik az RPM szoggel is. (1 pont)

Ezért az RT'M és RPM szogek is megegyeznek, vagyis PRMT htrnégyszog. Jelolje
k" a koriilirt korét. (1 pont)

Mivel TM R derékszog, a Thalész-tétel megforditasa miatt TR a k' kor atmérGje, PM
pedig hirja. Ezért SR =TR < PM. (1 pont)

Egyenléség nem allhat, mert ha PM is atmérdje a k' kornek, akkor PRM derékszog,
vagyis P rajta van a k kor R-ben huzott érintGjén, és igy P = R, amit a feladat feltétele
kizar. (1 pont)



