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Ertékelési és Vizsgaktzpont
Orszagos Kozépiskolal Tanulményi Verseny, 2005-2006-0s tanév
MATEMATIKA, III. kategoéria

Donts, a gimnéaziumok specidlis matematikai osztalyal részére

Fontos tudnivalok:

1. A dolgozaton nem szabad feltiintetni a versenyzs nevét. A kidol-
gozas soran felhasznalt minden papirlapra irja fel a tanulé a szamjelét.

2. A feladatok megoldasara fordithaté ids: 5 (6t) é6ra. A feladatok
megoldasahoz barmely targyi segédeszkdz (szakkdnyv, példatar, zseb-
szamologép stb.) szabadon hasznalhato (kivéve, ha a feladat szdvege
megtiltja pl. szamitogép hasznalatat). Egyébként azonban dnalléan
kell dolgozniuk a versenyzsknek (és telefon, internet stb. sem hasz-
nalhaté). Programozhaté zsebszamologép igénybevétele esetén mind a
feladat megoldasat szolgaltaté programot, mind pedig magét a megol-
déast meg kell adni.

3. Ha a versenyzd valamelyik feladat megoldédsdban olyan ismeretre ta-
maszkodik, amely nem szerepel a kategéridjdnak matematika torzs-
anyagaban, akkor pontosan hivatkoznia kell arra a forrasra, ahonnan
azt meritette. A versenybizottsig csak kell6en megindokolt megoldaso-
kat fogad el, az eredmény puszta kozlése nem értékelhets. Nem
fogadhaté el kényvbél, példatarbél stb. olyan feladatra torténd hivat-
kozés sem, amely feladatnak a megoldéasa ott nincs kidolgozva.

4. A dolgozathoz nem sziikséges fogalmazvanyt (piszkozatot) készi-
teni, de torekedni kell a megoldasok vilagos, szabatos megfogalma-
zasara és attekinthetd, olvashatéd leirasara. A feladatokat tetszés
szerinti sorrendben lehet megoldani, lehet8leg feladatonként j ol-
dalon. Valamely feladatra adott méasodik megoldéds nem pétolja egy
masik feladat hidnyz6 megoldésat.

5. A dolgozatok elbirdlasanak megkonnyitése céljabol kérjiik a versenyzs-
ket, hogy minden darab papirt adjanak be, amelyen érdemleges munkat
végeztek. A verseny feladatait tartalmazé feladatlapot a versenyzék
megtarthatjéak.

6. Azokat a versenyzsSket, akiknek dolgozatdbdl kétségtelenil megallapit-
haté egyiittmiikddésiik, kizarjuk a versenybél.

Budapest, 2006. méarcius A versenybizottsag
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Orszagos Kozépiskolai Tanulményi Verseny, 2005-2006-0s tanév
MATEMATIKA, III. kategoéria
A donts feladatal
a gimnaziumok specidlis matematikai osztalyainak tanuléi részére

Egy tetszéleges, nem derékszogli haromszog esetén rajzoljuk meg a
talpponti haromszoget, majd ennek a talpponti haromszogét stb. (a
talpponti hadromszog csicsal a harom magassadgvonalnak a hozzajuk
tartoz6 oldalegyenessel valé metszéspontjai). Héany olyan, paronként
nem hasonlé haromszog létezik, amelynek a szogei fokokban mérve
egész szamok, és az eljaras soran el6bb-utébb az eredetihez hasonlé
hiaromszoghoz jutunk?

. Az r és s pozitiv egészekrdl tudjuk, hogy barmely k& pozitiv egészre

ks-nek legaldbb annyi osztéja van, mint kr-nek. Lassuk be, hogy r
osztdja s-nek.

. BEgy kocka élhossza n egység. A feliiletét alkoté 6n? darab egység-

négyzet kozil maximaélisan hanyat lehet kijeldlni tdgy, hogy semelyik
kettének ne legyen kozos oldala?
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Orszagos Kozépiskolal Tanulmanyi Verseny, 2005-2006-o0s tanév
MATEMATIKA, III. kategoria

a gimnaziumok specidlis matematikal osztalyainak tanuléi részére

A dénté feladatainak megoldasai

1. feladat.

Egy tetszbleges, nem derékszogi haromszog esetén rajzoljuk meg a talpponti hdrom-
szoget, majd ennek a talpponti haromszdgét stb. (a talpponti hdromszdg csicsai a harom
magassagvonalnak a hozzadjuk tartozé oldalegyenessel valé metszéspontjai). Hany olyan,
paronként nem hasonlé haromszog létezik, amelynek a szdgei fokokban mérve egész sza-
mok, és az eljaras soran el6bb-utébb az eredetihez hasonlé hdromszoghoz jutunk?

Megoldas: A szokdsos médon jeldlje a haromszog csticsait A, B, C, a megfelel§ szogeket
a, B, 7, a talpponti haromszog megfelels csicsait pedig A', B', C'.

Legyen el8szor az ABC héaromszdg hegyesszogd (1. abra, az dbrakat lasd kiilén la-
pon). Ekkor CB'C'B hurnégyszog, hiszen CB'B<q = CC'B<x = 90°. Ezért BB'C'q =
BCC'«q = 90° — 8. Ugyanigy kapjuk, hogy BB'A'<q = 90° — 3. Ebbél kovetkezik, hogy a
talpponti haromszog B'-nél levs szoge ' = 180° — 2. Hasonléan adédik, hogy a talpponti
haromszog méasik két szoge a' = 180° — 2a, v = 180° — 2.

Vegyiik most azt az esetet, amikor az ABC haromszogben A-nal tompaszog van
(2. 4bra). Az el6z6hoz hasonlé médon a CC'B'B hirnégyszogbdl most azt kapjuk, hogy
BC'B'a = BCB'<a =+, a CC' AA" hurnégyszogbdl pedig azt, hogy A'C'Aq = A'CA« =
~. Innen ' = 27, és hasonléan 8' = 28. Ebb&l kovetkezik, hogy o' = 180° — (8' +4') =
2a — 180°.

Jeldlje az eredeti haromszoget Ho, a talpponti hdromszogét Hq, és altaldban H; talp-
ponti haromszogét H;4+1. Ha H; szogel a;, Bi, v;, akkor az eldz8ek szerint H;41 szogel vagy
180° — 2a;, 180° —24;, 180° — 2;, vagy pedig 2a; — 180°, 25;, 2v;. Ha H szogeinek fokok-
ban vett mérdszamai egészek, akkor H; szogeinek mérdszdmai a fentiek alapjan parosak,
Hy szdgeinek mérSszamai pedig 4-gyel oszthaték. Igy az eredetihez hasonlé haromszoget
csak akkor nyerhetiink, ha Hy szbgeinek a mérdszamai is oszthaték 4-gyel. (Ebben az
esetben az rogton latszik, hogy az eljaras soran sohasem jutunk derékszogt haromszoghoz,
tehat minden H; létezik.)

Megmutatjuk, hogy ez a feltétel nemcsak sziikséges, hanem elégséges is ahhoz, hogy
legyen olyan n > 0, amelyre H, hasonlé Hy-hoz. Ehhez azt fogjuk belatni, hogy ha a K
és L nem hasonlé haromszogek szogeinek mérdszama 4-gyel oszthatd, akkor a talpponti
haromszogeik sem lehetnek hasonlék, vagyis

K'~L < Kn~L (1)

Ebbédl a kivint Hy ~ H, hasonlésag valoban kovetkezik: a Ho, Hi, Ha,... végtelen sok
haromszog kozott lesz két hasonld, hiszen a szogekre csak véges sok lehetdség all fenn,
tehat valamely ¢ < j-re H; ~ Hj, és ekkor (1) alapjan Ho ~ H;_;.

(1) igazolasdhoz tegyiik fel, hogy a K' és L' talpponti haromszogek szogei megegyez-
nek. Ha K és L mindketten hegyesszogiiek, vagy mindketten tompaszogtek, akkor a talp-
ponti hdromszogek szbgeire kapott Osszefiiggések alapjan az eredeti haromszogek szogei is
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meg kell hogy egyezzenek. Ha K hegyesszogi és L tompaszogi, és L egyik hegyesszoge
8, akkor a két talpponti haromszog egyik szogére 26 = 180° — 2v, ahol v a K héaromszog
valamelyik szoge. Innen § + v = 90°, ami lehetetlen, hiszen § és v mérdszdma is oszthatéd
4-gyel, a 90 viszont nem.

A feladatban feltett kérdés megvélaszolasdhoz most mar csak 6ssze kell szamolnunk,
hény olyan (nem csak a tagok sorrendjében) kiilénb6z8 szogharmas létezik, amelyek mé-
részamail 4-gyel oszthatdk, és az Osszegiik 180. Vagyis a 4z + 4y + 42 = 180, azaz az
t + y + z = 45 egyenlet (nem csak a tagok sorrendjében kiilonb6z8) megoldasainak a sza-
méat keressiik a pozitiv egészek korében. Ha a szamegyenesen a 0-t6l felmérjiik az z-et,
utdna az y-t, majd a 2-t, akkor tulajdonképpen az 1,2,...,44 pontok koziil kell kett&t
kivalasztanunk, amit (424)—féleképpen tehetliink meg. Ekkor azonban z, y és z sorrendjét
1s figyelembe vettiik. Ha ¢, y és z paronként kiilonbozsk, akkor ezeknek 6-féle sorrendje

van, ha koziiliik pontosan ketts azonos, amely kozos érték lehet 1,2,...,14,16,...,22, ak-

kor 3-féle a sorrend, és van még az ¢ = y = 2z = 15 eset. Igy a keresett megoldasszam
(%) —21-3-1

22 4+ 5 = 169.

Az Osszeszamolést igy is elvégezhetjiik, hogy az t+y+2 = 45 egyenlet 1 <z <y < 2
feltételeknek eleget tevs megoldéasait keressiik. Tetsz6leges 1 < ¢ < 15-hoz a megfelel§ y,
z = 45 — ¢ — y értékeket az ¢ < y < 45 — x — y Osszefiiggésbdl nyerjiik, azaz ¢ < y <
(45 — z)/2. A megfelel§ y-ok szama igy ¢ = 2k + 1-re (45— 2)/2 — (¢ — 1) = 22 — 3k, és
t = 2tre (44 —2)/2—(z—1)=22—-3t+ 1. Ezeket 0 < k < T-re, illetve 1 < t < 7-re
Osszegezve ugyanugy 169 adédik.

2. feladat.
Az r és s pozitiv egészekrd] tudjuk, hogy barmely & pozitiv egészre ks-nek legaldbb
annyi osztéja van, mint kr-nek. Lassuk be, hogy r osztéja s-nek.

Megoldas: A szokdsos médon b | c-vel jeldljiik, hogy b osztéja c-nek, és d(b)-vel a b pozitiv
osztoinak a szdmat. Ismeretes, hogy ha b torzstényezds felbontasa b = qgl ...qf*, ahol
¢, - .-, q kilonb6zs primek, &1, ..., 8 nemnegativ egészek, akkor d(b) = (81+1)... (d+1).
Tegyiik fel indirekt, hogy r nem osztéja s-nek. Ekkor van olyan p; primszém, hogy
az r a pi1-nek magasabb hatvanyéval oszthatd, mint az s.
Irjuk fel r és s torzstényezss felbontésat (azonos primekkel, esetleges 0 kitevéket is
megengedve):

r = pi! ...p?{", s=pf1...p?", ai, i >0, 1=1,...,4, a1 > p1.
Legyen k = (p2...p;)™ (illetve k = 1, ha 5 = 1). Ekkor

diks) _p1+1 m+B2+1  m+Bi+1
d(k'r)_a1+1 m+as+1 m+aj+1'

Itt a jobb oldali els& tort 1-nél kisebb, a tobbi tért pedig m — oo esetén 1-hez tart. Ezért
elég nagy m-re a jobb oldal 1-nél kisebb lesz. Ez viszont ellentmond annak, hogy a bal
oldal a feltétel szerint barmely k-ra legaldbb 1.
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3. feladat.
Egy kocka élhossza n egység. A feliiletét alkoté 6n? darab egységnégyzet koziil maxi-
malisan hanyat lehet kijellni gy, hogy semelyik kett&nek ne legyen kozos oldala?

Megoldas: Megmutatjuk, hogy a keresett maximum 3n? —2n, ha n péaros, és 3n2 —2n+1,
ha n pératlan.

I. El&szor azt igazoljuk, hogy ennyi egységnégyzet (a tovabbiakban réviden: négy-
zet) kijelolhets. Tekintsiikk a kockat egy vizszintes sikon &llénak. Ekkor a négy oldallap
alkotta ,palast” n x 4n négyzete koziil a sakktdblaszabaly szerint kijelolhetjiik minden
méasodikat, ez tehat 2n? darab négyzet. Ezutin az alap- és fedSlapon két-két alkalmas
parhuzamos szélsS sort elhagyva a megfelel§ oldallapokhoz illeszkedve folytathaté a sakk-
tablas kivalasztés, és igy paros n esetén 2n(n — 2)/2 = n? — 2n, pératlan n esetén pedig
2[n(n—2)/2] = 2(n? — 2n +1)/2 = n? — 2n + 1 tovabbi négyzet kijelolhets (14sd a 3a és
3b abrat).

IT. Most belatjuk, hogy ennél t6bb négyzet nem adhaté meg. Legyen el8szor n péros,
n = 2k.

Nevezziik kornek kiilénbo6z6 négyzetek olyan eq, . .., e, sorozatat, ahol minden 1 < <
r — l-re e;-nek és e;41-nek van kozos oldala, tovabba e,-nek és e;-nek is van kozos oldala.
(Ha a négyzetek helyett azok kézéppontjait vesszik, és az oldalszomszédos négyzetek ko-
zéppontjait éllel 6sszekotjiik, akkor igy egy G grafot kapunk, és a négyzetekbdl 4ll6 korok
a G graf koreinek felelnek meg. A feladat feltétele pedig azt jelenti, hogy G szégpontjainak
egy fiiggetlen részhalmazat kell kivalasztani.)

A kocka feliiletét alkoté négyzetek halmazat 4n darab paratlan hosszisagu kor disz-
junkt egyesitésére fogjuk felbontani. Egy r = 2h + 1 hosszisagi kérbél nyilvan legfeljebb
h = (r[2)—(1/2) darab megfelel5 négyzet valaszthato ki, tehat 4n darab paratlan hosszi-
sagi kor esetén legfeljebb M = (R/2) — (4n/2) négyzet vehets, ahol R a korck Gsszhossza,
vagyis 6n2. Ebbél tehat a kivant M = 3n2? — 2n fels§ becslés adodik.

A 4n darab paratlan kort a kovetkezSképpen képezziik. Nevezziik egy e négyzet és
egy C kockacsics tavolsdganak azt a minimdlis v szdmot, ahdnyszor mindig oldal- vagy
csiics-szomszédos négyzetre 1épve e-bdl egy, a C-t tartalmazd négyzetbe juthatunk. A C-t
tartalmazé 3 négyzetnek tehat a C-t8l valo tavolsdga 0, az ezekkel kozos oldallal vagy
cstcesal rendelkezd 9 Gjabb négyzetnek a C-t8l valé tavolsdga 1 stb. (lasd a 4. abrat).

Vegyilik most minden kockacstcs koriil az att6l0,1,...,(n/2)—1 tavolsdgra levs négy-
zetek halmazat, igy 8 x (n/2) = 4n péaratlan hosszisagua kort kapunk, amelyek diszjunkt
egyesitése éppen az Osszes négyzet (a j tavolsagra levs négyzetek 65 + 3 hosszisagu kort
alkotnak, lasd az 5. 4brat).

Ha n = 2k + 1, akkor ugyanigy vessziik a kockacstcsok koriil az azoktél 0,1,...,k—1
tavolsagra levs négyzetek alkotta 8% darab paratlan hosszisagi kort, valamint két atellenes
kockacstics koriil még az azoktdl k tavolsdgra levs négyzetek alkotta két paratlan kort is.
Ekkor még kimarad 6 darab paros hosszisagu ,ut”, amelyek mindegyike két szomszédos
kockalap kézépvonalanak  majdnem a felébdl” all 6ssze (lasd a 6. abrat). Ez azt jelenti,
hogy Osszesen 8k + 2 paratlan koriink van, tehat a kivilaszthaté négyzetek szama legfeljebb
6n?/2 — (8k +2)/2 = 3n? — 2n + 1, amint allitottuk.



