Oktatasi Hivatal
ﬁ Orszagos Kozoktatési Ertékelési és Vizsgakozpont

A 2006-2007. tanévi matematika OKTV I. kategoria
masodik fordul6janak értékelési-javitasi ttmutatoja
SZAKKOZEPISKOLA

1. feladat

Hatarozzuk meg az m valds szam értékét ugy, hogy az

x> —8x+20

0
mx’ +2(m+1)x+9m+4 )

egyenldtlenség minden valos x-re teljestiljon!

Megoldas:

A szamlalot atalakitva kapjuk, hogy

x?—8x+20=(x—4) +4. (1 pont)
Ez minden x-re pozitiv. Ezért az eredeti feladat ekvivalens azzal, hogy az

mx’ +2(m+1)x+9m+4<0
egyenl6tlenségnek minden x-re fenn kell allnia. ( 1 pont)
Ha m =0, akkor ez azt jelenti, hogy a 2x + 4 < 0. Ez pedig nem igaz minden valds x-re,
példaul x=0-ra sem. (2 pont )
Ha m # 0, akkor masodfokt polinom all az egyenldtlenség bal oldalan. Ahhoz, hogy az
egyenldtlenség teljesiiljon minden x-re, feltétel, hogy

(1) m < 0 legyen, ( I pont)
¢és ne legyen zérushelye, azaz a diszkriminéns negativ legyen.

D=4(m+1)" —4m(Om+4),

D =-32m* —8m+4,

D =—-48m* +2m-1).

D akkor negativ, ha

) 8m* +2m—1>0 (2 pont)
Mivel a (2) bal oldalan all6 masodfoku fliggvény zérushelyei:
m, = L ; m, = 1 (I pont)
1 2 ’ 2 4 p

Ezért a (2) egyenldtlenség m < —% vagy m >i esetén teljesiil. Figyelembe véve (1)-et,
az m < 0 feltételt, a feladat megoldasa
1
m < 5 (2 pont )

Osszesen: 10 pont
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2. feladat

Oldja meg a valds szamokbdl allé szamparok halmazan a kovetkezd egyenletet:
5x% +2xy+2y> —12x—6y+9=0
I. Megoldas
Csoportositsuk az egyenlet bal oldalat, és alakitsunk ki teljes négyzeteket:
5x7 +2xy+2y> —12x-6y+9 =0,
Ax° + x> +4xy —2xp+y° +y° —12x -6y +9=0,

(2 pont )
(4)c2 +4xy+y2)— 6(2x+ y)+9+ (x2 —2xy+y2)= 0,
(2x+)’ —6(2x+ ) +9+ (x> —=2xy+»*) =0,
(2x+y—3)2 +()c—y)2 =0.
( 3 pont )
Két valds szam négyzetének 6sszege akkor és csak akkor nulla, ha mind a két szdm nulla,
azaz
2x+y-3=0 és x—y=0. (2 pont )
Megoldva kapjuk, hogy
x=1,
yo1. (2 pont )
Ez a szampar kielégiti az egyenletet. (I pont)

Osszesen: 10 pont

I1. Megoldas
Tekintsiik az egyenletben ismeretlennek x-et, és y-t paraméternek! Ennek megfeleléen
atrendezve az egyenletet kapjuk, hogy
5x% +2xy+2y> —12x -6y +9=0,
5x7 + x(2y —12)+ (29> -6y +9)=0.
(2 pont )

Az egyenlet megoldasa:

—(2y-12)£(2y—12) —20(2y> -6y +9)

b2 10 ’
-2y —12)%/-36y* + 72y -36
X2 = >
10
—(2y-12)£+/-36(y-1)
Xl’z = 10 .

(3 pont )
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Akkor ¢és csak akkor létezik megoldas, ha a diszkriminans > 0:

-36(y—1)° >0,

azaz
(y-1) <o.
Ez pedig csak y=1 esetén teljesiil. (3 pont )
Ekkor x =1. (I pont)
Az (1,1) szampar kielégiti az egyenletet. (1 pont)
Osszesen: 10 pont
3. feladat

Hény téglalap lathato a rajzon? (A téglalapok oldalai csak megrajzolt szakaszok lehetnek.)

Megoldas
A B
F G H
E D C

Nevezziik el a pontokat az abra jeldlése szerint!

Eldszor szamoljuk 0ssze, hany olyan téglalap van, melyek ,,fliggéleges” oldalegyenese az
ABCD-n beliil van.

A téglalap ,.fiiggdéleges™ hatarold oldalai szamara két egyenest kell kivalasztanunk az 6t

,fuggoleges” egyenes koziil, ezt
5
(J =10-féleképpen tehetjiikk meg. (2 pont )

Ettdl fliggetleniil a ,,vizszintes” két oldalegyenest is 6t ,,vizszintes” egyenes koziil

valaszthatjuk, igy az is
5 , -
[2) =10-féle lehetdség. (I pont)

Eddig 6sszesen 10-10 =100 téglalapunk lesz. ( 1 pont)
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Ezutan hasonldan hajtsuk végre az 6sszeszamlalast az FHCE —n beliili téglalapokra is!

8) (3
Itt (J . (2) = 28-3 =84 téglalapot kapunk. (2 pont )

Ha a kétféle téglalap-szamot 6sszeadjuk, akkor kétszer szamoljuk azokat, amelyek a

GHCD-n beliil vannak. Ezért ezeknek a szdmat le kell vonni az elébbi 6sszegbdl. ( 2 pont )

5)(3
Ezek szama: (ZJ(ZJ =10-3=30. (I pont)

fgy a rajzon lathato téglalapok szama: 100+84-30=154. (I pont)

Osszesen: 10 pont

4. feladat
Legyenek egy haromszog oldalai a,b,c és a belsd szogfelezOknek a haromszog belsejébe
esO darabjai x, y,z hosszisaguak. Bizonyitsa be, hogy

1,1 11,
x y z a b c

Megoldas
Hasznaljuk az abra jeldléseit, ahol p és ¢
parhuzamos a z szogfelezével! Ennek
kovetkezménye, hogy

CB’=a és CA’=b (1 pont)
A z szogfelezdre felirhatjuk a kovetkezd
aranyokat (példaul a parhuzamos szelék
tétele alapjan):

a

(1) —=—, (1 pont)
p a+b
) Z_ b ) (1 pont)
qg a+b
A (1) s (2) Bsszeaddsa utan
£+£:1, ( I pont)
p q
azaz
3) l:l+l. (1 pont)
z p q

Az abréan szerepld AA’C illetve BB’C haromszogekre felirt haromszog-egyenldtlenségek
szerint:



- Oktatasi Hivatal
Orszagos Kozoktatési Ertékelési és Vizsgakozpont

p<2b és q<2a,ezért(3) alapjan: (I pont)
4) l=l+l>i+i. (1 pont)
z p q 2a 2b
Hasonloképpen lathaté be, hogy
5) sl
x 2b 2c
illetve (1 pont)
1 1 1
6) —>—+—. 1 pont
(6) 7 2 2 (1 pont)

(4), (5) és (6) megfeleld oldalait 9sszeadva a
1 1 1.1 1.1

+—+—>—4—+— (1 pont)
X y z a b c

bizonyitand6 egyenldtlenséget kapjuk. )
Osszesen: 10 pont

I1. Megoldas

frjuk fel a BPC, PAC és BAC haromszogek teriileteit, és hasznaljuk fel, hogy

Igpc Tlpsc = lpyc (1 pont)
az sinZ
Lype = 2
BPC 2 >
zb sinZ
Lo = 2
PAC 2 >
absiny
Ipac = ) .
(1 pont)

Tehat

azsin’  zbsin’ .
2 2 _absiny

+
2 2 2

2
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amibdl (felhasznélva, hogy y = 2%) (1 pont)
az sinZ +zb sinZ = ab2sin1cosz,
2 2 2 2
illetve
az+bz:2abcos%. (1pont)
Mivel cos% <1l , ezért (1pont)

az+bz <2ab,
2ab
a+b,

z<

(1 pont)
1 a+b

z 2ab’

4) l>L+L.
z 2a 2b

(I pont)

Hasonloképpen lathaté be, hogy

(5) t>L4l
x 2b 2¢

illetve (I pont)

(6) i>2ic+i' (I pont)

(4), (5) és (6) megfeleld oldalait 9sszeadva a

l+l+l>l+l+l (I pont)
X y z a b c

bizonyitand6 egyenlétlenséget kapjuk. )
Osszesen: 10 pont
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5. feladat
Milyen pozitiv p, g, r primszamokra teljesiil, hogy
(7-p)-Bq+r)+p-q-r=07?
Megoldas:
Mivel p,q,r pozitiv primszamok, ezért p csak 7-nél nagyobb (tehat paratlan) prim lehet,
ellenkezd esetben az egyenlet bal oldala pozitiv lenne, mig a jobb oldal 0.

Ha p > 7, akkor p paratlan, igy (7 - p)- (3q + r) biztosan paros szam, ezérta p-q-r

szorzatban biztosan van egy paros prim, de ez nem leheta p . (3 pont )
Hag=2,
akkor egyenletiink (7-p)-(6+r)+2pr=0.

A muveletek elvégzése utan a
42+7r = p(6-r)

egyenletre jutunk.

Mivel az egyenlet bal oldala pozitiv, ezért a jobb oldalanak is pozitivnak kell lenni, vagyis
r<6

Ezért r =2, r =3, r =5 lehetséges.

A harom esetet megvizsgalva p -re 14, 21, 77 adodik, amelyek nem primszamok, igy q=2

nem ad megoldast. (3 pont )

Har=2,
akkor egyenletiink (7-p)-Bg+2)+2pg=0.
A muveletek elvégzése utan a
(q + 2)- (21 — p) =28 egyenletet kaphatjuk.
Ebbdl — az eldbbi gondolatmenethez hasonloan - 1athato, hogy p < 21.
fgy p lehetséges értékei (mivel p>7):
p=11, p=13, p=17.
A megfeleld p értékekhez g értékét szamolva
q=0,8; q=1,5; g=5 adodik.
Tehat csak p =17 esetén kapunk ¢ -ra primszamot, mégpedig g = 5 -06t. (3 pont )
A feladat megoldéasa: p=17; g =5;r=2. (I pont)

Osszesen: 10 pont



