“OKEV -
ot v SLAKKOZEPISKOLA

A 2006-2007. tanévi matematika OKTYV I. kategoria
elso (iskolai) forduldjanak pontozasi utmutatdja

1. Feladat:

Egy szamtani sorozat harom egymast koveto tagjahoz rendre 3-at, 1-et, 3-at adva egy mértani

sorozat egymast kovetd tagjait kapjuk, amelyek 6sszege 13.

Hatarozza meg a szdmtani sorozat elsd tagjat ¢és kiilonbségét (differencigjat)!

Megoldas:

Jelolje a szamtani sorozat tagjait a —d,a,a+d . Ezek Osszege
(a—d)+a+(a+d)=13-(3+1+3)=6

azaz a=2. 2 pont

fgy a mértani sorozat tagjai 2—d +3, 2+1, 2+d +3 1 pont

crer

% = % 1 pont
ebbdl
25-d* =9
d’> =16
d=4 vagy d=-4
2 pont
Két szamtani sorozatot kaptunk:
a,=-2,d =4 illetve a,=6,d =—4 2 pont
Mind a két sorozat megfelel a feladat feltételeinek. 2 pont

Osszesen: 10 pont

2. Feladat:

Oldja meg az
(x> +6x) ~36=(x+3) +27

egyenletet a pozitiv valds szamok halmazén!



1. Megoldas:

Alakitsuk 4t az egyenletet a kovetkez6 mddon:
(¥ +6x—6)(x* +6x+6)=x"+6x+36. 2 pont
Vezessiink be 0j ismeretlent: y=x>+6x, ekkor a kovetkezd egyenlethez jutunk:
(y—6)(y+6)=y+36,

azaz Y —y=72=0. 2 pont

Az egyenlet megoldasabol y-ra a kovetkezd értékek adodnak:

»=9, y,=-8 1 pont
Visszahelyettesitve y értékét x-re négy eredményt kapunk:
X, =3+32; x2:—3—3x/§; x,=-2; x,=-4. 2 pont
A kapott érétkek koziil csak az elsé szdm pozitiv valos szam, ezért a feladatnak a feltételek-
nek eleget tevé megoldasa:  x=-3+ 2. 2 pont
Helyettesitéssel meggy6zddhetiink az eredmény helyességérdl. 1 pont

Osszesen: 10 pont
11. Megoldas:

Rendezziik az adott egyenletet a kdvetkezd modon:
(x> +6x) =(x+3)" +63. 3 pont

Mivel x*+6x=(x+ 3)2 -9, célszeriinek latszik 01j ismeretlen bevezetése a kdvetkezoképpen:
y=x+3,

ekkor a kovetkezd egyenlethez jutunk:

(*-9) =»*+63,
a muveletek elvégzése utan pedig az

¥ =19y*+18=0 2 pont
hianyos negyedfoku egyenletet kapjuk.
Utobbi megoldasai: y, =1; y, =-1, y, = -3\2; Vy= 32 2 pont
Visszahelyettesitve y értékét x-re rendre a kovetkezd négy eredményt kapjuk:

X =2 x,=-4 x,=-3-3v2; x,=-3+32.

A kapott értékek koziil csak az utols6 pozitiv valds szam, ezért a feladatnak a feltételeknek

eleget tevd megoldasa: x=-3+32. 2 pont



Helyettesitéssel meggydzddhetiink az eredmény helyességéral. 1 pont

Osszesen: 10 pont

3. Feladat:

Az ABC haromszog oldalaira AB> BC > AC teljesiil. A C csucsbol indulé magassag T
talppontja negyedeli az 4B oldalt. Az AB oldal F felezépontjanak a BC oldaltd]l mért
tavolsaga az AB oldal hosszanak negyede.

Mekkorak a haromszdg szogei?

Megoldas:
C
o

A d
A helyes abra: 1 pont
Legyen AT=FK=d.
Ha 4AT = AB, akkor 2FB = AB =4d miatt FB =2d 1 pont
Az FBK derékszogli haromszog révidebbik befogoja az atfogo fele, ezért ez olyan hdromszog,
amelynek hegyesszogei 30°¢s 60°. 2 pont
Az ABC haromszog B csticsndl 1évd szoge: f = 30° 1 pont

Mivel AT = TF=d, az ACF haromszdg C csucsabdl induld magassaga felezi AF oldalt, ezért a
haromszog egyenlészara. 1 pont

Ezért az alapon fekvo szogei megegyeznek, azaz CAT. = a = CFT<.

A CKFT négyszog deltoid, ezért CFT-=CFK/= « 2 pont

A KFB. =60°, ezért KFT 2= 2a=120°, tehat o = 60°. 1 pont



Tehat az ABC haromszog derékszogl, hegyesszogei: 30° és 60°. 1 pont

Osszesen: 10 pont

4. feladat:

A Kovécs hazasparhoz a Szab6 €s a Pék hazaspar vendégségbe érkezik. Vacsordhoz — mind a
hatan —egy kerek asztal koré iiltek.
Mennyi a valdszinlisége annak, hogy sem hazaspar, sem két nd nem keriilt egymas mellé?
(Két iilésrendet akkor tekintiink kiilonb6zdnek, ha legaldbb egy embernek legalabb az egyik
szomszédja masik személy.)
Megoldas:
Szamoljuk 6ssze a kedvezo eseteket!
A hézasparokat jeldlje (A, B), (C, D), (E, F), ahol A, C ¢és E a férfiak. Az elsé személyt,
legyen B barhova iiltethetjiik. Két oldaldra csak C és E iilhet, C mellé csak F, E mellé csak D.
Az F és D kozott kimarado helyre éppen A {ilhet (a hdzaspéarok szemben iilnek).

S pont
Ez az egyetlen lehetdség, hiszen ha B oldalan C és E helyet cserél, ugyanez a sorrend adodik,
csak a koriiljaras irdnya fordul meg.

1 pont
Az 0sszes eset 0sszeszamolasanal az els6 személyt példaul B-t, barhova letiltethetjiik. Itt is
elég az egyik iranyt figyelni: B mellé 5 személy, mellé 4 személy, majd 3, 2, 1 {iltetési lehetod-
ségiink van, azaz 5-4-3-2-1=120 féleképpen iilhettek le. De vegyiik figyelembe, a bal és
jobb sorrendet, igy a tényleges liltetések szama 60.

3 pont
fgy a keresett valdsziniiség: % . 1 pont

Osszesen: 10 pont

5. Feladat:
Héarom egymast kovetd egész szam harmadik hatvadnyanak az 0Osszege milyen feltétel
teljesiilése esetén oszthato 18-cal?

Bizonyitsuk be, hogy a keresett feltétel esetén a fenti 0sszeg 36-tal is oszthato!



Megoldas:
Jeloljik a kozEépsd szamot n-nel, a szoban forgd dsszeget S-sel, ahol ne Z.

Ekkor
S=(n=1y +n* +(n+1) =n* =30 +3n—1+n* + v’ +30* +3n+1=3> +6n (1)
2 pont
Alakitsuk at S-et a kovetkezOképpen:
S =3n’+6n=3n(n"+2)=3n(n*~1+3)=3n(n’ =1)+9n=3n(n+1)(n-1)+9n.
2 pont
Itt az (n—1)n(n+1) kifejezés oszthatd 6-tal, mert harom egymast kovetd egész szam

szorzata, ezért

183(n—1)n(n+1).
Mivel a kéttagt 0sszeg elsd tagja oszthatd 18-cal, ezért az egész kifejezés akkor €s csak akkor
lesz 18-cal oszthatd, ha a mésodik tagja is oszthatod 18-cal.
A 9n viszont akkor és csak akkor oszthatd 18-cal, ha n paros szdm. 2 pont
A 36-tal vald oszthatdsag bizonyitasanal vegyiik figyelembe az (1) atalakitasanal, hogy n
paros szam, azaz n=2m.

Ekkor a kovetkez6 atalakitasokat végezhetjiik el:
S=3n’+6n=3(2m) +6(2m)=24m" +12m=12m(2m’ +1) =
=12m(3m* —m’ +1)=36m’ —12m(m* —1)=36m’ —=12m(m—1)(m+1).

Lathato, hogy mindkét tag oszthatd 36-tal, igy a kiilonbségiik is.
Tehat ha n paros szam, akkor az S mindig oszthat6 36-tal. 4 pont

Osszesen: 10 pont

6. Feladat:

Frédi és Béni jo baratok. Rendszeresen egylitt futnak, illetve gyalogolnak. Egy alkalommal az
A ¢és B telepiilések kozotti tavot ugy teszik meg, hogy egyszerre indulva Frédi a tav elso
felében fut, a masik felében gyalogol, Béni pedig a mozgasidejének a felében fut és a masik
felében gyalogol. Annyira dsszeszoktak mar, hogy mind a futasi, mind a gyalogos sebességiik
azonos a masikéval.

Ki ér elobb A-bol B-be? (A futas sebessége nem kisebb a gyaloglas sebességénél.)



1. Megoldas:

Tekintettel arra, hogy a futds sebessége nem kisebb a gyaloglas sebességénél, ezért aki a
sportolasra szant id0 feléig fut - azaz Béni- és azt kdvetden gyalogol, a tav felénél nem kisebb
tavolsagot tesz meg a futds ideje alatt, ezért Béni nem érhet késobb Frédinél. Egyszerre csak
akkor érkezhetnek a célba, ha a futas és a gyaloglas sebessége egyenld lenne.

Helyes és szabatos indoklas esetén 10 pont jar a feladat megoldasaért.

1I. Megoldas:
Legyen a kozos futasi sebesség v, a kozos gyaloglasi sebesség w, Frédinek az ut feléig a
menetideje ¢, a masik felében 7, . Béninek a teljes utra szamitott menetideje 21!

2 pont
Ekkor felirhato, hogy

(2) Vi, +Wt, = wt +Vt. 1 pont

. 4 .
Mivel vt, = wt,, ezért w= %, igy (2)-ben (felhasznalva még azt is, hogy vt, = wt, ):

2

vt
vt =—--t+vt, 2 pont
ZZ

ahonnan rendezés utan

26, =(1,+1,)t,

melybdl
3) 24ty = 2 pont
t+t,
kovetkezik.

(3) bal oldalan éppen a pozitiv ¢, ¢, szamok harmonikus kozepe 4ll, errdl tudjuk, hogy

@) 2 hth
t+t, 2
(3) ¢és (4) egybevetésébdl adodik, hogy

(5) t+t,22t. 2 pont
(5) szerint Frédi menetideje legalabb akkora, mint Bénié, azaz Béni vagy eldbb ér B-be — ha a
futasi sebesség nagyobb a gyaloglds sebességénél — vagy (ha az emlitett két sebesség
egyenld) egyszerre érkeznek.

1 pont

Osszesen: 10 pont



