% OK EV GIMNAZIUM

Ertékelési és Vizsgakdzpont

Az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
2006-2007. tanévi els6 fordulgjanak feladatmegoldasai
matematikabdl, a II. kategéria szamara

1. Melyek azok a pozitiv egészek, amelyeknek pontosan négy pozitiv osztojuk van és
ezek Osszege 847

1. megoldas: Legyen n a keresett szam. A négy osztd kozott van az 1 és n, legyen
a masik két oszté a és b, 1 < a < b. Hasznaljuk ki, hogy ezek egymas osztéparjai, azaz
ab = n. 1 pont
Ekkor
l4a+b+n=14a+b+ab=(1+a)(l+0b) =84

Ezek szerint a 84-et kell két egész szorzataként felirni. A szorzétényezokrol tudjuk, hogy
3<1l+a<1+b. 3 pont

A lehetséges esetek: 84 =3-28 =4-21=6-14 =T7-12. A négyféle szorzat esetén az
(a; b) parok és a hozzajuk tartozé ab = n érték:

2:27=54, 3-20=60, 5-13=065, 6-11=06.

fgy megkaptuk n lehetséges értékeit, ezek koziil csak az n = 65-nek van 4 osztdja. Az 54,
60 és 66 szamoknak négynél tobb osztdja van, ezek nem felelnek meg. Az n = 65 valéban
j6 megoldas, 14+5H+13+65=84. . 3 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas: Felhasznaljuk, hogy ha n primtényezos felbontasa n = [[ p;*¢, akkor n
osztoinak szdma [[(a; +1). Négy oszté ezek szerint akkor lehet, ha n = p3, vagy n = p; - po
alaku. 2 pont

Ha n = p3, akkor a négy oszté 1, p, p? és p>. Mivel 1 +p + p? + p® = 84, ezért
p(1 4+ p+ p?) = 83. Ezek szerint 83 osszetett szam, ami nem igaz. Ez az eset nem ad
megoldast. 1 pont

Han = p;-po, akkor legyen p; < po. egy szam legkisebb primosztdja nem lehet nagyobb
a szam négyzetgyokénél. Mivel n < 84, ezért p; < /84. Ezek szerint py lehet 2, 3, 5,
vagy 7. Ezeket ellenorizve csak a p; = 5 esetén lesz p, prim:

1+2+p2+2p2:84, — p2:277

1+3+p2+3p2:847 = p2:207
I+5+ps+0pe =84, = py=13,
14+ 74+p+Tpa =84, = py=29,5.

Ezek szerint egyetlen megoldas lehetséges. Ellendrizve, az n = 5- 13 = 65 valéban j6
megoldas, 14+5+13+65=84. . 4 pont
Osszesen: 7 pont



Amennyiben megtaldlja az n = 65 megoldast, de nem bizonyitja, hogy ez az egyetlen
megoldas, akkor legfeljebb 3 pontot kaphat.

Mivel a 84 kis szam, a feladat megoldhaté szisztematikus probédlkozassal, esetvizsgdlattal
is. Igy is megkaphatja a 7 pontot, ha attekinthetd, helyes és hidnytalan az esetvizsgdalat.

2. Az a valés paraméterrel adott az alabbi egyenlet, jelolje az egyenlet valos gyokeit
1 és xo:
22° — 3(a+2)x +9a+1=0.
(a) Hatarozzuk meg a értékét gy, hogy az x1% + 52 kifejezés értéke minimalis legyen.
(b) Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan valds a érték, amely esetén x; és xq is egész szam.
(c) Keressiikk meg az a paraméter olyan egész értékeit, melyek esetén az egyenletnek
egyik gyoke egész.

Megoldas: (a) Hasznaljuk fel a gyokok és egytitthatdk kozotti osszefiiggéseket:

2
3 2 9a+1 9a*+ 32
JJ%+JJ§:(I1+JJ2)2—2I1x2:<(a+)> -2 orl_ o .

2 2 4
Ez akkor lesz minimalis, ha a = 0. 1 pont
Ekkor a méasodfoki egyenletiink 22% — 6z + 1 = 0, ennek diszkrimindnsa pozitiv, két
kiilonbozo valés gyok van, igy az a = 0 valéban j6 megoldas. 1 pont

(b) Tegyiik fel, hogy valamely a értékre x; és xq is egész. Nézziik meg alaposabban
a gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiiggéseket. Mivel a gyokok egészek, Osszegik és
szorzatuk is egész lesz:
3a + 6 9a +1

9 y T1T9 = 5 .

X1+ Ty =

Az 0Osszeg pontosan akkor egész, ha a szamlalé paros, azaz 3a péros, tehdt a paros. A
szorzat pontosan akkor egész, ha a szamlalé paros, azaz 9a paratlan, tehat a paratlan.
Mivel a nem lehet egyszerre paros is és paratlan is, ezért nem lehet mindkét gyok egyszerre
egész. 2 pont

(c) Legyen a egész és =1 az egyenlet egész gydke. Ekkor irjuk fel az eredeti egyen-
letiinket, majd rendezziik at:

272 — 3(a+2)z; +9a+1 =0,

(1) 3a(3 — 1) =223 —21) — 1.

Az (1) egyenlet megmutatja, hogy x; nem lehet 3, hiszen akkor a bal oldal 0, a jobb oldal
-1 lenne. Ezért oszthatunk (3 — x;)-gyel:

3a =2 )
a $1+x1_3



Mivel 3a és 21 is egészek, ezért ml%?) is egész, tehat (r; — 3) értéke 1, vagy -1. Ebbél
adédnak a megoldasaink: az a paraméter megfelel6 értékei a 3 és az 1. Ha a = 3, az egész
gyok az 1 = 4. Ha a =1, az egész gyok az x; = 2. . 3 pont

Osszesen: 7 pont

3. Legyen n egynél nagyobb egész. Egy haromszog oldalainak mérdszamai:
q=2"t2 _gntl 4 on b=ontt _gn 4 on-l c=3-v2.-2"1
Mekkora a haromszog legnagyobb szogének tangense?

Megoldas: A feladatban szereplé haromszoghoz hasonlét kapunk, ha minden oldalanak
hosszat elosztjuk 2"-nel. A megfelel6 1j oldalak betiijelét megtartva:

2
a=2"-2"+1=3, b=21—1+21=2, c:3-\/§-21:3\2/_.

1 pont
A haromszogben a legnagyobb szog a leghosszabb oldallal szemkozt van, ez esetiinkben
az a oldal. 1 pont
Irjuk fel a koszinusztételt:
9 18 9v2
9= 4+4—2>4/_cosoz.
Ebbal .
cos = ——-=.
2V2
3 pont

Mivel a egy haromszog szoge, koszinusza pedig negativ, ezért a legnagyobb szog tom-
paszog. A sin® a+cos? a = 1 azonossagbdl adédéan az o tompaszog tovabbi szogfiiggvényei:
sin o = \/g, és ebbdl tga = —/7. 2 pont

Osszesen: 7 pont.

4. Egy tablara felirunk négy darab egymastél kiilonbo6zo pozitiv egész szamot. Eloszor
letoroliink kettdt, helyettiik felirjuk a letorolt két szam mértani kozepét. A tablan 1évo
harom szam koziil Gjra letoroliink kettdét, helyettiik felirjuk a most letorolt két szam
mértani kozepét. Ezt kovetden a tablan levd két szam mértani kozepe 2.

Mekkora lehetett az eredeti négy szam Osszege?

Megoldas: Legyen a négy szam a, b, c,d. Az els6 két letordlt szam legyen a és b.
Ekkor a tablan van vab, ¢ és d. Most ¢ és d kozil valamelyiket biztos letoroljiik, legyen
ez c. Két lehetéség van: (1.) vab a mésik letordlt, ekkor \/cv/ab és d marad a téblan;
(2.) d a masik letorolt, ekkor vab és ved marad a tablan. 2 pont



(1.) Ebben az esetben a tabldn levé két szam mértani kézepe: (/dy\/cvab = 2.

Ismételt négyzetreemelések utdn abc’d* = 28 adddik. Mivel a 28-nak a 2-n kiviil nincs
mas primosztéja, ezért a szamelmélet alaptétele miatt szamaink felirhatoak a koévetkezo
alakban a = 2%, b = 2Y, ¢ = 2% és d = 2%, ahol z,y, 2, v kiillonb6z6 nemnegativ egészek,
melyekre

r4+y+2z+4v=_8.

Ezen feltételek mellett v lehet 0, vagy 1. Ha v = 0, akkor a lehetséges esetek: z =1,
ekkor x és y valamilyen sorrendben 2 és 4, az eredeti négy szam Osszege: 4+16+2+1=23;
z = 2, ekkor x és y valamilyen sorrendben 1 és 3, az eredeti négy szam Osszege: 24+-8+4+1=15.

Ha v = 1, akkor a lehetséges esetek: z = 0, ekkor x + y = 4 ennek nincs olyan
megoldasa, melyben a valtozok 0-t6l, 1-t6l és egyméstol kiilonbozdek lennének; z = 1,
ekkor x + y = 2 és ennek sincs megfelel6 megoldasa. 3 pont

(2.) Ebben az esetben a tablan lev6 két szam mértani kozepe:

VabVed = 2, azaz abed = 2.

Az elsO eset mintajara dolgozhatunk, a kovetkezot kapjuk: x +y+ z+v = 4. Ennek nincs
kiilonboz6 nemnegativ egészekbdl allé megoldésa. 2 pont

A téblan eredetileg szereplé négy szdm Osszege tehat 23, vagy 15 lehetett.
Osszesen: 7 pont.

5. A hegyesszoglt ABC haromszog AC oldaldnak mely P pontjara lesz a PB% + PC?
0sszeg minimalis?

Megoldas: Legyen a B cstics AC-re es6é merdleges vetiilete 7. Ekkor a Pitagorasz
tételt alkalmazva
PB* + PC? = BT* + PT* + PC”

3 pont




A jobb oldalon BT értéke dllandé, ezért PT?+PC? minimumadt keressiik. A PT?+PC?
minimuma ugyanakkor van, mint w

szamtani kozepek kozotti egyenltlenséget:

| PT? + PC*? S PT + PC
2 - 2 '

A jobb oldal akkor a legkisebb, ha P a C'T" szakaszon van, ekkor a jobb oldal alland6. A
bal oldali kifejezés tehdt akkor minimaélis, ha P rajta van C'T-n és a négyzetes és szamtani
kozép egyenld, ekkor PT = PC. 4 pont

A PB? + PC? 6sszeg akkor minimalis, ha P a TC szakasz felez6pontja, azaz a BC
szakasz felezOpontjanak a AC-re es6 merdleges vetiilete.

minimuma. Alkalmazzuk a négyzetes és

Osszesen: 7 pont.



