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Feladatlap és megoldasok

A donto feladatai

1. Melyek azok az (a;b;c) rendezett valds szdmhéarmasok, amelyekre ha az a,b,c
barmelyikét kivonjuk a masik kettd szorzatabdl, igy 2007-et kapunk?

2. Adott egy parabola és sikjadban a P kiils6 pontbdl hizott két érinto, rajtuk az A
illetve B érintési ponttal. A parabola az ABP haromszoget egy X teriiletii konvex és egy
Y teriileti konkév részre osztja. Igazoljuk, hogy az X : Y ardny nem fiigg a kiils6 P pont
megvalasztasatol.

3. Egy négyzetet oldalaival parhuzamos egyenesekkel 16 egybevagd négyzetre bontunk.
Ezeket a négyzeteket pirosra vagy kékre szinezhetjiik a kovetkezoé modon: egyszerre egy
2 x 2-es vagy 3 x 3-as (az oldalakkal parhuzamos) négyzet 4 illetve 9 négyzetének szineit
valtoztathatjuk ellenkezére. Kezdetben mind a 16 négyzet piros.

(a) Az elobbi lépések egymasutédni alkalmazasaival elérheté-e, hogy a fels6 sor balrdl
masodik négyzete kék, a tobbi 15 négyzet piros legyen?

(b) Bizonyitsuk be, hogy legfeljebb 2'2 féle szinezés lehetséges. A forgatdssal és/vagy
tiikrozéssel egymasba vihetd szinezéseket is kiillonbozoknek tekintjiik.

Valamennyi feladat helyes megoldasa 7 pontot ér.
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A donto feladatainak megoldasai

1. Melyek azok az (a;b;c) rendezett valds szamharmasok, amelyekre ha az a,b,c
barmelyikét kivonjuk a masik kettd szorzatabdl, igy 2007-et kapunk?

Megoldas: A feladat feltételei alapjan:
(1) ab—c=2007, (2) ac—b=2007, (3) be—a=2007.
Vonjuk ki (1) jobb és bal oldalabdl (2) megfeleld oldaldt, majd alakitsunk szorzatté:
(4) ab—ac—c+b=(a+1)(b—c)=0.

Szorzat akkor 0, ha valamelyik tényezéje 0. Ha a = —1, akkor (1) alapjan ¢ = —2007 — b,
ezt helyettesitjitk a (3) alapjan kapott be — 2006 = 0 egyenletbe. Ekkor b(—2007 — b) —
2006 = (—2006 —b)(b+1) = 0, amibdl b = —2006, vagy b — —1. Az (a; b; ¢) megoldésaink:
(-1;-1;-2006), illetve ennek mds sorrendjei (-1;-2006;-1;) és (-2006;-1;-1). Mivel a hdrom
valtozo szerepe szimmetrikus, megkaptuk az 6sszes olyan megolddst, amikor koziilitkk az
egyik -1.
3 pont
A tovébbiakban egyik véltozé se legyen -1, ekkor (4) miatt b — ¢ = 0. Tehat b = ¢, de
ugyanigy kovetkezik ¢ = a és a = b is szerepcserével. A megoldandé egyenlet ekkor b-vel

felirva:
b* — b = 2007.
Ennek megoldésai:
1+ /8029
b]‘g — T

Az igy adodo (a; b; ¢) megoldédsok:

(1 +/8029 1+ /8029 14 \/8029) “ ( 1-+/8029 1— /8029 1-— \/8029)
2 2 2 2 2 2 ‘

Ot olyan rendezett szdmharmas van, amely a feladat feltételeinek eleget tesz.
. 4 pont
Osszesen: 7 pont

2. Adott egy parabola és sikjaban a P kiilsé pontbdl htizott két érintd, rajtuk az A
illetve B érintési ponttal. A parabola az ABP haromszoget egy X teriiletii konvex és egy
Y teriileti konkdv részre osztja. Igazoljuk, hogy az X : Y arany nem fiigg a kiilsé P pont
megvilasztasatol.
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Megoldas: Mivel barmely két parabola hasonld, elegendé az allitast a derékszogl
koordindtarendszer y — x? paraboldjdra beldtni. 1 pont

Legyenek A és B koordinétdi rendre (a,a?) és (b,1?), ahol a < b feltehets. Az A és B
pontbeli érintok meredeksége rendre 2a és 20. Az érintok egyenlete

y —a? = 2a(z — a) és y—b®=2b(z —b).

a+b
E két egyenes metszéspontja P, koordinatai az el6zo két egyenletbol adédoan —12_ ,ab |.

2 pont

Az A és B pontokon dthaladé egyenes egyenlete (a+ b)x — y — ab = 0. Ezt normaéljuk,

behelyettesitjiik P koordinatait, igy megkapjuk az ABP haromszog P-hez tartozé mag-
assagat:

(a+b)tt—ab—ab  (b—a)?
V0a+b)2+1 2/(a+b)2+1
Ennek felét megszorozzuk az AB szakasz hosszaval, igy megkapjuk az ABP haromszog
teriiletét: ; " 5
Tapp — b-9 \/ b2 — —a)? = (b—a) .
4\/ (a+b)?2+1 4

(Az A, B, P pontok ismeretében az ABP hdromszog teriilete azonnal felirhaté, erre hi-
vatkozhat bizonyitas nélkiil is. Megoldhato tobb mas mddon, pl. vektoridlis szorzassal,
determinédnssal, téglalapba foglaldssal.)

1 pont
Szamoljuk ki a konvex rész X teriiletét. Legyen A’ és B’ rendre (a,0) és (b,0).
b - 24?1, b a)
X:TAA’B’B_/ $2d:1;:(b_a)a + __(b3_a3): ( a) )
[ 2 3 6
2 pont

Az ABP hiaromszog és X ismeretében Y értéke: Y = Tyupp — X. A keresett ardny
ezek szerint nem fiigg az a és b paraméterektol, barmely kiils6 P pont esetén

X:Y=X:(Tapp—X)=2:1.

. 1 pont
Osszesen: 7 pont

3. Egy négyzetet oldalaival parhuzamos egyenesekkel 16 egybevagd négyzetre bontunk.
Ezeket a négyzeteket pirosra vagy kékre szinezhetjiik a kovetkezé modon: egyszerre egy
2 x 2-es vagy 3 x 3-as (az oldalakkal parhuzamos) négyzet 4 illetve 9 négyzetének szineit
valtoztathatjuk ellenkezére. Kezdetben mind a 16 négyzet piros.

(a) Az elébbi lépések egymasutdni alkalmazasaival elérheto-e, hogy a felsé sor balrdl
masodik négyzete kék, a tobbi 15 négyzet piros legyen?

(b) Bizonyitsuk be, hogy legfeljebb 2'% féle szinezés lehetséges. A forgatédssal és/vagy
tikrozéssel egymasba vihetd szinezéseket is kiillonboézoknek tekintjiik.

2
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Megoldas: (a) Megszamozzuk a négyzeteket az dbra szerint:

1 ({213 |4
516|718
9 1101112
13 (14| 15|16

Osszesen 9 féle 2 x 2-es és 4 féle 3 x 3-as véltoztatds lehetséges, Osszesen 13. Jelolje Sket
Vi, 1 <i < 13. Tekintsilik a kovetkezo 8 négyzetet, melyek szamai: 2, 3, 5, 9, 8, 12, 14 és
15. Minden V; ezek koziil paros soknak valtoztatja meg a szinét, ezért a 8 négyzet kozott
a pirosak szdma mindig paros marad. Ezért nem érhetd el, hogy a 2-es szamu négyzet
kék, az Osszes tobbi piros. 3 pont

(b) Ha barmely V;-t kétszer elvégezziik, az elhagyhato a lépéssorozatbol, hiszen nem
valtoztat semmit. Egy lépéssorozaton beliil a V;-k sorrendje tetszolegesen megvéltoztathato,
hiszen minden mez6é pontosan annyiszor valt szint, ahdnyszor szerepel a lépéssorozatot
alkoté valtoztatasokban. Ezek szerint minden lépéssorozat megfeleltetheté a 13 fajta
véltoztatds egy részhalmazédnak, melyben pontosan azok a V;-k szerepelnek, amelyek a
lépéssorozatban pdratlan sokszor fordultak eld. Az ilyen részhalmazok szdma 23, ennél
tobb lehetséges szinezés nem lehet. 1 pont

Megmutatjuk, hogy a részhalmazok parokba dllithatok gy, hogy a par mindkét tagja
ugyvanazt a szinezést eredményezi. Igy a lehetdségek szamat elfelezziik és a (b) rész
allitasat kapjuk.

Minden részhalmaznak legyen a péarja a komplementere. Minden mezo szinét az Gsszes
koziil éppen paros sok V; valtoztatja meg. Az 1, 4, 13, 16 sarokmezoket egy 2 x 2-es és egy
3 x 3-as; az (a) részben vizsgdlt mezoket két-két 2 x 2-es és két 3 x 3-as; a kozépen levd 6,
7, 10, 11 mezoket négy 2 x 2-es és mind a négy 3 x 3-as. Ezért minden egyes mez6 esetén
ha az 6t valtoztatd Vi-k kozil paros sok van egy részhalmazban, akkor paros sok van a
komplementerben is, ilyenkor sem a részhalmaznak, sem a komplementernek megfelelé
lépéssorozat utan nem valtozik az adott mezo szine. Ha pedig az 6t valtoztatd Vi-k koziil
paratlan sok van egy részhalmazban, akkor paratlan sok van a komplementerben is, igy
a megfeleld lépéssorozatok utdn mindkétszer megvaltozik az adott mezd szine. A parok
ugyanazt a szinezést adjak minden mezore, tehat az egész négyzetre is, ezzel a bizonyitdst
befejeztiik.

. 3 pont
Osszesen: 7 pont



