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Az els6 fordulé feladatainak megoldasai

Kérjiik a javito tanarokat, hogy a feladatok javitasakor vegyék figyelembe a verseny-
zGk szamara kiadott tajékoztatot. Kiilon is felhivjuk szives figyelmiiket az ottani 5. pont
utols6 mondatara, mely szerint minden feladatra csak egy helyes megoldésért jar a meg-
felel6 pontszam. Kérjiik, hogy a dolgozatokon konkrétan jelezzék a hibakat és az egyes
feladatokra adott pontszamot, a dolgozat kijavitasa utan pedig toltsék ki a dolgozathoz
mellékelt értékels lap rovatait. A dolgozatokat nem kell osztalyzattal minGsiteni. A pont-
szamok indokolt esetben bonthatok.

A TII. kategoridban versenyzé tanulok dolgozatait 15 ponttol kell tovabbkiildeni az
iskolakbol, kézvetleniil a versenybizottsagnak: OKTV Matematika III., Oktatési Hi-
vatal, 1363 Budapest, Pf. 19. A feltételeknek megfelels dolgozatok koziil azonban csak azok
kiildhetSk tovabb, amelyek tartalmazzak legalabb két feladat lényegében teljes (57 pontos)
megoldasat. Tajékoztatasul megjegyezziik, hogy tovabbra is érvényes a versenyszabéalyzat-
nak az Oktatasi Minisztérium altal tortént szigortt modositésa, és igy a Versenybizottsag
legfeljebb 30 versenyz&t juttathat be a dontébe.

A pontozasi dtmutatéban nem szerepld més helyes megoldas vagy megoldasrészlet
esetén az aranyos pontszamot sziveskedjenek megadni.

Budapest, 2007. november A versenybizottsag

1. feladat

Az ABCD sikbeli négyszog atloinak (konkav négyszog esetében az atloegyeneseinek)
metszéspontja M, az AMB, BMC, CMD é DMA haromszogek silypontjai rendre a
P,Q,R,S pontok, a BCD, ACD, ABD és ABC haromszogek silypontjai pedig rendre
az X,Y,Z W pontok. Bizonyitsuk be, hogy az X,Y,Z, W pontok a PQRS négyszog
oldalegyenesein vannak.

Els6 megoldas: A megadott nagybetiis pontokba (egy adott kezd6pontbol) mutatéd vek-
torokat jeloljiik a megfelel6 kisbettivel, azaz pl. a az A-ba mutatoé vektor. Megmutatjuk,
hogy X az RQ egyenesen fekszik (a tobbi ugyanigy igazolhat6). Ehhez azt kell belatni,
hogy alkalmas A szamra () x = Ar + (1 — \)q. (1 pont)
A sulypont képlete miatt

b+c+d m+c+d b+c+m
X=—F——} I'=——(— q=——. (3 pont)
3 3 3
Ezt (x)-ba beirva, 3-mal szorozva és rendezve, a (x)-gal ekvivalens Ab + (1 — A\)d = m
egyenlGséghez jutunk. (2 pont)
Ez pedig valéban igaz, hiszen M a BD egyenesen fekszik. (1 pont)



Masodik megoldas: Megmutatjuk, hogy az X pont az RQ) egyenesre illeszkedik (a tobbi
ugyanigy igazolhat6). A BMC, M DC és DBC haromszogek mindegyikének a C' csiicesal
szemkozti oldala a BD &tloegyenesen fekszik. E haromszogek stulypontjait C' kézépponti
2/3 aranyu zsugoritassal (kézéppontos hasonlosaggal) kapjuk ezeknek a haromszogolda-
laknak a felez6pontjaibol, F-bél, F-bél és G-bdl. (4 pont)

Emiatt a @, R és X pontok illeszkednek a BD egyenesnek a zsugoritasnal keletkezd képére,
tehat kollinearisak. (3 pont)

2. feladat
Legyen f a pozitiv valos szamokon értelmezett valos értékd fliggvény, amelyre minden
x, y esetén f(xy) < xf(y). Igazoljuk, hogy minden z, y-ra f(zy) = zf(y).

Megoldas: Elég az egyenlGséget az y = 1 specidlis esetben belatni, azaz hogy minden x-re

f(x) = xf(1), ugyanis ekkor barmely y-ra f(xy) = (xy)f(1) és xf(y) = z(yf(1)), azaz
valoban f(zy) =z f(y). 3 pont)

1 1
A feltétel szerint f(; x) < Ef(:c)

Innen atrendezéssel f(x) > zf(1).
Ezt az f(x) < xf(1) feltétellel sszevetve valoban a kivant f(z) = xf(1) adodik.

(
(2 pont)
(1 pont)
(1 pont)

3. feladat

A térbeli A, B, C, D és E pontok koziil semelyik négy sem esik egy sikba. Az A és
B pontokat elvalasztja a CDFE sik (vagyis A és B a CDFE sik kiilonboz6 oldalara esik).
Hasonloan, B-t és C-t elvalasztja az ADFE sik, C-t és D-t elvalasztja az ABE sik. Mutassuk
meg, hogy ekkor D és F az ABC siknak ugyanarra az oldaléra esik.

Els6 megoldas: Az ABCD tetraéder lapsikjai a teret tizenot tartoméanyra vagjak fel.
Ezek egyike maga a tetraéder. Négy tovabbi tartomany tamaszkodik a tetraéder egy-
egy lapjara, jeloljik ezek koziil Rapc-vel azt, amelyik az ABC' lap mentén szomszédos a
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tetraéderrel, Rapp-vel az ABD lap mentén szomszédosat stb. Tovabbi hat tartomany a
tetraéder egy-egy éle mentén szomszédos vele, az AB él mentén csatlakozot jeloljiik Rap-
vel, stb. Végiil négy tartomany a tetraéder egy-egy csticsdban csatlakozik, jeloljiik ezeket
R 4-val, Rp-vel, Rg-vel és Rp-vel. (2 pont)
Az F pont a tizenot tartoméany valamelyikének a belsejében helyezkedik el. Megvizsgaljuk,
hogy ezek koziil melyek felelnek meg a feladatban szerepld elvalasztasi kovetelményeknek.
A CDFE sik csak akkor valaszthatja el egyméstol az A és a B pontot, ha belevag a tet-
raéderbe, ezért az E pont nem tartozhat a tetraéder C'D élegyenese mentén keletkezd
lapszogtartoményénak egyik kiegészits lapszogtartomanyahoz sem. Ez a két lapszogtarto-
mény az RACD; RAC; RAD; RA, illetve az RBCD7 RBC, RBD; RB tartomémyok egyesitése.
A fenti elvalasztas esetén tehat E nem eshet e nyolc tartomany egyikébe sem. (3 pont)
Hasonloképpen, ha az ADE sik elvalasztja B-t és C-t, akkor E nem lehet az Rapp, Rap,
Rpp, R, Racp, Rac, Rop, Rc tartomanyokban. Végiil, ha az ABFE sik elvalasztja C-t
és D-t, akkor E nem lehet az RABC; RAc, RBC» Rc, RABD; RAD, RBD7 RD tartoma-
nyokban sem. (1 pont)
Lathato, hogy a feladat feltételei a tizenot tartomany koziil csak a tetraéder belsejét nem
zarjak ki mint az E pont lehetséges elhelyezkedését. Tehat E az ABCD tetraéder belsd
pontja. Ekkor persze D és E az ABC siknak ugyanarra az oldalara esik. (1 pont)

Masodik megoldas: Indirekt moédon tegyiik fel, hogy az ABC sik elvalasztja a D pontot
E-t8l. Ekkor a DE egyenes dofi az ABC sikot; nevezziik a doféspontot D’-nek. A feladat-
ban szerepld térbeli elvalasztasi feltételek ezutdn rendre atfogalmazhatok az ABC' sikon
beliili, D’-re kirott feltételekké. (3 pont)
A CDE sik elvalasztja A-t és B-t, ezért ennek a siknak az ABC sikkal alkotott metszésvo-
nala, a C D’ egyenes elvalasztja 6ket az ABC sikban. Ez azt jelenti, hogy a D’ pont az ABC
siknak az 1. dbra szerint arnyékolt (a hataregyeneseket nem tartalmazo) tartomanyéban
van. (1 pont)

/A B /A B /A B
1. abra 2. dbra 3. abra

Hasonloan, a masodik feltétel alapjan az AD’ egyenes elvalasztja B-t és C-t, emiatt D'-nek

a 2. dbran arnyékolt tartomanyban kell lennie. (1 pont)
Végiil a harmadik feltételbsl kovetkezSen az AB egyenes elvalasztja C-t és D’-t, az ennek
megfelel6 D’ pontok a 3. 4bran arnyékolt félsikban vannak. (1 pont)
Miutan a harom tartoménynak nincs koézos pontja, ellentmondasra jutottunk, ezért az
ABC sik nem valasztja el D-t E-t6l. (1 pont)



Megjegyzés: Kiolvashaté a megoldasbol az is, hogy ugyantgy ellentmondésra jutunk, ha
csak annyit teszlink fel, hogy a D’ doféspont a DFE egyenesen az E pontnak ugyanazon az
oldalan van, mint D. Ha az ellentétes oldalon van, akkor a harmadik feltételbdl a 3. abran
éppen a komplementer félsikot kapjuk, és igy a harom tartoménynak nem iires a kozos
része: éppen az ABC haromszog belseje. Mindebbdl az kovetkezik, hogy a feladatbeli
harom feltétel akkor és csak akkor teljesiil, ha az F pont az ABC'D tetraéder belsé pontja.

Harmadik megoldas: Tekintsiik az ABCD tetraédert, és vizsgaljuk ehhez képest az
E pont helyzetét. A tetraéder valamely lapsikjahoz tartozo két féltér koziil nevezziik azt
pozitiv féltérnek, amelyik a tetraédert tartalmazza, a masikat negativnak. Az F ponthoz
igy négy elGjelet (a +1 vagy —1 szamok egyikét) rendelhetiink aszerint, hogy E a négy
lapsiknak pozitiv, illetve negativ oldalara esik. (1 pont)
Legyen ez a négy elGjel a, b, ¢ és d, mégpedig tgy, hogy a tartozzon a BCD lapsikhoz,
ba CDA-hoz, c a DAB-hez és d az ABC-hez. A feladatban szerepl§ elvalasztési feltételek
ezekre az elGjelekre nézve rendre az a = b, b = ¢, illetve ¢ = d egyenl&ségeket jelentik.

(3 pont)
Ezekbsl a = b = ¢ = d adodik. Ez a kozos érték csak tgy lehetne —1, ha E a negativ
félterek kozos pontja volna. A negativ féltereknek viszont nem lehet kozos pontja. Egy
ilyen pontba helyezkedve ugyanis a tetraéder mind a négy lapjat kiviilrsl latnank, ami
lehetetlen. (A tér barmely, a tetraéderhez nem tartoz6 E pontjabol indithatunk olyan
félegyenest, amely a tetraéder hatarat két lapon is dofi; a méasodik dofésponthoz tartozo

lapsiknak E biztosan a pozitiv oldalan van.) (2 pont)
Tehat a kozos elGjel +1, vagyis az E pont az ABCD tetraéder belsejében van. Ekkor
persze D és I/ az ABC siknak ugyanarra az oldalara esik. (1 pont)
4. feladat

Van-e olyan, valos szamokbol 4llo, a [0, 1] intervallumba es6 A végtelen halmaz, amely
nem tartalmaz haromtagt szamtani sorozatot, de barmely két A-beli elem ko6zé is esik
A-beli elem?

Els6 megoldas: Megfelel pl. azon [0, 1]-beli véges tizedes tortek A halmaza, amelyekben
csak 0 és 1 szamjegy fordul eld. (4 pont)
A valéban nem tartalmaz haromtagt szamtani sorozatot, hiszen a,b,c € A, a +c¢c = 2b
esetén 2b tizedes tort alakjaban minden szadmjegy 0 vagy 2, és 2 csak tigy johet 1étre, hogy
ezeken a helyeken a-ban és c-ben is 1-es szdmjegy &ll, a tobbi helyen pedig 0, tehat csak

a = b = c lehetséges. (1 pont)
Ha a,b € A, a < b és a benniik szerepl tizedesjegyek szama kisebb k-nél, akkor legyen
c=a+107% Ekkor c€ Aésa<c<b. (2 pont)

Megjegyzés: A konstrukcio egy varidnsa, ha A azokbol a (végtelen) tizedes tortekbdl all,
amelyekben csak 0 és 1 szamjegy fordul eld, de nullabol végtelen sok van (a véges tize-
des torteket ugy tekintjiik, hogy egy id6 utan minden jegyiik 0). Ha a,b € A, a < b,
akkor a kovetkezGképpen kaphatunk kozéjiik es, A-beli ¢ elemet: megkeressiik az elsd
olyan helyiértéket, ahol a-ban 0, b-ben pedig 1 &all, és legyen ¢ = a + 107%, ahol k egy
olyan késébbi helyiérték, amelynél a-ban 0 all. Ennek a konstrukciéonak az az érdekessége,

4



hogy igy kontinuum szdmossdgi A halmazt kapunk, mig a tobbi esetben nyert A csak
megszamlalhato.

Megjegyezziik még, hogy az 0Osszes, csak 0 és 1 tizedesjegybdl allo szam nem felelne
meg (tehat azokat a szamokat valoban ki kellett zarni, amelyekben egy id6 milva minden
jegy l-es): ekkor pl. 0,01111... és 0,10000. .. koz6tt nem lenne A-beli elem. (Az ily médon
hibas konstrukci6 esetén maximum 4 pont adhato.)

Masodik megoldas: Az A halmaz ag, aq, ... elemeit rekurzive fogjuk megadni, az alabbi
algoritmus szerint. Legyen (pl.) ag = 0, a; = 1. Vélasszuk meg elGszor as-t ugy, hogy ne
keletkezzék haromtagu szamtani sorozat, azaz as # 1/2. A kovetkezs lépésben vélasszuk
meg elészor ag-at ag(= 0) és ag kdzé, majd as-et ag és a1 (= 1) kozé, hogy ne j6jjon létre

haromtagi szamtani sorozat. (2 pont)
Altalaban, ha mar ag, ay, . . ., asx megvan, akkor ezek a [0, 1] intervallumot 2% részre osztjak
fel, és a kovetkezs lépésben ezekbe egymés utédn valasszunk egy-egy elemet tgy, hogy ne
keletkezzék haromtagu szamtani sorozat. (2 pont)
Egy-egy 1j szam kivalasztasakor a feltétel csak véges sok szamot zér ki, hiszen egy x akkor
nem valaszthatoé a kovetkezd a;-nek, ha az ag,...,a;_1 szamok koziil kettével szamtani
sorozatot alkot, azaz = 4+ a = 2a’ vagy a + a’ = 2z tipust egyenlSségnek tesz eleget, ahol
a és a' az ag,...,a;—1 szamok koziil két kiillonbozot jelol (Gsszesen legfeljebb 3i(i — 1)/2
ilyen tilos = érték lehet). (2 pont)

Mivel egy intervallumban végtelen sok valos szam van, ezért az eljaras nem akad meg.
A konstrukciobdl az is vildgos, hogy barmely két A-beli elem kozott talalhato A-beli elem.
(1 pont)

A kovetkezd harom megoldashoz elérebocsatjuk, hogy az ott szereplé konstrukciok termé-
szetes modon felmeriil§ 6tletek, azonban annak igazolésa, hogy ezek valoban rendelkeznek
a megkivant tulajdonsagokkal, a kozépiskolaban (&ltaldban) nem szerepld ismeretekre ta-
maszkodik.

Harmadik megoldas: Megfelel6 A halmazt alkotnak azoknak az 1 < r < 10 racionélis
szamoknak a tizes alapu logaritmusai, amelyeknek a szamlaloja és a nevezGje is (pozitiv)
primszam. (2 pont)
Ezek kozott valoban nincs haromtagi szamtani sorozat. Ha ugyanis a p;, ¢; primekre

2
P1 P2 P3 pip2 P
lg— 4+ lg— =21lg=—, akkor = —;’, azaz p1p2q§ = qqupg.
q1 q2 qs 4192 q3
Mivel ps # q3, ezért a szamelmélet alaptétele alapjan az egyenlGség csak tgy teljesiilhet,
ha ¢1 = g2 = g3 és p1 = p2 = ps. (2 pont)

Ahhoz, hogy barmely két A-beli elem kozé is esik A-beli elem, megmutatjuk, hogy bar-
mely két 1-nél nagyobb valos szam kozé esik két primszam hanyadosaként felirhaté szam.

(Ugyanez igazolhato két tetszoleges valos szamra is — abban az esetben persze nega-
tiv primszamokat is igénybe kell venniink — , azaz az ilyen szamok mindeniitt strtek a

szamegyenesen.) Legyen d > ¢ > 1, jelolje tovabba p,, az n-edik primszdmot. A primszam-
tételbdl kovetkezik, hogy pn+1/pn — 1, ha n — oco. Ebbdl kovetkezik, hogy minden elég
nagy n-re p,i1/pn < d/c. Tekintsiik (egy ilyen n-re) az

g = Potl. o Pave o Payz. o Pags o Pats,

Pn Pn Pn+1 ’ Pn Pn+2 ’
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sorozatot. Mivel ay — oo (ha k — o0), ezért van olyan k, amelyre a, > c. Belatjuk, hogy
a legkisebb ilyen k-ra ap = pnik/pn egy c és d kozé es6 megfelels szam lesz. Valoban:

Pn+k . d
Prntk—1 c

c< O = 0k—1

(k=1 esetén ap_1 = ag = 1 értendd.) (3 pont)

Negyedik megoldas: Megfelels A halmazt alkotnak a 2 (vagy tetszéleges r > 1 racionélis
szdm) Osszes negativ racionalis kitevsji hatvanyai. Mivel barmely két racionalis szam kozé
esik racionélis szam, és a 2% fiiggvény monoton, ezért barmely két A-beli elem kozé esik
A-beli elem. (2 pont)
Megmutatjuk, hogy A-ban nincs haromtagu szamtani sorozat. Tegyiik fel indirekt, hogy
lenne. Ekkor a harom szamot az 1/2 pozitiv racionalis kitevjd hatvanyaiként felirva és
a kitevéket ¢ kozos nevezére hozva (1/2)%/ 4 (1/2)%/9 = 2(1/2)¢/9 teljesiilne valamilyen
a > c > b > 0 egészekkel. Ez azt jelenti, hogy v = ‘\I/m gyoke az f = 2% — 22° + 2 egész
egylitthatos polinomnak. (2 pont)
Ismeretes, hogy f ekkor oszthato a v algebrai szdm minimalpolinomjaval, ami g = 229 — 1,
hiszen g (a forditott Schonemann-kritérium alapjan) irreducibilis a racionalis test felett és
g(v) = 0. A Gauss-lemmabol adodik, hogy a hanyadosnak is egész egyiitthatosnak kell
lennie. A hényados f6egyiitthatoja azonban 1/2, és ezzel ellentmondésra jutottunk.

(3 pont)

Ot6dik megoldas: Megfelels A halmazt alkotnak a 7 (vagy tetszéleges ¢ > 1 transzcen-
dens szam) Gsszes negativ racionalis kitevsjd hatvanyai. Mivel barmely két racionalis szam
kozé esik racionalis szam, és a n% fliggvény monoton, ezért barmely két A-beli elem kozé
esik A-beli elem. (2 pont)
Megmutatjuk, hogy A-ban nincs haromtagu szamtani sorozat. Tegyiik fel indirekt, hogy
lenne. Ekkor a harom szdmot az 1/m pozitiv racionalis kitevsji hatvanyaiként felirva és
a kitevoket ¢ kozos nevezére hozva (1/7)%/9 4 (1/7)%/9 = 2(1/7)¢/9 teljesiilne valamilyen
a > c>b> 0 egészekkel. Ez azt jelenti, hogy v = {/1/7 gydke az f = 2% — 22°¢ + x° egész
egylitthatos polinomnak. (2 pont)
Ez azt jelenti, hogy v algebrai szam. Azonban ekkor m = 1/v? is algebrai lenne, mert algeb-
rai szamok szorzata és reciproka is algebrai. Ez azonban ellentmondas, hiszen a 7 transz-
cendens. (3 pont)

5. feladat

Mely n > 2007 egészek rendelkeznek az aldbbi tulajdonsiggal: barmely harom kii-
16nb6z6, n-nél nem nagyobb és az n-hez relativ prim pozitiv egész Osszege is relativ prim
n-hez?

Megoldas: A kettShatvanyok ilyenek, hiszen a hozzajuk relativ primek pontosan a parat-
lan szamok, és hidrom péaratlan szam Gsszege is paratlan. (1 pont)
Megmutatjuk, hogy més nincs, pontosabban, hogy ha n > 14 és nem kett6hatvany, akkor
talalhato harom kiilonbo6z6, néla kisebb, hozzé relativ prim pozitiv egész, amelyek Gsszege
méar nem relativ prim n-hez.



Legyen t az n legnagyobb paratlan osztoja, azaz n = 2Ft, ahol k > 0, ¢ paratlan és ¢ > 1
(hiszen az n nem kettShatvany).
Vegyiik észre, hogy 1+ 3+ (t —4) = ¢, ami nem relativ prim n-hez. Ha az n nem oszthato
3-mal (és igy t sem), akkor az 1 és a 3 relativ primek n-hez, tovibba t —4 is az (ést—4 > 0,
hiszen most ¢ > 5): ha p at—4 és az n egy koz0s primosztdja lenne, akkor ¢t —4 paratlansaga
miatt p > 2, tehat p osztdja t-nek is, ekkor viszont ¢t — (t — 4) = 4-nek is, ami lehetetlen.
(2 pont)
Igy (ha az n nem oszthaté 3-mal, akkor) készen vagyunk, kivéve ha a harom szam nem
mind kiilonbozs, azaz t —4 = 1 vagy t — 4 = 3. Az els6 esetben n = 2% . 5, ekkor 1, 3, 11
relativ primek n-hez, de az Gsszegiik nem az. A masodik esetben n = 2* .7, ekkor 1, 3, 17
relativ primek n-hez, de az Osszegiik nem az. (1 pont)
Ha az n oszthaté 3-mal, akkor a 2t —9 = 1+ (¢t — 2) + (¢t — 8) 0Osszegbdl indulunk ki.
A harom tag relativ prim az n-hez, ez az el6z6ekhez teljesen hasonléan igazolhato, 2t — 9
viszont nem az, hiszen a 3 kozds osztojuk. (2 pont)
Igy csak akkor nem vagyunk még készen, ha t —2 =1 vagy t — 8 = 1 (és mivel ¢ oszthato
3-mal, ezért t — 8 < 0 is csak t = 3-ra lehetséges). Ekkor n = 2% .3, illetve n = 2F . 9.
Mindkét esetben 1, 7, 13 relativ primek n-hez, de az 6sszegiik nem az. (1 pont)

Megjegyzés: A 7,9 és 14 sem jo, hiszen 1+24+4 =7, 14+44+7 =12, illetve 1+9+411 = 21.
Igy kénnyen adédik, hogy a kettShatvanyokon kiviil csak az 5, a 10 és a 12 rendelkezik
a megadott tulajdonsaggal (valamint azok a szdmok, amelyekhez kevesebb, mint harom
kiilonbo6z6, naluk kisebb, hozzajuk relativ prim pozitiv egész létezik, hiszen ezekre a feltétel
tires; koziiliik a nem kettGhatvanyok a 3 és a 6.)



