;c\i\i Oktatasi Hivatal

Az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
2007-2008. tanévi masodik forduldjanak feladatmegoldasai
matematikabdl, a II. kategéria szamara

1. Tekintsiik azokat a konvex négyszogeket, amelyek 100 darab egységnyi oldald
szabalyos haromszogre darabolhatok. Mekkordk lehetnek a megfelel6 négyszogek oldalai?

Megoldas: A szabalyos hdaromszog minden szoge 60°-os. Ha a darabolds utan a
négyszog valamely csticsa k darab kis haromszognek lesz csicsa, akkor a négyszog ezen
szoge k - 60°. Mivel a négyszog konvex, k csak 1 vagy 2 lehet, azaz a négyszog minden
szoge 60°-0s, vagy 120°-0s. A négyszog ezek alapjan két féle lehet: (a) ha két szomszédos
szoge 60°-0s, akkor szimmetrikus trapéz; (b) ha két szemkozti szoge 60°-0s, akkor paralel-

ogramma. 3 pont

(a) Legyen a szimmetrikus trapéz hosszabb alapjanak hossza =, magassdga pedig y- ?,

azaz a szarak hossza y, ahol a trapéz szogeinek ismeretében y < x. Ekkor a parhuzamos
oldalak koziil a rovidebb hossza x — y, a kis haromszogek szama

z+(z—y)

100 =2
2

Atrendezve 2zy — y2 = 100, 2zy és 100 péros, ezért y? illetve y is paros. Legyen y = 2z,
ekkor 4zz — 422 = 100, amibél (z — 2z)z = 25. Mivel 2z osztéja 25-nek és 2z < x, innen
z csak 1 lehet. Tehat z = 1, a szimmetrikus trapéz szarainak hossza y = 2z = 2, a
parhuzamos oldalak hossza z = 26 és z — y = 24. 3 pont
(b) A paralelogramma oldalainak hossza legyen u és v, legyen u < v. Ekkor uv = 50.
Az 50 osztdi 1, 2, 5, 10, 25 és 50. Ezek 3 part alkotva adhatjak a paralelogramma oldalait.
A lehetséges (u;v) megoldasok: (1;50), (2;25), (5;10). 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. Egy 30 6s osztalyban a kardcsonyi ajandékozasrdl sorshiizassal dontenek. Minden
didk nevét felirjak egy papirra, majd a 30 papirdarabot egy sapkaba teszik. Névsor
szerinti sorrendben mindenki kihtz egy papirt a sapkabdl és a rajta szereplé embernek
készit ajandékot. Elképzelhetd, hogy valaki sajat magat ajandékozza meg.

Az dtadés ugy torténik, hogy eloszor jelentkeznek, akik magukat huztak, majd a tobbi
diak kozil a legfiatalabb didk atadja ajandékat az altala huzott embernek, és innentol
aki éppen megkapja az ajandékat, az lesz a soron kovetkezé ajandékot atadé ember. Ha
valahol elakad a sor, azaz olyan didk kapja az ajandékot, aki mar a sajatjat atadta, de
még nem mindenki adta at illetve kapta meg az ajandékat, akkor ez utobbiak koziil a
legfiatalabb tjra kezdi.

Mennyi a valészintisége, hogy egy osztalyban hat egymast koveto év kardcsonyi ajandékozasa
soran lesz legalabb egy olyan év, amelyben senki nem hiizza magat és a sor sem akad el?
(Az osztaly létszama minden évben ugyanannyi.)



Megoldas: Szamoljuk ki, egyetlen sorsolas esetén mekkora a valészintisége, hogy nem
akad el a sor. El6szor tekinsiik az Osszes eset szamat: az elsé didk 30-félét hizhat, a
kovetkezd 29-félét, ..., az utolso egyfélét. Osszesen 30!-féle sorsolas lehet. 2 pont

Ha nem akad el a sor, akkor a diakok korbe allhatnak gy, hogy mindenki a jobb oldali
szomszédjat ajandékozza meg. A lehetséges sorsolasok szama ugyanannyi, ahdnyféleképpen
korbe tudnak &allni. A legfiatalabbtdl jobbkézre indulva az els6 ember 29-féle lehet, a

kovetkezd 28-féle, ... az utolso -a legfiatalabb bal oldali szomszédja- 1-féle. Az esetek

29! 1
szama tehat 29!. A keresett valdsziniiség 300 = 30° Ezek szerint egy sorsolds esetén — a

valészintisége, hogy a sor elakad. 3 pont

6
29
Annak a valdszintisége, hogy a 6 év mindegyikében elakad a sor éppen (3()) . A feladat

ezen esemény komplementerének valoszintiségét kérdezi: annak valdsziniisége, hogy egy
hat évfolyamos osztdlyban elofordul legalabb egyszer a hat kardcsony koziil, hogy nem
akad el a sor

6
29
1—(30) ~ 0, 184. 2 pont

Osszesen: 7 pont

3. Melyek azok az x, y, z és w valds szamok, amelyekre egyszerre teljestl:

3
(1) Thy+z=g,

(2) Vidr — 1+ /4y — 1+ 4z —1>2+ 3V 2

Megoldas: Becsiiljiik (2) bal oldalat feliilrél a szamtani és a négyzetes kozepek kozotti
Osszefliggés felhaszndldsdval, kihasznalva (1)-et:

dy — 1)+ (42 — 1)

\/4:L’—1+\/4y—1+\/4z—1§3-\/(4x_1)+< -

3
4 -3
:3.\/(364-3/4-2) _3
3
Egyenl6ség akkor és csak akkor all fenn, ha 4z — 1 =4y — 1 = 4z — 1, ami (1) miatt csak
r=y=2z= % esetén teljesiil. 3 pont
Most vizsgaljuk (2) jobb oldaldt. Mivel /w — 2 > 0, ezért 3V =2 > 1, azaz 2+3V¥ "2 >
3. Egyenloség akkor és csak akkor all fenn, ha w — 2 = 0, azaz w = 2. 2 pont
Ezek alapjén (2) pontosan akkor teljesiil, amikor mindkét oldal értéke 3 és a valtozok
értékeix:y:z:%éswzz 2 pont

Osszesen: 7 pont



4. Adott egy egységnyi oldali négyzet. Hatarozzuk meg a négyzet sikjaban levo azon
korok kozéppontjainak a halmazat (mértani helyét), amelyeknek a négyzet mind a négy
oldaléval két kozos pontja van.

Megoldas: Legyenek a négyszog csucsai A,B,C' és D, a kor kozéppontja O, a kor
sugara r. Legyen O tavolsaga az AB, BC, CD és DA oldalaktdl rendre x, y, z és v.
Annak feltétele, hogy a kornek az AB oldallal két kézos pontja van:

(i) r > x, azaz a kor metszi az AB egyenest és

(ii) OA > rilletve OB > r, azaz a kornek és az AB egyenesnek a két metszéspontja
az AB szakaszon vannak. Ugyanilyen feltételek érvényesek a tobbi oldalra is, azaz r > v,
r>z,r>véOC>r, OD >r.

Az OA > r ésr > y feltételek O-nak az A ponttdl és a BC egyenestol vald tavolsagarol
szolnak; egyiitt azt jelentik, hogy O kiilsé pontja annak a parabolanak, melynek A a
fékusza, BC' egyenese a vezéregyenese. (1. dbra)

Il

B C C

1. 4bra 2. abra

Az OA > r ésr > z feltételek ugyanigy egy parabola kiilsé pontjait adjak, a fokusz A,
a vezéregyenes C'D. (2.4bra)

Amennyiben az el6z6 gondolatmenetet alkalmazzuk a tovabbi harom cstics és megfeleld
oldalparok esetén, a parabolakon kiviili pontok a négyzet belsejében a 3. abran lathato
L alakzatot adjak. Az alakzatot parabolaivek hataroljdk, de a hatarvonal pontjai nem
tartoznak hozza L-hez. 4 pont

Az mar kideriilt, hogy csak L pontjai tartozhatnak a keresett mértani helyhez, most
megmutatjuk, hogy L minden pontja megfelel6. Legyen O az L alakzat egy tetszoleges
pontja. Tekintsiik az OA, OB, OC és OD szakaszokat, legyen ezek hosszanak minimuma
a kor r’ sugara, igy a (ii) tipust feltételek teljesiilnek. Az (i) tipusi feltételek is teljesiilnek,
az altaldnossdg rovéasa nélkiil felteheto, hogy © >y, x > 2, x > v és O vetiilete AB-n T.
Ha OA = ', akkor az OT A derékszogli -nem elfajulé- haromszogben ' = OA > OT = «x.
Ha OB = 1’ ugyanigy érvelhetiink. Ha OC = r' vagy OD = r/, akkor a paraboldink
garantaljak, hogy ' > =. 3 pont



3. abra

Ezzel belattuk, hogy a keresett mértani hely a parabolaivek altal hatarolt L alakzat,
a hatarvonal pontjai nem tartoznak hozza L-hez. .
Osszesen: 7 pont



