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Feladatlap és megoldasok

A donto feladatai

1. Feladat
Egy kifejezést a kovetkezo képlettel definialunk:

X =x*=9x+2017

K
x* -9

b

ahol x e[-2008;2008] és xeZ.
Mennyi a valosziniisége annak, hogy K egész szam, ha x eleget

tesz a fenti feltételeknek?

2. Feladat
Az ABC derékszogi haromszog AB atfogojara és az AC befogojara
kifelé megrajzoltuk az ABDE és ACFG négyzeteket.
Jelolje M az EC és BG szakaszok metszéspontjat!
Mekkora szogben latszanak az M pontbdl az ABC haromszog

oldalai?

3. Feladat
Egy m sorbdl és n oszlopbdl allo, téglalap alaku tablazat minden
mezodjébe egy-egy szamot irunk oly modon, hogy az egyes sorokba
irt szamok egy-egy szamtani sorozat egymas utani tagjait képezik,
hasonloképpen az egyes oszlopokba irt szamok is egy-egy szamtani
sorozat egymas utani tagjai.
Mennyi a tablazatba irt szamok osszege, ha a téglalap négy sarkaba

(csucsaba) irt szamok osszege 2008 ?

Minden feladat helyes megoldasa 10 pontot ér.
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A donté feladatainak megoldasa

1. Feladat

Egy kifejezést a kovetkezo képlettel definialunk:

X =x* =9x+2017

K
X =9

b

ahol x e [-2008;2008] és xe Z.
Mennyi a valosziniisége annak, hogy K egész szam, ha x eleget

tesz a fenti feltételeknek?

Megoldas:

Nyilvanvalo, hogy a K kifejezés nem értelmezhetd, ha x* -9 =0, ezért
X# 13, (1 pont)
Alakitsuk at a K kifejezést:

x> =9 ’
2008
K=x-1+= (2 pont)
X" =9
. . , 2008 . .
K akkor és csak akkor lesz egész szam, ha Z 9 egesz, ami
X —
ckvivalens azzal, hogy az x* —9 kifejezés értékei a 2008 szam
— pozitiv €s negativ — 0sztoi. (1 pont)
Mivel 2008 primtényezos felbontasa: 2°-251, (1 pont)

ezért x* —9-nek csak a kovetkezo tablazat elsé oszlopaban
1évo értékei adhatnak K -ra egész értéket.

A tablazat tartalmazza az ezekbdl szamitott x*, illetve x szamokat.
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X* -9 X’ X
1 10 nem egesz szam
-1 8 nem egesz szam
2 11 nem egesz szam
-2 7 nem egesz szam
4 13 nem egesz szam
-4 5 nem egeész szam
8 17 nem egeész szam
-8 | x=1¢€s x=-1
251 260 nem egesz szam
-251 -242 nem valds szam
502 511 nem egesz szam
-502 -493 nem valos szam
1004 1013 nem egeész szam
-1004 -995 nem valds szam
2008 2017 nem egesz szam
-2008 -1999 nem valos szam
(2 pont)
A fenti tablazatbol lathatd, hogy csak x* —9 = -8 esetben
kapunk x-re egész szamot. Ez azt jelenti, hogy a feladat
szempontjabol csak
X=+1
€s
X=-1
felel meg, tehat a kedvezd esetek szama:
k=2. (1 pont)
Az 6sszes esetek szamat megkapjuk, ha a [-2008;2008]
intervallumbeli egészek szamabdl levonjuk az x = +3 €s x = -3
feltétel miatt kiesé két szamot. Igy az sszes esetek szama:
n=4015. (1 pont)
A keresett valoszinliség tehat:
k
P=— 9
n
2
= —_—, 1 t
2015 (1 pont)

Osszesen: 10 pont
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2. Feladat
Az ABC derékszogi haromszog AB atfogodjara és az AC befogodjara
kifelé megrajzoltuk az ABDE és ACFG négyzeteket.
Jelolje M az EC és BG szakaszok metszéspontjat!
Mekkora szogben latszanak az M pontbdl az ABC haromszog

oldalai?

Megoldas I. :

Jeloléseink az alabbi abran lathatok.

1. abra

Az AGB hiaromszodg negativ irdnyu 90°-os elforgatottja az ACE
haromszog. (2 pont)
Ezért a GB és CE szakaszok merdlegesek egymasra, tehat az

ABC haromszog BC oldala az M pontbol derékszdgben latszik. (2 pont)

Mivel GB ¢és CE szakaszok merdlegesek egymasra, ezért az M pont
rajta van a BE szakasz, mint atmérd folé rajzolt Thalész-koron is. (1 pont)
Ebben a korben az ABE/ olyan kertileti sz0g, amely az AE ivhez

tartozik.
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Masrészt
ABE/ =45",

mivel az ABDE négyzet oldalanak ¢és atlgjanak szoge. (1 pont)

De ugyanehhez az ivhez tartozik az AMEZ is, ezért a keriileti
szogek tétele alapjan

AME/ = ABE/. (2 pont)
gy az AB 4tfogd M pontbdl mért latoszoge:

AMBZ =90° +45°,

AMB ./ =135". (1 pont)
A harmadik oldal 1atoszoge:

AMCZ =360° —(135° +90°),

AMC~/ =135". (1 pont)

Osszesen: 10 pont

Megjegyzés:
A masodik latdszoget a kertileti szogtétel nélkiil példaul az alabbiak
szerint kaphatjuk meg.
Megszerkesztjiikk az M pont (GB -n 1évd) +90°-os elforgatottjat M -t.
Az AMM "egyenlészaru derékszogli haromszogbdl leolvashatjuk, hogy

AMM £ = AMGZ =45°,

amibdl

AMCZ = AMGZ +GMCZ,

AMCZ =45° +90°,

AMCZ =135°. (5 pont)
Ekkor AMBZ -t szdmoljuk kivonassal. (1 pont)
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Megoldas 1I1. :

Ebben a megoldasban a GB ¢s CE szakaszok merdlegessegét

vektorok segitségével bizonyitjuk.

F

,_
m

2. 4bra
A feladat feltételei miatt a 2. abran megjeldlt b és b, , illetve ¢ és c,

vektorokra nyilvanvaldan teljesiil, hogy

(1) ‘5‘2

—

b,

_ AC =b, illetve H:M:Aszc.

Mivela b ésa b, ,illetvea c ésa ¢, vektorok altal bezart szog

90° -0s, ezért a két-két vektor skalaris szorzata nulla, azaz

(2) b-b,=0,és c-c,=0. (1 pont)

Az 4bra alapjan

—

GB=c-b,,és CE=c, -b.
frjuk fel a GB és CE vektorok skalaris szorzatat:
3) GB-CE = [¢-b; )& -b).

Tudjuk, hogy a skalaris szorzas disztributiv, ezért (3) atalakitva:

_— - —

(4) GB-CE =c-c,—c-b—b, -c, +b, -b.
(2)-t (4)-be helyettesitve:
(5) GB-CE=-c-b-b, -c, (1 pont)
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kovetkezik.

Mivel a ¢ és b vektorok éltal bezart szog a szokasos jelolések
mellett
BAC/ =a,
a b, és ¢, vektorok bezart szoge viszont
GAE/ =180°—«,
ezért (5)-bol és (1)-bol

GB-CE =-b-c-cosa—b-c-cos(180°— ). (1 pont)
Felhasznalva, hogy
cos(180° — ) = —cos
kapjuk, hogy
(6) GB-CE =0.

A (6) sszefliggés akkor és csakis akkor teljesiil, ha a GB és CE
vektorok merdlegesek egymadsra. Ez pontosan azt jelenti, hogy aGB

¢s CE szakaszok merdlegesek egymasra, ezért az ABC haromszog

BC befogdja az M pontbdl derékszdgben lathato. (1 pont)
Innen a feladat az els6 megoldas menete alapjan fejezhetd be. (6 pont)

Osszesen: 10 pont
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3. Feladat
Egy m sorbdl és n oszlopbdl allo, téglalap alaku tablazat minden
mezojébe egy-egy szamot irunk oly modon, hogy az egyes sorokba
irt szamok egy-egy szamtani sorozat egymas utani tagjait képezik,
hasonloképpen az egyes oszlopokba irt szamok is egy-egy szamtani
sorozat egymas utani tagjai.
Mennyi a tablazatba irt szamok osszege, ha a téglalap négy sarkaba

(csucsaba) irt szamok osszege 2008 ?

Megoldas:

n oszlop

m Ssor

3. dbra

Legyen a sarkokba irt négy szam a 3. abra szerint a;b;c;d !

El0szor soronként 0sszegezziik a szamokat.
A feltétel szerint az els6 sorban levd szamok egy szdmtani sorozat

tagjai. Ennek a szamtani sorozatnak a kiilonbseégét jeloljiik d, -gyel!

Az els6 sorban levo szamok a kovetkezok:

a;a+d;;a+2d;a+3d;.;a+(n-1)-d, =b,

Osszegiik:
(1) S, =a+(a+d)+(a+2d,)+..+a+(n-0d,.
@) s =3+hn. (1 pont)

2

Az egyes oszlopokban szerepld szamok is egy-egy szdmtani sorozat
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tagjai. Az ezekhez a sorozatokhoz tartozé kiilonbségek legyenek rendre

d,;d;;d,;..;.d

450 Una

Ezekkel a jelolésekkel kifejezhetdk (balrol jobbra haladva) a

masodik sorban levo szamok:

a+d,;a+d, +dy;a+2d, +d,;a+3d, +dg;..;a+(n-1)-d, +d

n+1°

amelyek Osszege:

(3) S,=(a+d,)+(a+d, +d,)+..+[a+(n-1)d, +d,,,].

Ha (3)-bdl kivonjuk (1)-et, akkor azt kapjuk, hogy

(4) S,-S,=d,+d, +...+d,,. (2 pont)
Jeloljiik ezt S, -vel!

A harmadik sorban levd szdmok ugyancsak kifejezhetdk a fenti

jelolésekkel:

a+2d,;a+d, +2d,;a+2d, +2d,;a+3d, +2d,;...;a+(n—1)-d, +2d

n+l >

ezek Osszege:

(5) S, =(a+2d,)+(a+d, +2d,)+..+[a+(n-1d, +2d,,].

(5) és (3) kiilonbségekeént adodik:
S;-S,=d,+d,+..+d_,,,

ami (4) miatt

(6) S,-S,=S5,.

Bizonyithat6, hogy barmelyik sor tagjainak 6sszegébdl kivonva a

megeldz0 sor tagjainak 6sszegét, mindig ugyanazt az

Sg=d,+d; +...+d,

osszeget kapjuk, (3* pont)

azaz atrendezve (4), (6)...:
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S,=S5,+S,,
S, =5,+S,,
S, =S,,+S,

Ezzel belattuk, hogy az m sorban elhelyezkedd m darab 0sszeg

szintén szamtani sorozatot alkot.

(1 pont)
Ennek elso tagja (2) szerint
S, = a+b n,
2
m -edik tagja pedig
S =@. (1 pont)
Mivel a soronkénti 6sszegeket — amik egy szamtani sorozat
tagjai — kell 0sszegezniink, ezért
S _ S, +S, m.
2
a+b c+d
SNt —n|m
S = ,
2
S:m-n-(aer+c+d). (1 pont)
4
A feladat feltétele alapjan
a+b+c+d=2008,
ezeért
S _ m-n-2008 ,
4
S=502-m-n. (1 pont)

Osszesen: 10 pont

10
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Megjegyzés (1):

Természetesen gy is eljuthatunk a megoldashoz, hogy a sorok
0sszegzése utan oszloponként adjuk 0ssze a szamokat, és a két
0sszeg egylittesen a tablazatba irt szamok Osszegének a kétszeresét
adja.

Megjegyzés (2):

A leirt megoldasban nem hasznaltuk ki, hogy d, d;....,d,,, szdmtani
sorozatot kell alkosson, ha a feladat szovege szerint minden sorban

szdmtani sorozat van. A versenyz0 erre is ¢épitheti megoldasat.

Megjegyzés (3):
Ha a versenyzd nem bizonyitja korrektiil az
Si - Si—l = Sd

Osszefiiggést, akkor a 3* pontbdl vonjunk le 1 pontot.

11



