gLy Oktatasi Hivatal

Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny 2007/2008
Matematika 1. kategoria (szakkozépiskolak)

A 2. fordulo feladatainak megoldasa

1. Legyen

f(x) = logz(tgx + ! j
cosx

és
2 /(x) _n=flx)

glx)="—-"—,

2
minden olyan valos x -re, amelyre a szereplo fiiggvények értelmezhetok.

Mennyi g(%) pontos értéke?

Megoldas:
Az f(x) fliggvény olyan x valés szamokra értelmezheté, amelyekre egyrészt

cosx # 0, masrészt a logaritmus értelmezése miatt rgx + >0.

cos x
Ez utobbi egyenldtlenséget atirhatjuk a

sinx +1
>0

COSXx

alakba.

Ennek az egyenl6tlenségnek megfeleld valds szdmok eleget tesznek a
(1) —%+k-27z<x<%+k-27z, (kez)

kettds egyenldtlenségnek, és ezekre a valos szamokra cosx # 0 is teljestil.

(2 pont)
A fenti feltételeknek eleget tevo valos szamokra a logaritmus definicioja
miatt
1
o iyl
2/ = tgx +
CoS X
2f(x) _ sinx+1 . (2 pont)
COSX
Tovabba:
i) =1




és mivel 2/ > 0 (azaz #0), ezért ez értelmezett az (1) feltétel mellett,

2—f(x) — 1
1gx +
CoS X
(3) 2/t 2 CO8Y (2 pont)
sinx +1
Az (1) feltétel mellett ennek nevezdje sem 0, tehat értelmezett.
A (2) ¢és (3) osszefiiggesekbdl kovetkezik, hogy
sinx+1  cosx
g(x): cosx . sinx +1 )
ez pedig atalakithato a kovetkezoképpen:
sinx+1)° —cos*x  sin® x+2-sinx+1—cos’ x
@ (x)= il Zeos™x . (1 pon)
2-cosx-(sinx+1) 2-cosx-(sinx+1)
(4)-bbl az 1—cos® x = sin” x trigonometriai azonossag alapjan
2-sin” x+2-sinx
5 = 1 pont
©®) gl 2-cosx-(sinx+1) (1 pont)
adodik.
(5)-ben a szamlalo szorzattd alakitasa utan
2-sinx-(sinx+1
g(x)= sinx +1)
2-cosx-(sinx+1)
amelybdl egyszerlsitéssel:
(6) glx)=1tgx. (1 pont)
Mivel x =% megfelel az (1) feltételeknek, ezért g(x ) ezen a helyen
1étezik, €s (6) alapjan
&) o
Osszesen: 10 pont
Megjegyzés:

Ha a versenyz6 az elejétdl kezdve a numerikus értékkel dolgozik,
akkor a pontozés az alabbi legyen:

tg% =1, cos% = 72 (2 pont)
f(%j =log,(1+ \/5) (2 pont)
42—

g(%) _ 1442 (2 pont)



g( % j —1 (2 pont)

Annak megmutatasa, hogy %-re minden szerepld fiiggvény értelmezett volt

(2 pont)

Osszesen: 10 pont
Tekintse a
p(x)=(5x-2)-(2x +4)-(x—251)
ésa
g(x)=(a—b+c) x> +(Ba+b—c) x> +(a+b+c)x+d
polinomokat!

Hatéarozza meg az a,b, c és d valés szamokat gy, hogy

plx)=qlx)

minden valds x -re teljesiiljon!

Megoldas:

(1)

(2)
3)
(4)

A p(x)=(5x-2)-(2x +4)-(x - 251) polinomban végezziik el a kijeldlt
miiveleteket!

A miiveletek végrehajtasa és rendezés utan kapjuk, hogy:
p(x)=10x —2494x> — 4024x +2008.. (2 pont)
A p(x)=g(x) egyenléség akkor és csak akkor teljesiil minden valos x -re,
ha az (1)-ben adott  p(x)=10x" —2494x> — 4024x + 2008,
€s a
gx)=(a-b+c)x* +(Ba+b—c)-x* +(a+b+c)-x+d
polinomok egyiitthatoi rendre megegyeznek. (1 pont)
Eszerint
d =2008, (1 pont)
tovabba:
a—-b+c=10,
3a+b—c=-2494,
a+b+c=-4024. (2 pont)
Az a,b,c szdmokat a (2)-(3)-(4) egyenletekbdl allo linearis

egyenletrendszer megoldésa adja.



Megoldasul azt kapjuk, hogy

a=-621,
b=-2017,
c=-1386. (3 pont)
Tehata  p(x)=(5x-2)-(2x+4)-(x—251) ésa
g(x)=(a-b+c)x*+Ba+b-c)-x* +(a+b+c)-x+d
polinomok pontosan akkor egyenldk minden valos x -re, ha
a=-621, b=-2017, ¢ =-1386, d =2008. (1 pont)

Osszesen: 10 pont

3. Az a,és b, szamsorozatokat az alabbi médon definialjuk:

1 1
a,=l+—+—+...+—
2

n
és
b =n-a,-a,—a,—..—a, .

Hatarozza meg b, értékét!
Megoldas:

A b, étalakithato a kovetkezdképpen:

(1) b, = (an —al)—i-(an —a2)+...+(an —aH)-i- a,. (2 pont)
Mivel

ezért az (1)-ben szereplo zarojeles kifejezések

1 1 1
a,=l+—+—+...+—
2

n
segitségével rendre kifejezhetdk a kovetkezd alakban:

1
a,—a, =—+—+ +;,
1 1
an—az——+—+ +;, .y
1
an _an—l =

. (2 pont)
n



Ennek alapjan lathatd, hogy a b, 6sszegben

1 .
az — tag eppen n -szer,
n

1 r
az 1 tag eppen n —1-szer,
o1 1 .

altaladban az n tag éppen k -szor

szerepel,( ahol £ =1,2,3,...,n), azaz:

2) b, =nest (1 -1)-——+ (1-2):

n n—1 n—2

+...+2%+1. (3 pont)

A (2)-beli 0sszeg tagjainak mindegyike 1, az 6sszeg tagjainak szama

pedig n.
Ebbdl kovetkezik, hogy
b =n, (2 pont)
igy
bypos = 2008 . (1 pont)

Osszesen: 10 pont



4.

Az ABC hegyesszogli haromszog AB oldala, mint atméro folé rajzolt kor a BC
szakaszt a P, az AC szakaszt a O pontban metszi. Legyenek a P és a Q

pontokbol az 4B -re bocsatott merdlegesek talppontjai X és Y !
Bizonyitsa be, hogy

PX b? -(a2 +c? —bz)

oYy a’ -(b2 +c’ —az)’

ahol a,b,c az ABC haromszog oldalhosszait jelentik!

Megoldas:

(1)

(2)

Jeloléseink az abran lathatok.

Legyen a szokasos jelolés szerint BACL =a és ABCL=f3.

A Thalész-tétel miatt APB/ = AQB/ =90°, eszerint az AP és BQ

szakaszok az ABC haromszog magassagvonalai, €s ezek M metszéspontja
az ABC haromszog magassagpontja.

Ezért az abran az M ponton atmend CT egyenes merdleges az
AB szakaszra, igy CT parhuzamos a PX és QY szakaszokkal.

Mivel a haromszog hegyesszogii, ezért P,Q,T a megfeleld oldalak
belsd pontjai (2 pont)

A bizonyitando 6sszefliggést az ABC haromszogre felirt
koszinusztételek segitségével atirjuk, ugyanis ezekbdl kovetkezik, hogy:

a’ +c¢>—b* =2ac-cos 3,
¢s

b*> +c* —a’ =2bc-cosa. (1 pont)



3)

(4)

(5

Ezért:
PX b-cosp
QY a-cosa’

elegendd tehat (3)-at bizonyitani.

(2 pont)

Mivel CT =m péarhuzamos a PX és QY szakaszokkal, ezért felirhato a

parhuzamos szeldszakaszok tétele g illetve a szogekre:

zzﬁ’ illetve gzg’
m a m b
ahonnan

PX _b-BP

QY a-AQ

(3) és(4) figyelembe vételével most mar csak a

BP  cosf

AQ  cosa
Osszefiiggést kell bizonyitani.

Ennek bizonyitasara felirjuk az ABQ, és az ABP derékszogii
haromszogekben a

BAC/Z =« ¢ésaz ABCZL=p

sz0gek koszinuszat:

A0 BP

cosa =—, illetve cos f=—,
c

C
ezekbdl az

AQ=c-cosa és BP=c-cosf

miatt
BP _cosf
AQ cosa

kovetkezik, vagyis (5) helyességét belattuk.
Ezzel a (3)-ban szerepld
PX b-cosp

oY " a-cosa
Osszefiiggest bebizonyitottuk, igy a vele ekvivalens,eredeti

PX b* -(az +c’ —bz)
04 a -(bz +c’ —az)

allitast is igazoltuk.

(2 pont)

(2 pont)

(1 pont)

Osszesen: 10 pont



5.

Oldja meg az egész szamok halmazan a kovetkezo egyenletet, ha p pozitiv

primszam:

\/)c2 —2x-3-p’ +\/x2 —2x-3+p> =p!

Megoldas:

(1)

2)

3)

(4)

(5)

A négyzetgyok értelmezeése miatt kell, hogy
x*=2x-3-p*>20,és
x?=2x-3+p>2>0

teljestiljon.
Legyen a tovabbiakban

x*—2x-3=y!

A feladat megoldasat az egész szamok halmazan keressiik, ezért x és
vele egylitt y egész szam.

A kiindul6 egyenlet az 0) ismeretlen bevezetése utan:

2

Jy-p> +ly+p* =p*.

(2) mindkét oldalat négyzetre emelve

y-pl+y+pi+2:4y'-p* =p*,

amelybdl rendezés utan a

2y =p*=p* -2y
egyenletre jutunk.

3) mindkét oldalat négyzetre emeljitk a p* —2y > 0 feltétel mellett,
gy y P y

ezzel

4-(2-p*)=p*-4ap* y+ay’
adodik, majd a miiveletek elvégzése €s rendezés,valamint
szorzatta bontés utan:
p* -(p4 —4y+4)=0.
Mivel p pozitiv, ezért p # 0, igy (4) csak ugy teljesiilhet, ha
pt—4y+4=0,
azaz ha
p4 = 4y -4 ’
ebbdl pedig az x* —2x—3 =y visszahelyettesitésével:
pt=4x*-8x-16
adodik.

(1 pont)

(1 pont)

(3 pont)

(1 pont)



Mivel x e Z, ezért (5) jobb oldala paros szam, igy p* is paros, ez viszont
csak p =2 esetén lehetséges. (1 pont)
Ezzel (5)-bdl elébb a
4x* -8x-32=0,
majd egyszeriisités utan az
(6) x?—2x-8=0
egyenletre jutunk.
(6) gyokei az

x,=-2 ¢ésx,=4
egész szamok. (1 pont)
Szamolassal ellendrizhetd, hogy ezek a szamok megfelelnek az (1)-beli

x*=2x-3-p>20és x*-2x-3+p°> >0

feltételti egyenldtlenségeknek is, tovabba megoldasai az eredeti
egyenletnek:

p:2 x2—2x—3—p220 x2—2x—3+p220 \/xz_zx_3_p2+\/x2_2x—3+p2:pz

x;=-2 1>0 9>() 1+3=2°

x,=4 1>0 9>() 1+3=2°

(2pont)

osszesen 10 pont
Megjegyzés 1.:

p=2 kiolvashaté mar akar (3)-bol, akar (4)-bdl, és akkor y=5 rovidebben adddik.
Természetesen igy dolgozva is megkapja a versenyz0 a megfeleld pontokat
(3+1+1)

Megjegyzés 2.:
Belathatd, hogy p* -2y >0 is teljesiil.






