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=+ HR SZAKKOZEPISKOLA

Az 1. fordul6 feladatainak megoldasa
1. Oldja meg a valdés szamok halmazan a
log, x+log, ,x=0

egyenletet!
Megoldas:

A logaritmus értelmezése miatt x > 0, és 2x =1 illetve 8x” =1,
amelyekbdl

1 . . . . 1
X% illetve (az x > 0 feltételt is figyelembe véve) x = ;i
kovetkezik. (1 pont)
log, x
log, b
logaritmusokka alakitjuk a szerepld mennyiségeket:
log, x

A log,x= azonossag  alapjan  azonos  alapu

log, x= R
Sex log, 2x

illetve

_ log, x

~ log,(8x%)
amelyekbdl a logaritmus azonossagait alkalmazva
log, x

loggx2 X

log, x=—"—
Sax 1+log, x

valamint

log, x
3+2-log, x
kovetkezik.

log, . x=

(2 pont)
Ezeket figyelembe véve, és az y=log, x jelolést bevezetve a
kiindulasi egyenlet a kdvetkez6 lesz:

1 SR ) 1 pont
() l+y+3+2y ( pon)

(1)-ben a miiveleteket elvégezve a

3y2 +4y B
@ (59)G+25)

egyenletet kapjuk. (1 pont)

(2) akkor és csak akkor teljesiil, ha szdmlaloja 0, és nevezdje =0,



azaz

3y’ +4y =0,
amibol
y, =0 €s Vv, = —g. (1 pont)
Ekkor (1+y)-(3+2y) =0, vagyis a nevezd = 0. (1 pont)
Ha y, =0, azaz log, x =0, akkor a logaritmus definicidja alapjan
x, =1.
(1 pont)

Ha y, = —g, azaz log, x = —g,
4
akkor x, =2 *, mds alakban:
Y= ()
Ve 242
adodik. (1 pont)
)
242
megfelelnek, tovabba mivel atalakitasaink a feltételeknek
megfeleld szdmhalmazon ekvivalensek voltak, ezért valdban
megoldasai az eredeti egyenletnek.

Tehat az egyenlet megoldasai: x, =1 €s x, = ﬁ (1 pont)

Ezek a valos szamok feltételeinknek (x = % , x>0, x#

Osszesen: 10 pont



Legyenek x és y olyan pozitiv egészek, melyek eleget tesznek a
4y* —9x* =2007

egyenletnek.
Mennyi az Osszes Osszetartozé x és y érték szorzatanak

legnagyobb primosztoja?
Megoldas:

A 4y* —9x* =2007 egyenlet bal oldala szorzatta alakithato:
(1) (2y —3x)-(2y +3x)=2007. (1 pont)

A feltétel szerint x és y pozitiv egészek, ezért
(2y+3x)e N*
€s
(2y—3x) is egész szam, de mivel (1)
jobb oldala pozitiv, ezért
(2y-3x)e N*
1s igaz,
tovabba nyilvanvalo, hogy

(2) 2y—-3x < 2y+3x. (2 pont)

Ezek szerint a 2007 szdmot két pozitiv egész szam szorzatara kell
bontani.
A 2007 primtényezds felbontédsa a kovetkezo:

(3) 2007 =3°-223. (1 pont)

Fenti megaéllapitasainkat figyelembe véve (2) és (3) miatt a
kovetkez6 esetek lehetségesek:

4) 2y-3x=1 ¢&s 2y +3x=2007,
(%) 2y-3x=3 ¢&s 2y +3x =669,
(6) 2y-3x=9 ¢&s 2y +3x=223. (3 pont)



A (4), (5) és (6) egyenletrendszerek koziil csak (5)-nek van olyan
megoldasa, ahol x és y mindegyike pozitiv egész, tehat a kitlizott
egyenletnek egyetlen dsszetartoz6 szampar a megoldasa, mégpedig
x=111¢s y=168. (2 pont)
Mivel x=111=3-37 és y=168=2°-3.7, ezért az dsszetartozd x és y
értékek szorzata x-y=2°-3*.7-37, ennek a szorzatnak a legnagyobb
primosztdja pedig a 37, tehat feladatunk megoldésa 37. (1 pont)

Osszesen: 10 pont



3. Az ABCD trapéz AB alapjanak hossza haromszorosa a CD alapnak
és az 4D szarnak. Az AC atlé hossza 5 egység, a BC szar hossza 10
egység. Mekkorak az 4BCD trapéz oldalai?

1. megoldas: jeloléseink az abran lathatok.

10

2¢ B

Az 4bran parhuzamost htztunk a C ponton keresztiil az 4D szakasszal,
ez az egyenes a trapéz 4B alapjat az E pontban metszette.
Legyen AEC/ =¢, ekkor CEBZ =180°-¢.

A szerkesztés miatt AECD paralelogramma, ebbdl, és a feltételekbol
kovetkezden

CD =DA= AE = EC = c, valamint EB=2c. (2 pont)

[rjuk fel a koszinusztételt az AEC haromszdgben az 5 egység hosszisagu
AC oldalra, valamint a BEC haromszogben a 10 egység hosszisagu BC
oldalra:

(1) 25=2c%-2¢? -cos g,
illetve
(2) 100 = 5¢* —4c¢? - cos(180° — ). (2 pont)

A cos(180°—¢p)=—cosg trigonometrikus azonossag alkalmazasa utan (2)
a kovetkezd alaku lesz:

(3) 100 = 5¢* +4c” -cose. (1 pont)
Az (1) és (3) egyenletrendszerbdl:

4) 9¢* =150
adodik. (1 pont)



Figyelembe véve, hogy ¢ > 0, (4)-bdl (1 pont)

5-46
c=2N°
3
kovetkezik. (1 pont)
Az ABCD trapéz oldalai tehat
AB=3¢=5-/6, BC=10, Cch:#,DA:czﬁ.

(1 pont)
Diszkusszio

A feladatban leirt adatokkal rendelkez6 trapéz csak akkor szerkesztheto
meg, tehat megoldasaink is csak akkor léteznek, ha az 1. megoldas
abrajan szerepld BCE €s ABC haromszogekre teljesiilnek a haromszog-
egyenldtlenségek, azaz

2c+c¢>10 és 10+5>3c, amibol 1?O<c<§,

¢s mivel ¢~ 4,08, ez teljesiil.

Konnyen lathato, hogy teljesiilnek a haromszog-egyenldtlenségek
az ACE haromszogre is. (2¢ > 5) (1 pont)

Osszesen: 10 pont

2. megoldas:

Egészitsiik ki az el6z6 dbrat CAB/ = a jeloléssel!
[rjuk fel az ABC haromszog teriiletét két médon!
Eldszor Héron-képlettel

Az ABC héaromszog kertilete:

K e, =15+3c,

ezért félkeriilete:

15+3c¢
T
Ebbdl kovetkezik, hogy
s—AB:15;3C, s—AC:302+5, s—BC=¢73 (2 pont)



Az ABC haromszog teriiletére felirva a Héron-képletet:

15+3c.15—3c‘3c+5‘3c—5
2 2 2 2

(1) e, =|

(1)-ben elvégezve a miiveleteket, a

J(225-9¢2)-(9¢* - 25)

ABC, 4

2)
Osszefiiggést kapjuk. (1 pont)

Ez a teriilet a haromszog két oldalanak és a kdzbezart sz6g szinuszanak
segitségével is kifejezhetd:

3c¢-5-sina

Tipe, ==
3) ) 2 (1 pont)

Mivel (2) és (3) baloldalai egyenldk, ezért

J(225-9¢%)(9¢* ~25)  15csina
4 2
amibdl az atalakitdsok utan
(4) (225-9¢?)-(9¢* —25)=900- ¢ -sin’ &

egyenletre jutunk. (1 pont)

sin® a kiszamitasahoz felirjuk az AEC egyenldszaru haromszog felébol:

Ac
2 2,5
cosa =—4—="", 1 pont
B . (1 pont)
¢s a négyzetes trigonometriai 6sszefliggés alapjan:
sina=1- 2—52
4c
5 4’25
S o = )
4c
adodik. (1 pont)
Ezt beirjuk (4)-be
(5) (225-9¢?)-(9c? - 25) =225 (4¢* —25).

A miiveletek elvégzése utan mivel ¢* #0 a

9¢* =150



egyenletet kapjuk, innen a trapéz oldalai: (1 pont)
AB=3c=56, BC=10, CD=C:¥, DA:C.:¥
kovetkezik. (1 pont)

Diszkusszi16

A feladatban leirt adatokkal rendelkez6 trapéz csak akkor szerkeszthetd
meg, tehat megoldasaink is csak akkor léteznek, ha az 1. megoldas
abrajan szerepld BCE és ABC haromszogekre teljesiilnek a haromszog-
egyenldtlenségek, azaz

2c+c¢>10 €s 10+5 > 3c, amibdl %<c<%,

¢s mivel ¢~ 4,08, ez teljesiil.

Konnyen lathatd, hogy teljesiilnek a haromszog-egyenldtlenségek
az ACE haromszogre is. (2¢ > 5) (1 pont)

Osszesen:10 pont
3. megoldas:
Ismét az 1. megoldas abrajat hasznaljuk.

Az ABC haromszogben az AB oldal belsd pontja E, ezért felirhatjuk a
Stewart-tételt, amely szerint:

(1) CE*-AB=AC? -EB+BC’-AE—AB-AE-EB. (3 pont)

Mivel AE=CE =c, AB=3c, EB=2c, illetve AC=5 és BC =10, ezért
(1)-be a megfeleld értékeket beirva

(2) ¢®+3¢=25-2¢+100-c-3c-c-2c. (2 pont)

(2)-b6l a ¢ > 0 szammal vald osztds, a miiveletek elvégzése &s
rendezés utan

9¢* =150,
majd



adodik. (3 pont)

5-6 5-4/6

AB=3c=5-\/g,BC:10,CD=c=T,DA:C=T. (1 pont)

Ezért a trapéz oldalai:

Diszkusszio

A feladatban leirt adatokkal rendelkez6 trapéz csak akkor szerkeszthetd
meg, tehat megoldasaink is csak akkor léteznek, ha az 1. megoldas
abrajan szerepld BCE és ABC haromszogekre teljesiilnek a haromszog-
egyenldtlenségek, azaz

2c+c¢>10 és 10+5 > 3¢, amibdl %<c<?,

¢s mivel ¢~ 4,08, ez teljesiil.

Konnyen lathatd, hogy teljesiilnek a haromszog-egyenldtlenségek
az ACE haromszogre is. (2¢ > 5) (1 pont)
Osszesen:10 pont

Megjegyzes

Ha a trapéz 4 csucsandl levd belsd szogét tompaszognek vennénk, ez
fenti megoldasunkat nem befolyasolna.
Ha azonban az 4 csucsnal levd belsé szog derékszog lenne, akkor a
kovetkez6 dbra derékszogli haromszogeire felirt Pitagorasz-tételekbdl is
lathatd, hogy egymadsnak ellentmondo

2¢* =25 €s 5¢” =100 egyenletekre jutnank.

2¢

Ezért ez az eset nem lehetséges, tehat a derékszogl trapéz nem felelne meg a
feladat feltételeinek.



4.  Bizonyitsa be, hogy 2006 +2008*" +2007 oszthato 7-tel!

Megoldas:

Vezessiink be jeloléseket!
Legyen: 4, =2006*""; A, =2008*"; A4, =2007, A=A +A4, +A4,!
Eszrevessziik, hogy
2002 =286-7, 2009 =287-7,
ezeért
2006 =286-7+4; 2008 =287-7-1; 2007=287-7-2

azaz

(286-7+4)",

(287-7-1)"°,

287-7-2. (2 pont)

4,
4,
A4,

Az 4, szam binomialis tétel szerint kifejtett alakjaban csak az utolso tag
nem oszthato 7-tel, ez pedig

2007 _42007 — 42007

2007 ’

azaz

(1) A =Tk +4™ . (ke N) (1 pont)
Tovabbalakithatjuk a 4> -t:
42007 — 43'669 — (43)669 — 64669 — (9 . 7 + 1)669 . (2 pont)

Ennek a binomidlis tétel szerint kifejtett alakjaban is csak egyetlen tag
nem oszthato 7-tel, nevezetesen

(222] 199 =1, (1 pont)

Ezek szerint a 4% szam 7-tel osztva 1 maradékot ad.
(2) 4 =71+1, (le N)

10



(1) és (2) alapjan:
(3) A =Tk+71+1. (1 pont)
Hasonldan lathaté be, hogy az 4, kifejtésében szerepld tagok koziil

csak a

(2006J e

2006

nem oszthato 7-tel, ez viszont +1-gyel egyenlo, azaz
4) A, =Tm+1. (meN) (2 pont)

(3) és (4) valamint 4, behelyettesitése alapjan lathatjuk, hogy
A=Tk+71+D)+(Tm+1)+(7-287-2)="Tn,

ésmivel k,l,me N ezért ne N

vagyis 2006*" +2008°* +2007 valdban oszthatd 7-tel. (1 pont)

Osszesen: 10 pont
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5. Bizonyitsa be, hogy egy tetszoleges haromszog a,b,c-vel jelolt oldalai

kozott akkor és csak akkor all fenn az a <b <c egyenlétlenség, ha az
s.,s,,s -vel jelolt salyvonalakra fennall az s, >s, >, egyenlotlenség!

Megoldas:

Felhaszndljuk a haromszogek sulyvonalainak négyzetére érvényes kovetkezd
Osszefiiggéseket:
2 20%+2c*—a® 5, 2a’+27-b* 5, 2a°+2b°—C°
(1) Sa = > Sp = > Se = .
4 4 4
Az (1) osszefiiggések igazolhatok ugy, hogy az ABF ¢és az ACF
haromszogekre (ahol AF sulyvonal) felirjuk a koszinusz tételt:

2
2 d 2 a
c'=—+8,-2—5_ cos(t—¢),
2 5 (7 — )

a

2
b* :%+s2a —Z%S cosg,

a

amde R
cos(r —@p)=—cosp, a

ezért az el6z0d két egyenletet 6sszeadva:

2
a
c?+b* ="—+25%,
2
amibol

. 2b% +2¢% —a’
a 4 .
Hasonloan igazolhat6 (1) masik két egyenldsége is. (2* pont)

Ratérve a tétel elso részének bizonyitasara, tegyiik fel, hogy
S, 28,

ekkor az is teljesiil, hogy
4sa2 > 4sb2 ,
vagyis (1) miatt:
2b% +2¢* —a® =2 2a’ +2c’ -b°.
Rendezés utan 34 <3b*, majd a négyzetgyokvonas utan (az a,b
szdmok nyilvan pozitivak),

a<b
kovetkezik. (2 pont)

12



Hasonloan igazolhato, hogy ha s, >s_, akkor b <c, és ezzel a feladat els6 részét
bizonyitottuk. (1 pont)

Megforditva, ha
ab ,
akkor
3a* <3b°,
€s igy
2b* —a® =224’ - b2,

ebbdl pedig

2b% +2¢* —a® >2a” +2¢* - b?

illetve
2 2 2 2 2 2
) 2b" +2c” —a 22a +2¢”—b
4 4
kovetkezik.
Az (1) osszefiiggéseket (2)-be irva:
sa2 =S bz 5
¢s mivel s, €s s, pozitiv szdmok, ezért
5,25,. (3 pont)

Hasonldan bizonyithato, hogy ha » < ¢, akkor s, > s, teljesiil, ezzel

az allitas megforditasat is igazoltuk. (1 pont)

A feladatban megfogalmazott allitdst mindkét irdnyban bizonyitottuk,
ezért valoban igaz, hogy egy tetszéleges haromszog a,b,c -vel jelolt
oldalai kozott akkor €s csak akkor all fenn az a < b <c egyenl6tlenség,

ha az s_,s,,s, sulyvonalakra fennall az s, >s, >s_egyenl6tlenség. (1 pont)

Osszesen: 10 pont
Megjegyzes:
A 2* pont akkor is megadhatd, ha a stlyvonal oldalakkal vald kifejezésének
bizonyitasat nem irja le a versenyzd, de egyértelmiien hivatkozik arra, hogy
honnan ismeri.
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6. Andras és Balazs kosarra dobasban méri 6ssze tudasat. Annak
valésziniisége, hogy Andras a kosarba talal 0,7 , mig Balazs
0,4 valosziniiséggel dob kosarat.
Egy jatszmaban mindegyikiik egyszer dob.
Ha Andras talal, és Balazs nem, akkor Andras nyer.
Ha Balazs talal, és Andras nem, akkor Balazs nyer.
Minden mas esetben a jatszma eredménye dontetlen.
Mennyi a valdsziniisége annak, hogy két egymas utani jatszma
mindegyike dontetlen lesz?

I. megoldas:

Egy jatszma eredménye kétféle modon lehet dontetlen.

Els6 esetben ugy, hogy ha mindketten sikeres dobdst hajtanak végre.
Jeloljik ezt az eseményt X -szel.

Nyilvanvald, hogy Andras és Baldzs dobdsa egymastdl fliggetlen, ezért az
X esemény bekovetkezésének valoszinlisége a kiilon-kiilon vett
valoszintségek szorzata, azaz

(1) P(X)=0,7-0,4=0,28. (2 pont)

Egy jatszma tgy is lehet dontetlen, ha a dobast mindketten elvétik. Legyen
ennek az eseménynek a jele Y.

Mivel Andras sikeres illetve sikertelen dobasa egymast kizard események,
ezért valoszinliségeik 6sszege 1. Igy annak valdszinlisége, hogy

Andras nem talal: 1-0,7=0,3,
hasonloképpen
Balazs rossz dobdsanak valosziniisége: 1-0,4=0,6.
(2 pont)

Andras és Baldzs rossz dobéasa ismét két egymastol fliggetlen esemény,
tehat az el6zOhoz hasonléan Y valoszinlisége a kiilon-kiilon vett
valosziniiségek szorzata. Ebbol kovetkezik, hogy:

(2) P(Y)=03-0,6=0,8. (2 pont)
Az X ¢és Y események kizarjak egymast, ezért egyetlen jatszma dontetlen

eredményének valdsziniisége:
P(X)+P(Y)=0,46. (2 pont)
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Ha két egymads utdni jatszma eredménye dontetlen, akkor ezt az eseményt

jeloljiik Z -vel!

Az egymds utani jatszmak fiiggetlenek, tehat annak a valdsziniisége,

hogy két egymas utani jatszma mindegyike dontetlen lesz:

Megjegyzes:

P(Z)=[P(Xx)+P(Y)] =046 =0,2116.

Természetesen j6 megoldas:

1-[0,7(1-0,4)+ 0,4(1-0,7)] = 0,46 .

II. megoldas:

Bevezetjiik a kovetkez0 jeloléseket:

Andras talal:

(2 pont)

Osszesen: 10 pont

a;; ennek valoszinlisége: P(a;)) =0,7

Andras nem taldl: a,; ennek valdsziniisége: P(a,) =1-0,7=0,3

Balazs talal:

b; ; ennek valdsziniisége: P(b;) = 0,4

Baldzs nem talal: b,; ennek valosziniisége: P(b,) = 1-0,4=0,6
Andrés nyer: A; Balazs nyer: B; dontetlen a jatszma: D.

A lehetséges dobassorozatok és eredménytik:
(Tegytik fel, hogy Andras, Baldzs, Andréas, Balazs sorrendben dobnak. Az egy
dobason beliili sorrend a feladat szempontjabol lényegtelen, csak a dobasok

eredménye szamit.

Eredmények:

aib; a;b;
ajb; a;b,
aib; ayb;
aibi anbn
aiby, ab;
aibn aibn
avibn anbi
aibn anbn
anb; ab;
. anbi aibn
. a,b; a,b;
. anbi anbn
. a,b, a;b;
. anbn aibn
. a,b, a,b;
. apb, a by

PN DD =

et e ek pd e e \O
AN N BN W= O

)

valosziniisége:
valosziniisége:
valosziniisége:
valoszintsége:
valosziniisége:
valoszintsége:
valosziniisége:
valoszintsége:
valosziniisége:
valosziniisége:
valosziniisége:
valosziniisége:
valosziniisége:
valosziniisége:
valosziniisége:
valosziniisége:

P(a;)-P(b;)-P(a)-P(b;)
P(a;)-P(by)-P(a;)-P(bn)
P(a;)-P(b;)-P(a,)-P(bi)
P(a;)-P(b;)-P(a,)-P(by)
P(a;)-P(b,)-P(a;)-P(bi)
P(a;)-P(bn)-P(a;)-P(by)
P(a;)-P(bn)-P(an)-P(by)
P(a;)-P(bn)-P(an)-P(by)
P(ay)-P(bi)-P(a;)-P(bi)
P(ay)-P(bi)-P(a;)-P(by)
P(a,)-P(by)-P(ay)-P(by)
P(a,)-P(bi)-P(an)-P(by)
P(a,)-P(by)-P(a;)-P(by)
P(ay,)-P(bn)-P(a;)-P(by)
P(a,)-P(by)-P(an)-P(b;)
P(ay)-P(bn)-P(an)-P(bn)
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DD
DA
DB
DD
AD
AA
AB
AD
BD
BA
BB
BD
DD
DA
DB
DD



Pontozas:
Valamennyi eset felsorolasa: (6 pont)*

Mindkét jatszma dontetlen az 1. a 4. a 13. és a 16. sorozatban.
A keresett valoszinliség e négy jatszma valosziniiségének Osszege:

(2 pont)
0,7%-0,4%+ 0,7-0,4-0,3-0,6 + 0,3-0,6-0,7-0,4 + 0,3%.0,6° =
7(0,7-0,4 + 0,3-0,6)* = 0,2116
(2 pont)

Osszesen: 10 pont

Megjegyzés:

1. Ha a versenyz0 felsorolja az eseteket, de a valoszintiségeket rosszul
szamolja (0sszeadas, illetve szorzasjel tévesztés) legfeljebb 2 pontot
kaphat.

2. * a 6 pontot akkor is megkaphatja, ha csak a dupla dontetlen eseteket
indokléssal felsorolja.

3. * Indoklas nélkiil a négy ,,j0” eset felsorolasa legfeljebb 4 pont.

16



