g e GIMNAZIUM

Az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
2007-2008. tanévi els6 forduléjanak feladatmegoldasai
matematikabdl, a II. kategéria szamara

1. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az aldbbi egyenletet:

(1) log, (1 4 cos(2z)) = 21+eos(a),

Megoldas: Mivel cos(2x) < 1, ezért

log, (1 + cos(2z)) <log,2 = 1. 1 pont
Mivel cos(3z) > —1, ezért
21+COS(3I) 2 20 —1. 1 pont
Ezek szerint (1) csak akkor teljesiilhet, ha a bal és jobb oldala egyarant 1. 1 pont
A bal oldal pont akkor lesz 1, ha cos(2z) = 1, ennek megoldédsa 2z = 2k7, azaz
(2) r=kmr. (ke
1 pont
A jobb oldal pont akkor lesz 1, ha cos(3z) = —1, ennek megoldasa 3z = (2] + 1), azaz
20+ 1
(3) z= ; r (l€7)
1 pont
A feladatban kitiz6tt egyenlet megoldasait kapjuk, ha = a (2) és (3) feltételeknek is
megfelel, azaz x = 2n + 1) (n € Z) . 2 pont

Osszesen: 7 pont

2. Az ABC haromszog BC' oldalanak felezépontja F', az AB oldal egy belsé pontja
T, az AF és CT szakaszok metszéspontja M. Az AT M haromszog teriilete 8, a CF'M
haromszog tertilete 15 egység. Mekkora lehet az ABC' hdromszog teriilete?

Megoldas: Jelolje az AMC' haromszog teriletét x. Mivel F' oldalfelezo pont, ezért
igaz a kovekezo két dolog:
(1) az ACF és AFB haromszogek teriilete ugyanakkora, igy a BTMF négyszog
tertiilete x + 7; 1 pont
(2) az MCF és M F B haromszogek teriilete ugyanakkora, mindkett6 15 egység.
1 pont
Ezen két észrevételbol az kovetkezik, hogy az M BT haromszog teriilete Thpr =
Tsrvr — Turp = (v — 8) egység. 1 pont



Mivel az AB egyeneshez tartozo magassaga az M BT és MT A, valamint a CBT és CT A
haromszogeknek azonos, ezért teriileteik aranya éppen a BT és T'A szakaszok aranyaval

egyezik meg, azaz:
Tvupr Tepr BT

Tyra Tera TA

2 pont

frjuk fel ezt az aranyt a korabbi észrevételeink alapjéan:

r—8 (z+7)+15

8 8+
A nevez6kkel szorozva és O-ra rendezve 22 — 8x — 240 = 0 adddik, amelynek megolddsai
21 = 20 és 9 = —12, ez utébbi nem lehet egy haromszog teriilete.
Az ABC haromszog tertilete Tapc = 2x + 30 = 70 egység. 2 pont

Osszesen: 7 pont

3. Hatarozzuk meg, mely a és b egész szamokra igaz:

b . a—4 ]
a—1 b+1
1. megoldas: A nevezokben nem allhat 0, ezért a # 1 és b # —1. 1 pont
A nevezdkkel szorozva:
(1) V+b+a*—ba+4=ab+a—b—1.

Tekintsiik gy (1)-et, mint b-re nézve masodfoku egyenletet. Egy oldalra rendezve:
b’ + (2 —a)b+ (a® — 6a +5) = 0.

2 pont



Ezen egyenletnek akkor lehetnek valés megoldasai, ha diszkrimindnsa nem negativ,
azaz
4 —da+ a® — 4a® + 24a — 20 = —3a” + 20a — 16 > 0.

Ebbol
10 — /52 10 + /52
—_— << —
3 - - 3
Mivel a egész szam, és 0 < 10_3‘/@ és 10+3‘/§ < 6, ezért a lehetséges értékei 2, 3, 4 és 5.

3 pont
Ezeket az értékeket (1)-be helyettesitjiik. Ha a = 2, akkor b? — 3 = 0, ennek gyokei
nem egészek. Ha a = 3, akkor b> — b — 4 = 0, ennek sincs egész megolddsa. Ha a = 4,
akkor b? — 2b — 3, ennek egészek a gyokei, b = 3 j6 megoldés, b = —1 a kezdeti kikotés
miatt nem megoldds. Ha a = 5, akkor b* — 3b = 0, ennek az egyenletnek mindkét gyoke
jo, ezek a 0 és a 3. 1 pont
A megfeleld (a;b) megoldasok: (4;3), (5;0) és (5;3).
Osszesen: 7 pont

2. megoldas: A nevezdkben nem &llhat 0, ezért a # 1 és b # —1. 1 pont
A nevezokkel szorozva kapjuk (1)-et, majd ezt 2-vel szorozzuk:

2b° + 2b + 2a” — 10a + 8 = 2ab + 2a — 2b — 2.
Atrendezziik és teljes négyzeteket alakitunk ki:
b* 4+ 4b+ 4+ b* — 2ab + a* + a® — 12a + 36 = 30

(2) (b+2)*+ (b—a)*+ (a—6)*=30

3 pont
A 30-at harom négyzetszam Osszegeként a 0, 1, 4, 9, 16, 25 szamok segitségével csak
144425 alakban irhatjuk fel.
Ha (b+2)% = 1, akkor b lehet -3 vagy -1, ez utébbit a kikotés kizdrja. Ha (b + 2)? = 4,
akkor b lehet -4 vagy 0. Ha (b + 2)? = 25, akkor b lehet -7 vagy 3.
Megkaptuk az Osszes széba johet b értéket, ezeket (1)-be helyettesitve, majd az a-ra
kapott masodfoki egyenletet megoldva megkapjuk az elsé megoldasban k6zolt eredményeket.
. 3 pont
Osszesen: 7 pont.

4. Bizonyitsuk be, hogy egy olyan téglalap alapti gulaban, amelyben a gila ma-
gassaganak a talppontja az alap valamely csiicsdba esik, a leghosszabb oldalél hosszanak
negyedik hatvanya legalabb hatszorosa az oldallapok teriiletei négyzetosszegének.

Megoldas: Legyen a gila alapja az ABC'D téglalap, a gula 6todik csicsa FE, ahol
E A merdleges az alapra. Legyen AB = a, AD = b és AE = c. A leghosszabb oldalél EC.
Az ABC és EAC derékszogii haromszogekre alkalmazzuk a Pitagorasz tételt:

AC? = a® + b? AC* + % =a* + V¥ + 2 = EC?. 1 pont



Az FAB és EAD derékszogi haromszogek teriilete:

Teap = e Teap = @ 1 pont
2 2
Mivel E'A meroleges az alapra, ezért annak minden egyenesére, igy BC-re is. BC' meréleges
EA-ra és AB-re, ezért az FAB sikra, igy a benne fekvé EB egyenesre is. Ezek sze-
rint FBC is derékszoglii haromszog. Hasonlé gondolatmenettel kapjuk, hogy ECD is
derékszogl haromszog, ezek tertilete:

Tepc = 5 EDC = 5 1 pont
E
c
A a B
Ezek alapjan a bizonyitandé egyenlétlenség:
2.2 2 2 2.2 | 722 212 | 2.2
9 o 9.9 a‘c® b*c®  b*a® +b°c*  a’b* +a‘c
b >6 1 t
(a+—|—c)_(4—|—4+ 1 1 pon
A bal oldalt kifejtjiik, a jobb oldalt atalakitjuk:
a* +b* + ¢t + 2070 + 2a%c* + 2% > 3(aPb? 4 a’cP + bPCP).
Rendezziik O-ra az egyenl6tlenséget és szorozzuk meg 2-vel:
2a* + 20" + 2¢* — 2a°0* — 2a*c® — 2b*c* > 0.
A bal oldalon teljes négyzeteket hozunk létre:
(a2 - b2)2 + (bQ o 62)2 + (62 o a2)2 Z 0’
ez pedig az a, b, ¢ valos szdmok minden értéke esetén teljestil. 2 pont
Mivel ekvivalens atalakitasokat végeztiink, ezért a bizonyitandé egyenlétlenséget belattuk.
1 pont

Osszesen: 7 pont.



5. Adott az

20 +1 5
— VIt
2
fiiggvény, ahol x > 0.
(a) Monoton né, vagy csokken a fiiggvény?
1
(b) Melyik az a legkisebb pozitiv egész n, amelyre f(n) < 2008 ?

1. megoldas: (a) Megmutatjuk, hogy a fiiggvény szigorian monoton csokkend, azaz
ha 0 < 27 < xq, akkor f(z1) > f(x2). Ez azt jelenti, hogy

1 1
(1) ZE1+§—\/I’12+I1>I2+§—\/$22+ZE2,

ami ekvivalens a kovetkezdvel:

\/122+x2—\/x12+x1>x2—x1. 1 pont

Mivel az igy kapott egyenlétlenség mindkét oldala x; < xo miatt pozitiv, ezért ekvivalens
a bal és jobb oldal négyzetre emelésével nyert alabbi egyenlétlenséggel:

2 2 2 2
To" + T — 2\/$22$12 + 29221 + Xow1? + Toxy + 117 + 21 > X7 — 2w9xy + 217

Rendezés utan kapjuk:

Ty + 1 + 22179 > 2\/x22x12 + 29271 + Tox12 + 1221 2 pont

Ujra négyzetre emelhetiink, majd a kapott egyenl6tlenséget 0-ra rendezve

(2) 1'22 -+ Cl312 — 22129 = (%2 — .Z'l)Q >0

adddik, ami r7 < xo miatt mindig igaz. 1 pont
Mivel ekvivalens dtalakitdsokat végeztiink ezért (2)-bél visszafele kovetkeztetve belattuk

(1) igaz voltat. 1 pont

(b) A kovetkezé egyenl6tlenség legkisebb pozitiv egész megoldasat keressiik:

+ ! 2+n< !
n ——Vvn n —.
2 2008

Atrendezve:

1003
/2
n+2008 < vVnc+n.

Mindkét oldal pozitiv, négyzetre emeljiik a bal és jobb oldalt:
5 2006 10032

2
<
"t 008" Tagos < T
. 10032 .. 10032 ,
amibdl 1016 < n. Mivel 2016 "~ 250, 5 ezért n = 251.

. 2 pont
Osszesen: 7 pont.



2. megoldas: Az (a) rész eredményét megkaphatjuk gyoktelenitéssel is:

2x+1 1 (2x 4+ 1) + V422 + 4z
— 2 — — 2 . =
y— V@ ta=3(@r+l) - Vil +da) (22 + 1) + VA22 + da

1 1
=—- 2 pont

2 2+ 1) +V4r2 + 4z

Az dtalakitds utan kapott alakban (2 + 1) szigorian monoton noévé fliggvény, ugyanigy
422 4 4x és ennek négyzetgyoke is. Mivel szigorian monoton névé fiiggvények osszege

1
is szigorian monoton névo, ezért (2z + 1) + v4x? 4+ 4z is az. Ennek reciproka, illetve 3

-szerese pedig szigorian monoton csokkend fiiggvény. 3 pont

3. megoldas: (Az (a) rész mas mddon.)
A fiiggvény folytonos x > 0 és differencialhatéd x > 0 esetén. 1 pont
A derivalt fiiggvény:

2z + 1 — 1 2% + 4z + 1
— =l 22+ 1) =1 2 pont
( 5 x +x> 5 x2+x(m—|— ) 127 1 Az pon

Ez valéban minden x > 0 esetén értelmezett. Mivel z > 0, ezért az utols6 gyokjel alatti
tort értéke és igy annak gyoke is 1-nél nagyobb, igy a derivalt negativ, minden x > 0
esetén. Ebbol kovetkezik, hogy a fliggvény szigorian monoton csokkeno. 2 pont




