;;i Oktatasi Hivatal

Az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
2008-2009. tanévi harmadik, dont6 forduléjanak feladatai
matematikabdl, a II. kategéria szamara

1. Hatarozzuk meg azon ky, ko, ..., k, és n pozitiv egészeket, amelyekre

1 1 1
k k o+ k,=n—4 és —+—+ ... +—=1.
1+ Ko+ .o+ n es k1+/€2+ +k3n

2. A szabalyos ABC' haromszog bels6 P pontjanak az AB, BC és C'A oldalakra es6
meréleges vetiilete legyen rendre C'; A’ és B’ . Jelolje az APC', BPA', CPB’ és APB’,
BPC', CPA’ haromszogekbe irt korok sugarat rendre rq, rg, 73 és 14, r5, 16. Bizonyitsuk
be, hogy

™ +To+1T3 =74+ 75+ Tg.

3. A H=1{1;2;3;...;9} halmaz egy P particiojanak nevezziik azt, ha H-t diszjunkt
részhalmazainak unidjaként irjuk fel. (A részhalmazok paronként kozos elem nélkiiliek.)
Jelolje P(n) az n-t tartalmazé részhalmaz elemeinek szamét (n € H). Példaul a P :
{1;4;5} U{2} U {3;6;7;8;9} = H partici6 esetén P(6) = 5.

Bizonyitsuk be, hogy H barmely P; és P, particiéjara talalhato két kiilonbozo H-beli
n és m elem, amelyekre Py(n) = Pi(m) és Py(n) = Py(m).

Valamennyi feladat 7 pontot ér.



@ Oktatasi Hivatal

Az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
2008-2009. tanévi harmadik, dont6 forduléjanak feladatmegoldasai
matematikabdl, a II. kategéria szamara

1. Hatarozzuk meg azon ki, ko, ..., k, és n pozitiv egészeket, amelyekre

1 1 1
k k e +k,=5n—-—4 és —+—+...+—=1.
1+ R+ ...+ n €s /{51+/€2+ +kn

Megoldas: frjuk fel a harmonikus és szamtani koézepek kozotti egyenlotlenséget a
feladatban szerepld ki, ko, ..., k, szamokra. Felhasznaljuk, hogy 6sszegiik és reciprokaiknak
osszege is adott.

n ki+ke+..+k, bHn—4
] ] T =N < = :
Ebbél n? < 5n — 4, amibél 1 < n < 4 kovetkezik. 3 pont

Vizsgéaljuk meg a széba joheté n értékeket. Az n = 1 és n = 4 esetben az iménti
egyenlOtlenségben = van, azaz minden k; egyenlo, a megoldésok

n:]ﬁ:l és n:k1:k2:k3:k4:4. 1pOHt

Ha n = 2, akkor k; + ky = 6, viszont ennek pozitiv egész megoldasai esetén a re-
ciprokosszeg: % + % = %, % + i = % és % + % = %, ezek egyike sem 1.

Az n = 3 esetben tegyiik fel, hogy k1 < ko < k3. Mivel a reciprokok osszege 1, ezért
1 < ky. k1 + ko + k3 = 11 miatt &k < %, azaz ki lehetséges érékei a 2 és 3. ky = 3 esetén
a reciprokosszeg ki < ko < k3 mellett csak ugy teljestilhet, ha ky = ko = k3 = 3, viszont

ekkor az 6sszeg nem 11, nem kaptunk megoldast.

1 1 1
k1 = 2 esetén o + = ebbol koks — 2k — 2k3 = 0, szorzatta alakitva
2 3

(ks — 2) (ks — 2) = 4.

A 4 megfelel6 felbontésai az 1 -4 és 2 -2, az els6 esetben ky = 3 k3 = 6, a masodikban
ko = ks =4. A ki + ko + k3 = 11 feltétel miatt csak a 2,3,6 szamharmas megfelelo, illetve
ezek barmilyen sorrendben. 3 pont
Az utéljara targyalt n = 3, k; = 2 esetben is célhoz ériink a ky + ko + k3 = 11 feltételbol
adddo lehetséges tovabbi szamparok vizsgalataval. % + % + %, % + % + %, % + i + é koziil
csak egyszer lesz a reciprokosszeg 1.
Osszefoglaljuk a harom fajta megoldast: azn =k =1, azn=ky =ky=ks =k, =4
és az n = 3 ahol ky, ko, k3 a 2,3,6 valamilyen sorrendben. .
Osszesen: 7 pont

2. A szabalyos ABC' haromszog belsé P pontjanak az AB, BC és C' A oldalakra es6
merdéleges vetiilete legyen rendre C’, A’ és B’ . Jelolje az APC', BPA', CPB’ és APD’,



BPC', CPA’ haromszogekbe irt korok sugarat rendre rq, ro, 73 és 14, 15, 1¢. Bizonyitsuk
be, hogy
1+ 1rotr3 =714 +7154+ 78"

Megoldas: Felhasznaljuk, hogy ha egy derékszogli haromszog befogéi a és b, atfogoja
¢, beirt korének sugara r, akkor 2r = a+b—c. Az APC', BPA’ és C' PB’ haromszogekbe
irt korok sugarainak osszege ezek szerint

(1) (AC"+C'P— AP)+ (BA'+ AP — BP)+ (CB'+ B'P — CP).
Az APB', BPC' és CPA’ haromszogekbe irt korok sugarainak osszege pedig
(2) (AB'+ B'P — AP)+ (BC'+ C'P — BP) + (CA'+ AP — CP).
Osszevetve (1)-et és (2)-6t a bizonyitandé allités
AC'+ BA'+ CB' = AB' + BC' + CA'. 4 pont

Huzzunk parhuzamosakat az ABC haromszog oldalaival P-n at. Ezek a haromszog
oldalait a D, FE, F, G, H, I pontokban metszik az abra szerint. Ekkor ABFI szimmetrikus
trapéz, igy AI = BF = x, hasonléan AD = CG = y és BE = CH = z. Keletkezett
hdrom szabélyos héromszog DEP, FGP és HIP, amelyeknek szimmetria tengelye rendre
PC', PA" és PB'. Igy DC' = C'E =u, FA' = A'G =v és HB' = B'I] = w. Készen is
vagyunk, hiszen

AC'+BA +CB' =x+y+z+u+v+w=AB + BC' + CA.

3 pont

Osszesen: 7 pont

3. A H=1{1;2;3;...;9} halmaz egy P particidjanak nevezziik azt, ha H-t diszjunkt
részhalmazainak unidjaként irjuk fel. (A részhalmazok paronként kozos elem nélkiiliek.)
Jelolje P(n) az n-t tartalmazé részhalmaz elemeinek szamét (n € H). Példaul a P :
{1;4;5} U{2} U {3;6;7;8;9} = H partici6 esetén P(6) = 5.



Bizonyitsuk be, hogy H barmely P; és P, particiéjara talalhato két kiilonbozo H-beli
n és m elem, amelyekre Py(n) = Pi(m) és Py(n) = Pa(m).

Megoldas: Egy particioban a részhalmazok kozott szerepelhet az iires halmaz is, de
ennek a feladat szempontjabdl nincs jelentésége, ezért a tovabbiakban a particiokban
levé nem iires részhalmazokat figyeljiik. Nézziik meg egy tetszolegesen valasztott P és
P, partici6 esetén, mit is mond a feladat:

P {1;4;,5}U{2}U{3;6;7;8,9} = H és Py:{1}U{2;6;9}U{3}{4}U{5;7tU{8} = H.
Felirjuk minden j € H elem esetén a hozzd tartozé (Pi(j); Py(j)) szémpart:

0 j: 1 2 3 4 5 6 7 8 9
(P(7); P2(3)) = (1) (1:3) (551) (3;1) (3:3) (553) (53) (5:1) (5:3)

Latjuk, hogy az n =6 és m = 7 esetén Pj(n) = Pi(m) és Py(n) = Py(m).

Egy adott particioban legfeljebb harom kiilonb6z6 méretii részhalmaz lehet, mert mar
a négy legkisebb kiillonbozé méret esetén is 1 +2+3+4 =10 > 9. 1 pont

Tetsz6legesen valasztott Py és P, partici6 esetén (1) mintdjara tekintsiik a (P (j); Pa(j))
szampéarokat. Mivel Pj(j) csak hdrom féle lehet, ezért a szédmpéarokban szerepld elsé
szam helyén legfeljebb harom kiilonbozé szam szerepelhet. Fenti példankban az 1, 3 és
5. Ugyanigy a szamparok mésodik, P»(j) szama is legfeljebb harom féle lehet, a fenti
példankban 1, 2 és 3.

Tegyiik fel indirekt, hogy a bizonyitandé allitdas nem igaz. Ekkor a j € H-hoz tartozé
(P1(j); P2(j)) szdmparok csak ugy lehetnek mind kiilonbozéek, ha Py (j) és Pa(7) is valéban
felvesz harom kiilonboz6 értéket (7 = 1,2, ...,9), és ezek minden varidciéja pont egyszer
fordul elo. 3 pont

Nézziik meg, mely k esetén lehet, hogy Py (j) = k éppen harom kiilonb6zé j-nél szerepel.
Ha a k elemi halmazok szama [ a P; particiéban, akkor a k szam éppen k - [-szer szerepel.
k-l = 3 csak ugy lehet, ha £k = 1 és harom darab egy elemi halmaz van a P, particiéban,
vagy k = 3 és pont egy darab haromelemii halmaz van.

Az indirekt feltevésbol az kovetkezett, hogy a Pi(j) = k szamokat tekintve k értéke
haromféle és minden érték éppen harom j-nél szerepel. Ez utébbi viszont csak két k-ra
teljestilhet, azaz ellentmondasra jutottunk. . 3 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: A feladat allitdsa |H| = 8 és |H| = 10 esetén nem igaz. Megadunk
mindkét esetben két olyan particiét, ahol kiilonb6z6 j szdmokhoz kiilonbozé (Py(j); Pa(7))
szampar tartozik.
|H| =8:

P ={1}u{2}u{3}U{4;5}U{6;7;8} é P ={1}U{4}U{6}U{2;7}U{3;5;8},

illetve |H| = 10-re:

P ={1}U{2;3}U{4;5;6}U{7;8;9;10} és P,={7T}uU{4;8}U{2;5;9}U{1;3;6;10}.



