
Országos Középiskolai Tanulmányi Verseny, 2008�2009-es tanévMATEMATIKA, III. kategóriaDönt®, a gimnáziumok speiális matematikai osztályai részéreFontos tudnivalók:1. A dolgozaton nem szabad feltüntetni a versenyz® nevét. A kidol-gozás során felhasznált minden papírlapra írja fel a tanuló a számjelét.2. A feladatok megoldására fordítható id®: 5 (öt) óra. A feladatokmegoldásához bármely tárgyi segédeszköz (szakkönyv, példatár, zseb-számológép stb.) szabadon használható (kivéve, ha a feladat szövegemegtiltja pl. számítógép használatát). Egyébként azonban önállóankell dolgozniuk a versenyz®knek (és telefon, internet stb. sem használ-ható). Programozható zsebszámológép igénybevétele esetén mind a fe-ladat megoldását szolgáltató programot, mind pedig magát a megoldástmeg kell adni.3. Ha a versenyz® valamelyik feladat megoldásában olyan ismeretre tá-maszkodik, amely nem szerepel a kategóriájának matematika törzs-anyagában, akkor pontosan hivatkoznia kell arra a forrásra, ahonnanazt merítette. A versenybizottság sak kell®en megindokolt megoldá-sokat fogad el, az eredmény puszta közlése nem értékelhet®.Nem fogadható el könyvb®l, példatárból stb. olyan feladatra történ®hivatkozás sem, amely feladatnak a megoldása ott nins kidolgozva.4. A dolgozathoz nem szükséges fogalmazványt (piszkozatot) készí-teni, de törekedni kell a megoldások világos, szabatos megfogalmazá-sára és áttekinthet®, olvasható leírására. A feladatokat tetszés sze-rinti sorrendben lehet megoldani, lehet®leg feladatonként új oldalon.Valamely feladatra adott második megoldás nem pótolja egy másikfeladat hiányzó megoldását.5. A dolgozatok elbírálásának megkönnyítése éljából kérjük a versenyz®-ket, hogy minden darab papírt adjanak be, amelyen érdemleges munkátvégeztek. A verseny feladatait tartalmazó feladatlapot a versenyz®kmegtarthatják.6. Azokat a versenyz®ket, akiknek dolgozatából kétségtelenül megállapít-ható együttm¶ködésük, kizárjuk a versenyb®l.Budapest, 2009. márius A versenybizottság



Országos Középiskolai Tanulmányi Verseny, 2008�2009-es tanévMATEMATIKA, III. kategóriaA dönt® feladataia gimnáziumok speiális matematikai osztályainak tanulói részére
1. Mutassuk meg, hogy ha a1, a2, a3, . . . tetsz®leges pozitív számok, akkor

∞∑

i=1

1/ai =∞ és ∞∑

i=1

ai/i2 =∞közül legalább az egyik teljesül. (Pozitív c1, c2, . . . számok esetén∑
∞

i=1
ci = ∞ azt jelenti, hogy az sk = c1 + c2 + . . . + ck összegek

k növekedésével minden határon túl n®nek.)2. Vetítsük az ABCD szabályos tetraédert mer®legesen egy a térben fekv®számegyenesre, és legyenek a súsok vetületei rendre az a, b, c, d valósszámok. Fejezzük ki a tetraéder élhosszát a, b, c és d segítségével.3. Egy nap egy méhraj egy különlegesen szép fa virágjairól gy¶jtötte amézet. Minden méheske legfeljebb 100-szor látogatott el a fához, ket-t®nél többen sohasem voltak egyszerre ott, de bármelyik két méhesketalálkozott valamikor egymással a fánál. Maximálisan hány méhes-kéb®l állhatott a méhraj?



Országos Középiskolai Tanulmányi Verseny, 2008�2009-es tanévMATEMATIKA, III. kategóriaa gimnáziumok speiális matematikai osztályainak tanulói részéreA dönt® feladatainak megoldásai1. feladat.Mutassuk meg, hogy ha a1, a2, a3, . . . tetsz®leges pozitív számok, akkor ∑
∞
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ai/i2 = ∞ közül legalább az egyik teljesül. (Pozitív c1, c2, . . . számok esetén∑

∞

i=1
ci = ∞ azt jelenti, hogy az sk = c1 + c2 + . . . + ck összegek k növekedésével mindenhatáron túl n®nek.)Megoldás: Tegyük fel indirekt, hogy ∑
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< T. (2)Az egyenl®tlenség bal oldalán álló összeg (az 1+(1/2)+(1/3)+. . .+(1/k)+. . . úgynevezettharmonikus sor kezd®szelete) azonban minden határon túl n®:
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.Ez j ≥ 2T − 2 esetén ellentmond (2)-nek.2. feladat.Vetítsük az ABCD szabályos tetraédert mer®legesen egy a térben fekv® számegyenesre,és legyenek a súsok vetületei rendre az a, b, c, d valós számok. Fejezzük ki a tetraéderélhosszát a, b, c és d segítségével.Els® megoldás: Legyen a keresett élhossz e =

√
2m. Foglaljuk a tetraédert egy m élhosszúkokába, amelyben a tetraéder élei lapátlók. Vegyük fel a térben azt a koordinátarendszert,amelyben A az origó, a B, C, D súsok koordinátái pedig rendre (0, m, m), (m, 0, m),illetve (m, m, 0), azaz a tengelyek a koka origóból kiinduló éleinek irányába mutatnak.
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Toljuk el a számegyenest önmagával párhuzamosan úgy, hogy az origója az A pontbakerüljön. Ekkor a B, C, D pontok vetületei rendre (b − a), (c − a) és (d − a) lesznek.Legyenek a számegyenes 1 pontjának koordiánátái (α, β, γ), ekkor persze
α2

+ β2
+ γ2

= 1.A B pont vetülete a számegyenesen az −−→
AB vektornak és az (α, β, γ) vektornak a skalárisszorzata; hasonló érvényes a C és D pontokra. Ezért

m · β + m · γ = b − a

m · α + m · γ = c − a

m · α + m · β = d − a.Innen m · (α + β + γ) = (b + c + d − 3a)/2, vagyis
mα = (c + d − b − a)/2

mβ = (b + d − c − a)/2
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2
(a2 + b2 + c2 + d2) − (ab + bc + ca + ad + bd + cd) .Második megoldás: Legyenek el®ször OP , OQ és OR páronként mer®leges egységnyihosszúságú szakaszok a térben. Állítjuk, hogy ha ezeket a szakaszokat a térben fekv®tetsz®leges egyenesre mer®legesen vetítjük, akkor a vetületek hosszának négyzetösszege 1lesz. Feltehet®, hogy a szóban forgó egyenes áthalad az O ponton. Vegyünk fel rajta egy Xpontot O-tól egységnyi távolságra, és vetítsük X-et az OP , OQ, OR egyenesekre. Miutánegységnyi szakasz vetületének a hossza sak a két egyenes által bezárt szögt®l függ, az

OX szakasz három vetületének a hossza rendre egyenl® az OP , OQ, OR szakaszoknak az
OX-re es® vetületei hosszával. Ezért a szóban forgó négyzetösszeg egyenl® az X pont ko-ordinátáinak a négyzetösszegével az OP , OQ, OR által kifeszített koordinátarendszerben,azaz 1-gyel.A fentiekb®l következik, hogy egy egységnyi él¶ koka összes élét a tér bármely egye-nesére mer®legesen vetítve az élek vetületeinek a négyzetösszege az egyenes helyzetét®l
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függetlenül mindig 4 lesz � és így x élhosszú koka esetében 4x2 �, hiszen az élek rend-szerét négy darab, páronként mer®leges élekb®l álló élhármas egyesítéseként kapjuk.Rátérünk a feladat megoldására. Az adott tetraéderrel együtt vetítsük a köré írhatókoka éleit is a megadott egyenesre. A tetraéder élei ennek a kokának lapátlói, mégpedigmindegyik lapon az egyik.Könnyen ellen®rizhet®, hogy a parallelogrammáknak az a jól ismert tulajdonsága, melyszerint az oldalak négyzetösszege egyenl® az átlók négyzetösszegével, érvényes elfajuló pa-rallelogrammákra is, tehát alkalmazható a koka lapjainak az egyenesre es® vetületeire.Ha ezeket az egyenl®ségeket felírjuk a koka mindegyik lapjának vetületére és összead-juk ®ket, akkor egyrészt megkapjuk a koka összes élei vetületei négyzetösszegének akétszeresét (mert mindegyik él két laphoz tartozik), másrészt a tetraéder élei vetületeinégyzetösszegének a kétszeresét (mert a koka bármelyik két párhuzamos lapátlója közülpontosan az egyik tartozik a tetraéderhez).Tehát a tetraéder élei vetületeinek a négyzetösszege egyenl® a köré írt koka éleivetületeinek a négyzetösszegével.Jelölje e a tetraéder élhosszát, ekkor a köré írt koka élhossza e/
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(a2 + b2 + c2 + d2) − (ab + bc + ca + ad + bd + cd) .3. feladat.Egy nap egy méhraj egy különlegesen szép fa virágjairól gy¶jtötte a mézet. Mindenméheske legfeljebb 100-szor látogatott el a fához, kett®nél többen sohasem voltak egy-szerre ott, de bármelyik két méheske találkozott valamikor egymással a fánál. Maxi-málisan hány méheskéb®l állhatott a méhraj?Megoldás: Megmutatjuk, hogy a keresett maximum 200, és általában 100 helyett n láto-gatás esetén 2n.1. El®ször azt igazoljuk, hogy a 2n megvalósulhat, és erre két bizonyítást is adunk.Az els® bizonyításhoz tekintsünk egy szabályos 2n-szöget, a súsait számozzuk meg1-t®l 2n-ig. A sokszög oldalai és átlói (a továbbiakban hívjuk ezeket közös névvel szaka-szoknak) éppen megfelelnek az 1, . . . , 2n számokból képezett (rendezetlen) számpároknak.Mindegyik szakasz vagy egy (szemközti oldalakból álló) oldalpárral párhuzamos, vagypedig olyan �legrövidebb� átlópárral, amelyek másodszomszédos súsokat kötnek össze(a párhuzamosságba most és a továbbiakban az egybeesést is beleértjük). Osszuk a sza-kaszokat n soportba a következ®k szerint: az els® soportba az 12-vel, valamint 13-malpárhuzamos szakaszok kerülnek; a másodikba a 23-mal és 24-gyel párhuzamosak stb., végülaz n-edik soportba az n, n + 1-gyel, valamint n, n + 2-vel párhuzamosak. Így minden sza-kasz pontosan egy soportba tartozik, és minden soportban pontosan n+(n−1) = 2n−1
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szakasz van (lásd az ábrát). Az egy soportba tartozó szakaszok egy töröttvonal menténhelyezkednek el.Ezek után a méhek repüljenek a következ®képpen. Menjünk végig az els® töröttvonalsúsain. Mind a 2n sús pontosan egyszer fog el®fordulni. A sorozat a 2-es súsalkezd®dik, aztán így folytatódik: 1, 3, 2n, 4, 2n − 1, 5, . . ., végül n + 3, n + 1, n + 2-velfejez®dik be.
2n

n+1n+2

+3n

1 2

3

n

Els®ként a 2-es méh repül a fára. Ott megvárja az 1-est, majd elrepül. Az 1-es megvárjaa 3-ast, aztán elrepül. A 3-as megvárja a 2n-est, aztán elrepül stb. A végén az n + 1-esmegvárja az n + 2-est, és elrepül, majd az n + 2-es is elrepül.Ezt mindegyik soportra megsinálják. Ekkor minden méh mindegyik másikkal talál-kozott a fán, és mivel n soport van, minden méh pontosan n-szer látogatta meg a fát.A második bizonyítás n szerinti teljes indukióval történik. n = 1-re az állítás nyil-vánvaló.Tegyük fel, hogy n-re igaz, és az 1, 2, . . . , 2n sorszámú méhek röptét megszerveztükúgy, hogy mindegyikük mindegyikkel találkozott, és mindegyikük legfeljebb n-szer járt afánál. Ezt most úgy folytatjuk a 2n+1 és 2n+2 sorszámú méhvel, hogy ezek egymással ésa többiekkel is találkozzanak, a régiek már sak egyszer repüljenek a fához, az újak pedig
n + 1-szer. Ezt meg tudjuk valósítani, ha az alábbi sorrendben egy-egy méh odarepül,megvárja a következ®t, majd elrepül, és a legvégén az utolsó elrepül: 2n + 1, 1, 2n + 2, 2,
2n + 1, 3, 2n + 2, . . . , 2n + 1, 2n − 1, 2n + 2, 2n, 2n + 1, 2n + 2.2. Most rátérünk annak igazolására, hogy 2n-nél több méh nem lehet.Legyen a méhek száma k. Jegyezzük fel az összes méh összes (fához) érkezési id®pont-ját, legyen ezek száma T . Mivel minden méh legfeljebb n-szer járt a fánál, ezért T ≤ kn.(Ha két méh valamikor egyszerre érkezett, azt is számoljuk két érkezési id®pontnak.)Másrészt bármely két méh találkozásához hozzárendelhet® a találkozásuk kezdete,ami a kés®bb érkez®nek az érkezési id®pontja (illetve bármelyiké, ha egyszerre érkeztek).Mivel egyidej¶leg sak két méheske lehet a fánál, ezért ezek a találkozáskezdetek mindkülönböz®k, azaz legalább k(k − 1)/2 találkozáskezdet van. Az érkezési id®pontok számaennél legalább 1-gyel több, hiszen az els®ként érkez® méheske érkezési id®pontja nemtalálkozáskezdet (illetve ha az elején ketten egyszerre érkeztek, akkor a két érkezési id®pontsak egyetlen találkozáskezdetet eredményez). Ennek megfelel®en T > k(k − 1)/2.A T -re adott besléseket összevetve kapjuk, hogy k(k − 1)/2 < kn, azaz k − 1 < 2n,tehát k ≤ 2n.
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