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g Oktatasi Hivatal GIMNAZIUM

Az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
2008-2009. tanévi els6 forduléjanak feladatmegoldasai
matematikabdl, a II. kategéria szamara

1. Hatarozzuk meg az alabbi egyenletrendszer valos megoldasait.

(1) 2?4y =,
(2) 322y + 3xy? = .

Megoldas: A két egyenlet megfelel6 oldalait sszeadva kapjuk:
(z+y)’ =z+y. 2  pont
Az egyenletet O-ra rendezziik, majd szorzattd alakitjuk, igy a kdvetkez6t kapjuk:
(z4+y)(z+y+D)z+y—1)=0.

Ez alapjan x + y értéke lehet 1, 0 vagy -1. 2 pont
Ha x 4+ y = 1, akkor y helyébe 1 — z-et helyettesitiink az (1) egyenletbe

22 4+1—-3c+32> -2 =2, azaz 32° —4dx+1=0.

A masodfoku egyenlet megolddképletét hasznélva

4++16—-12 | 1

innen x1 =1, x3=—.
6 ’ 3
3 3

Ha x +y = 0, akkor y helyébe —x-et irva 2° — 2° = x, azaz x3 = 0,
Ha x + y = —1, akkor y helyébe —1 — z-et irva

T2 =

2~ (1430 +32° +2%) =2, azaz 32° +42+1=0.

A megoldoképletbol x4, = —1, x5 = —3.
Az (x;y) megolddsok tehdt

(1;0), <;§> (0;0) (=1;0), <_z13;_§>
3 pont

Osszesen: 7 pont

W=

2. Tekintsiik azokat a négyjegyli pozitiv egész szamokat, amelyeknek minden jegye
kiilonbozo.

(a) Hany ilyen szdm van?

(b) Mennyi ezeknek a szdmoknak az Osszege?

(c) Novekvé sorrendbe éllitva 6ket melyik lesz a 2008-ik? (Az 1023 az elsé.)
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Megoldas: (a) Jeldlje a szamot Zyzv. Balrdl jobbra sorba kivalasztjuk a jegyeket. Az
ezresek helyén allé x nem lehet 0, a tobbi szamjegy barmelyike lehet, tehat 9 lehetoséglink
van. y barmi lehet, kivéve x, megint 9 lehetéségiink van. z csak 8 féle lehet, hiszen z
és y mar lefoglal egy-egy jegyet. Eddig hdrom jegyet hasznaltunk, igy v 7 féle lehet. A

megfelel6 szamok szama 9 -9 -8 -7 = 4536. 2 pont
(b) Ha az = helyén rogzitiink egy jegyet, a tobbi jegy a fentiek szerint 9 -8 -7 = 504
médon valaszthatd. Az x helyén az 1, 2, ..., 9 mindegyike ennyiszer szerepel, ezért a

szamok Osszegében az ezresek helyén &ll6 jegyekbdl ad6dé rész 1000-(14+24-3+...4+9)-504 =
22680000.

Az y helyen rogzitve egy jegyet x 8 féle lehet, nem lehet 0 és y. Hasonlban z 8 féle, v 7
féle lehet. Pontosan ugyanez igaz a tizes és egyes helyiértékre is, ezért innen az Osszeghez
adodik

(1004+104+1)-(1+2+3+...49)-8-8-7=2237760.
A szamok oOsszege tehat 24917760. 3 pont

(c¢) Megmutatjuk, hogy a keresett szam a 4976. Mar lattuk, hogy amennyiben x értéke
rogzitett, a tobbi jegyre 9-8-7 = 504 lehetOség van. A novekvo sorrendbe allitott szamok
koziil ezért az elso 504 1-gyel kezdddik, a kovetkezo 504 2-vel, majd 3-mal és 4-gyel. Eddig
ez 4-504 = 2016 szam, azaz a 2016. szam a lehet6 legnagyobb 4-gyel kezd6d6, ami a 4987.
Ha 498 a szam els6 harom jegye, akkor az utolso jegy 7 féle lehetet, ezért a legnagyobb
497-tel kezd6do szam a 2009. és ez a 4978. A nagysag szerinti sorrendben ezt megel6z6
szam a 4976. . 2 pont

Osszesen: 7 pont

3. Az egyenloszari ABC' haromszogben AB = AC. BC egy tetszoleges belsé P
pontjabdl a szérakkal parhuzamosokat hiuzunk. Az AC-vel parhuzamos az AB-t ()-ban,
az AB-vel parhuzamos az AC-t R-ben metszi. Hatarozzuk meg a PQR haromszogek
stulypontjanak halmazat, mértani helyét.

Megoldas: Az AQPR négyszog paralelogramma. Ennek atloi felezik egymaést. fgy a
PQR haromszog S sulypontja rajta van az AP atlén. 1 pont
Legyen QR felezopontja F. Az S stulypontrdl tudjuk, hogy PS : SF =2:1. 1 pont

A
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Ebbdl kovetkezik, hogy AS : AP =4 :6 =2 :3. Ez azt jelenti, hogy az A kozépponti
2 : 3 aranyu hasonlosag P-t S-be viszi at. Ez a hasonlésag BC' bels6 pontjaihoz a
2
haromszogben egy BC-vel parhuzamos ga hosszisagu szakasz belsé pontjait rendeli.
3 pont
Ez ut6bbi szakasz minden pontja a keresett ponthalmaz (mértani hely) pontja, ugyanis
az A kozéppontt 3 : 2 aranyu hasonldsag a kapott szakasz belsé pontjaihoz a BC' megfeleld

pontjat rendeli. . 2 pont
Osszesen: 7 pont

4. Adottak az A, B és C szamok:

:2_1ﬁ, — (VA-v2-VV3)- (Va+v2-VB),  o=\1-4v3

[gazoljuk, hogy barmely pozitiv egész n esetén irraciondlis az alabbi szam:

VA+B—C)n+2.

Megoldas: A feladatban megadott A, B és C' szamokat mas alakban {rjuk fel.

1 1 24+V3 2+4/3
T2-VB 2-VB 243 4- 3_2+\F

— (V5-vV2- VBB + V2 VE) =5-2V3
C=VT-4vV3=V4-4/3+3=1/2-V32=2-3

(A+B-Cn+2=024+V3+5-2V3-2+V3)n+2=">5n+2 3 pont

Amennyiben n pozitiv egész, az bn+2 alakd szam utolsé jegye 2, vagy 7. A négyzetszamok
végzodése csak 0, 1, 4, 5, 6, 9 lehet, tehat 5n + 2 alakd szam nem lehet négyzetszam.
2 pont
Ezek szerint (A+ B — C)n+ 2 primtényezéi kozott van olyan g prim, amelynek kitevéje
a felbontasban paratlan. Tételezziik fel, hogy az altalunk vizsgélt szam racionalis

\/(A+B—C)n+2:%

ahol m és k pozitiv egészek. A nevezdvel beszorozva és négyzetreemelve
F((A+B-Cn+2) =

Mivel k%-ben és m2-ben ¢ kitevdje csak paros lehet, ezért a bal oldalon ¢ kitevéje paratlan,
mig a jobb oldalon paros. Ez ellentmond a szamelmélet alaptételének, feltevésiink nem

lehet igaz, azaz \/ (A+ B — C)n + 2 irracionélis. 2 pont
Osszesen: 7 pont.
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5. A pozitiv valés p paraméter segitségével definialjuk a valds szamok halmazan az f
fiiggvényt:
— 4| — >
f(z) = plr —4| —4p  hax >0,
—plr+ 4| +4p haz <0.

Hatéarozzuk meg p értékét, ha tudjuk, hogy egyetlen olyan négyzet van, amelynek minden
csucsa rajta van f grafikonjan.

Megoldas: Tekintsiik eloszor x > 0 esetén a fiiggvényt. Kovessitk nyomon, milyen
transzformécidkkal juthatunk az |x| fiiggvénybél a feladatban kitiizott f(z)-hez. |x—4| azt
jelenti, hogy a grafikont az x tengely pozitiv irdnya felé toljuk 4-gyel. Most megszorozzuk
p-vel, ekkor a V alaku |r — 4| fiiggvény félegyeneseinek meredeksége -1 és 1-r6l —p-re
illetve p-re valtozik, ez lesz p|z — 4|. Végiil levonunk 4p-t, azaz a grafikont 4p-vel letoljuk
az y tengely negativ része felé. Eppen annyival toltuk le, hogy f (0) = 0 legyen.

Az f fuggvény paratlan, azaz f(z) = — f(—x), ugyanis tekintve egy tetszbleges pozitiv
t és negativ —t szamndl a fiiggvény definicidja szerint a helyettesitési értéket

plt —4] = 4p = —( = pl(—t) + 4 + 4p).

fgy a grafikon -a meredekségeket meghatarozé p értékétol fliggden- a kovetkezoképpen
néz ki:

v

2 pont

Hasznaljuk ki, hogy az f fiiggvény paratlan, azaz grafikonja kozéppontosan tiikkros az
origbéra. Amennyiben van olyan négyzet, amelynek minden csticsa a grafikonon van, de
a kozéppontja nem az origd, akkor ennek a négyzetnek az origoéra vonatkozé tikorképe
is a grafikonon lenne és igy nem teljestilne a feladat feltétele. Tehat annak az egyetlen
négyzetnek, amelynek minden csticsa rajta van f grafikonjan éppen az origd a kozéppontja.
1 pont

A négyzet forgasszimmetrikus a kozéppontjara vonatkozo 90°-os forgatasra nézve. For-
gassuk el ezért a grafikont is 90°-kal az origd koriil. Ennek az elforgatott alakzatnak éppen
négy kozos pontja lehet f grafikonjéval és ezek a négyzet csicsai. A megfelelé p értéket
P-vel jeloljiikk. Az eredeti és az elforgatott grafikont szemléltetjiik, 0 < p < P esetén nincs
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kozos pontjuk, p = P esetén négy kozos pont van, P < p esetén 8 kozos pont van és ennek
megfelelden két négyzet. Ezek cstcsait az abran jeloltiik. 2 pont

p>P

Most meghatérozzuk P-t. f(4) = —4p, a grafikon lokdlis minimumpontjdnak ko-
ordindtéi (4; —4p). Ennek origé koriili 90°-os elforgatottja a (4p;4). Ennek rajta kell lenni
a grafikonon, azaz a megfelel6 P esetén f(4P) =4 és 4P > 4. Tehat P|4P — 4| — 4P = 4,
de 4P > 4 miatt |[4P — 4| = 4P — 4 és igy P(4P — 4) — 4P = 4. Ennek megoldésai

) 3 2 — /8
P = +2\/_:1+\/§ bs Py = 2f:1—\/§.

A feladat szovege szerint p pozitiv, gy a paraméter egyetlen megfeleld értéke az 1+ /2.
. 2 pont
Osszesen: 7 pont.



