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Orszagos Kozépiskolai Tanulményi Verseny, 2008-2009-es tanév
MATEMATIKA, III. kategoria
a gimnéaziumok specialis matematikai osztalyainak tanuloi részére

Az els6 fordulé feladatainak megoldasai

Kérjiik a javito tanarokat, hogy a feladatok javitasakor vegyék figyelembe a versenyzsk
szamara kiadott tajékoztatot. Kiilon is felhivjuk szives figyelmiiket arra, hogy minden fela-
datra csak egy helyes megoldasért jar a megfelel6 pontszam. Kérjiik, hogy a dolgozatokon
konkrétan jelezzék a hibakat és az egyes feladatokra adott pontszamot, a dolgozat kijavitésa
utan pedig toltsék ki a dolgozathoz mellékelt értékels lap rovatait. A dolgozatokat nem
kell osztalyzattal mindsiteni. A pontszamok indokolt esetben bonthatok.

A TII. kategoridban versenyzd tanulok dolgozatait 15 ponttol kell tovabbkiildeni az
iskolakbol, k6zvetleniil a versenybizottsagnak: OKTV Matematika III., Oktatasi Hi-
vatal, 1363 Budapest, Pf. 19. A feltételeknek megfelelg dolgozatok koziil azonban csak
azok kiildhet6k tovabb, amelyek tartalmazzak legalabb két feladat lényegében teljes (5 7
pontos) megoldasat. Tajékoztatasul megjegyezziik, hogy a versenyszabalyzat alapjan idén-
t6l a Versenybizottsag legfeljebb 50 versenyz6t juttathat be a dontGbe (a korabbi legfeljebb
30 helyett).

A pontozasi dtmutatoban nem szereplé méas helyes megoldas vagy megoldasrészlet
esetén az ardnyos pontszamot sziveskedjenek megadni.

Budapest, 2008. november A versenybizottsag

1. feladat
Legyen f(x) =2, hax >0, és f(z) =1, ha z < 0. Legyen tovabba g(z) = f(z)/f(z — 1),
és végiil

h(z) = g(x) +29(x/2) + 3 g(x/3) + ...+ 2008 g(z,/2008).

Szamitsuk ki h(7)-t.

Megoldas: g(z) =1, haxz >1vagy £ <0, és g(x) =2, ha 0 <z < 1. (2 pont)
Igy tetsz6leges j > 0 egészre g(m/j) = 1, ha m > j, azaz j < 3, és g(7/j) = 2, ha
m < j,azaz j > 4. (2 pont)

Ezért h(m) =1+243+2(4+5+...42008) = 6+ 2012 - 2005(= 4034066). (3 pont)

2. feladat

Tiikrozziik az ABC hegyesszogii haromszog egy belsé pontjat az AB, BC, C'A olda-
lakra, a tiikorképeket jelolje rendre R, P, ill. Q. Bizonyitsuk be, hogy az AQR, PBR és
PQC koroknek van kozos pontja.

Els6 megoldas: A PBR és PQC korok egy kozos pontjarol fogjuk belatni, hogy az AQR
korhoz is hozzatartozik. ElGszor tisztazzuk, hol keletkezhet ilyen kozos pont a P ponton
kiviil.

A feladat feltételeibdl kovetkezéen az A, R, B, P, C, Q pontok ebben a sorrendben
egy konvex hatszog cstcsai, amelynek az A, B, C' csticsokban levs szogei rendre az ABC
haromszog szogeinek a kétszeresével, 2a-val, 2(3-val, 2v-val egyenlgk. (2 pont)
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Emiatt az RBP és a PC(Q korivnek a P kozos végponton kiviil mas k6zos pontja nem
lehet. Tehat e két kor kolesonos helyzetét tekintve csak az alabbi harom eset lehetséges:
(1) a ket kor érintkezik a P pontban (megengedve a két kor egybeesésének a lehetGségét

i),

(2) a két kor metszi egymast egy olyan (P-t6] kiilonb6z6) X pontban, amely nem tartozik
sem az RBP ivhez, sem a PC() ivhez, hanem mindkettének a kiegészité korivén van,
(3) a két kor P-t8] kiilonb6z6 X metszéspontja az RBP és PC(Q ivek koziil az egyiken,
és a masiknak a kiegészitG ivén van rajta. (2 pont)

Az (1) esetben a P-beli kézos érintének a PR félegyenessel alkotott (a B pontot
tartalmazd) szoge az érintGszara keriileti szogek tétele alapjan egyenld (m — 23)-val, ha-
sonloképpen a PQ félegyenessel alkotott, C-t tartalmazo szoge egyenls (m — 2y)-val. Ezért
RPQ<a=m— ((r—28)+ (7 —27)) = m — 2a. Ebb¢l kivetkezik, hogy az ARPQ négyszig
harnégyszog, tehat az AQR kor is athalad a P ponton. (1 pont)

A (2) esetben az XRBP és az X PCQ hurnégyszogekre hivatkozva kapjuk, hogy
RXQ< = RXP<+ PXQ« = (mr—20) + (mr — 27) = 2a. Az X pont a QR egyenesnek
ugyanahhoz a félsikjadhoz tartozik, mint az A pont, és X-bdl a QR szakasz ugyanakkora
szogben latszik, mint A-bol, ezért X illeszkedik az AQR korre. (1 pont)

A (3) esetben tegyiik fel példaul, hogy X hozzatartozik az RBP ivhez és PC(Q komp-
lementer ivéhez. (A forditott eset hasonloan szamolhaté.) Ekkor RX P<t és RBP< = 203
azonos {ven nyugvd, mig PX Q< és PCQ< = 2v kiegészit§ fveken nyugvo keriileti szogek.
Ezért RXQ< = RXP<— PXQ< = 20 — (7 — 27y) = m — 2a, ahonnan az (1) esethez
hasonloan adodik, hogy X illeszkedik az AQR korre. (1 pont)

Masodik megoldas: Hasznaljunk elGjeles, iranyitott szogeket: UVW L jeldlje azt a
(modulo 7 értelmezett) elGjeles szogelfordulast, amellyel az UV egyenes a VW egyenessel
parhuzamos helyzetbe mozgathato. (1 pont)
(Elérebocsatjuk, hogy az iranyitott szogek hasznélatanak két konkrét elénye van a
szokasos szogfogalommal szemben:
1. Az UVW L + WVY L = UVY £ 6sszegformula érvényes tekintet nélkiil arra, hogy
a szogszarak milyen sorrendben kovetik egymast.
2. Ha U és Y két kiilonb6z6 pont, akkor az UVY 4 = UWY £ formula azzal egyen-
értéki, hogy az U, V, W és Y pontok egy korén (vagy egyenesen) helyezkednek el,
attol fliggetleniil, hogy V és W az UY egyenesnek melyik félsikjaba esnek.
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Ennek koszonhetGen a feladat megoldasaban nincs sziikség esetszétvalasztasra, ha
iranyitott szogeket hasznéalunk.)
Legyen X a PBR és PQC korok P-t6l kiilonb6z6 kézos pontja, illetve X = P, ha a két kor
P-ben érintkezik vagy azonos. Az utobbi esetben X P egyenesen az ottani kézos érintét
értjiik. Ekkor RXQA = RXPAL+PXQA£ = RBPL+PCQA = —-203—-2y =2a = RAQX,
és emiatt R, A, Q és X egy koron van. (6 pont)

Megjegyzések: 1. Az els6 megoldasbeli (1) esetben BPC<t =7 — ((7/2— )+ (7/2—7)) =
7™ — a. Tehat a PBR és PQC kordk csak akkor érintik egymést P-ben, ha a P tiikorkép
az ABC haromszog koré irt korre esik. Tudjuk, hogy a hiromszog magassagpontja az
egyetlen olyan pont, amelynek mindharom tiikorképe a koriilirt korre illeszkedik; ebben az
esetben mindharom vizsgalt kor a koriilirt korrel azonos.

2. Konnyen lathato, hogy a harom kor kozos pontja mindig illeszkedik az ABC' haromszog
koriilirt korére is. Példaul a mésodik megoldas modszerével ezt a BXCA = BXPA +
PXC«{ = BRPAL+ PQC4AL = (/2 — () + (7/2 — v) = a szdmolas mutatja.

3. A masodik megoldés akkor is alkalmazhato, ha az ABC haromszogrél nem tessziik
fol, hogy hegyesszogi, és P-r6l sem tessziik fol, hogy a haromszdg belsé pontja. Csupan
bizonyos pontok nem kivant egybeesése vagy kollinearitasa esetére kell a feladat allitasat
értelemszeriien modositani, egyébként ilyen altalanosabb feltételek mellett is igaz marad.

3. feladat

Legyen n pozitiv egész. Mutassuk meg, hogy akkor és csak akkor létezik racionalis
szamok négyzeteibdl allo, n differenciaja, haromtaga szamtani sorozat, ha létezik n terii-
letti, racionalis oldal, derékszogi haromszog.

Elsé megoldas: Tegyiik fel, hogy egy derékszogii haromszog teriilete n és az oldalai az
a, b, ¢ racionlis szamok, ahol ¢ az atfogd. Ekkor a? + b? = ¢? és ab/2 = n. (1 pont)
Ennek alapjan

(50 = (- 20 = () s (250 = @)+ 2 ()= ()

(2 pont)

—D\2 2 b 2
Tehat az <CLT> , (%) és <a—2l— ) szamok egy n differenciaja szamtani sorozatot
alkotnak. (1 pont)

A megforditas a fenti 1épések értelemszeri megforditasabol fog adodni. Tegyiik tehat
fel, hogy 22 = 5?2 —n és 22 = y? + n teljesiil alkalmas z, y és z pozitiv racionilis szamokra
(z = 0 esetén 22 = 292 teljesiilne, ami ellentmond a /2 irracionalitasanak). Ekkor z < z
és legyen [(a —b)/2 =z, (a+b)/2=12z¢ésc/2 =y alapjan| a=z+ 2, b=2—x és c = 2y.

(1 pont)

Ekkor a? +b? = 2(22 +1?) = 4y = ¢?, tehét az a, b, ¢ (racionalis) szamok valoban egy

derékszdgii haromszdg oldalai, amelynek teriilete ab/2 = (2% —2?)/2 = 2n/2 = n. (2 pont)

Masodik megoldas: Fel fogjuk hasznalni a raciondlis oldala derékszogi haromszogek
oldalainak paraméteres elGallitasat, az in. pitagoraszi szAimharmasokra vonatkozo képletet.
Ennek alapjan pozitiv racionalis a, b, ¢ szamokra a? + b?> = ¢? pontosan akkor teljesiil,
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ha a = rA, b = rB, ¢ = rB, ahol r racionalis, A, B, C relativ prim egészek, és A = 2st,
B = 52 — t? (vagy forditva), C = s% +t2, ahol (s,t) =1, s >t > 0 és s + t paratlan.

Egy ilyen haromszog teriilete (i) ab/2 = r2AB/2 = r2st(s? — t?) = r2st(s — t)(s + t).

(1 pont)

Maésrészt alkossanak az x, y, z (pozitiv) racionalis szamok négyzetei (névekvd) szam-

tani sorozatot: 2 + 22 = 2y2. Ekkor ((z — 2)/2)? + ((z + 1)/2)? = 42, vagyis a (z — x)/2,
(z+x)/2 és y racionalis szamok egy derékszogii haromszog oldalai, ahol az atfogo y.

(2 pont)

A karakterizacio szerint (z — x)/2 = w(u? — v?), (2 + ) /2 = 2wuv (vagy forditva) és

y = w(u? + v?), ahol w raciondlis, u > v > 0 egész, (u,v) = 1 és u + v paratlan. Innen

z = w(u? + 2uv — v?) (és z = w|u?® — 2uv — v?|). (2 pont)

A szamtani sorozat differencidja 22 —y% = (2 —vy)(z+y) = w?(2uv —2v?)(2u?+2uv) =

(2w)?uv(u — v)(u + v), ami megegyezik (i)-vel (r = 2w, s = u, t = v). Tehat az n a

teriiletek kozott pontosan akkor fordul eld, ha a szidmtani sorozatok differenciai kozott is

megtalalhato. (2 pont)

4. feladat
Oldjuk meg az alabbi egyenletet a valos szamok korében:

1 3 7 9

2
=x° — 5 — 4.
x—1+x—3+x—7+x—9 v v
Els6 megoldas: Azonnal leolvashato, hogy x = 0 és z = 5 megoldas. (1 pont)
Mivel a bal oldalon &ll6 tortek nevezéi x — 5-re szimmetrikusak, ezért a tovabbi
megoldasok megkereséséhez érdemes az y = x — 5 1) valtozot bevezetni. (1 pont)

Itt a két szélsd, illetve a két k6zépss tortet kozos nevezére hozva

10y +32 10y +8 9
= oy — 4 1 t
216 T g Y T4 (1 pont)

majd a beszorzast elvégezve és rendezve y° +5y° — 24y* — 120y> + 104y> + 520y = 0 adodik.

(1 pont)
Az elején megallapitottuk, hogy y = 0 és y = —5 megoldas, igy a bal oldalon y(y + 5)
kiemelhetd. (1 pont)

Ezzel leosztva, az y* — 24y + 104 = 0 egyenlet adodik, amelyet y2-re, onnan y-
ra megoldva és az * = y + 5 helyettesitést alkalmazva kapjuk, hogy a mar korabban
megallapitott x = 0 és x = 5 értékek mellett az egyenletre tovabbi négy megoldast nyeriink,

ezek x = 5 + /12 + +/40. (2 pont)

Masodik megoldas: Azonnal leolvashaté, hogy x = 0 és © = 5 megoldés. (1 pont)

c c—z x x
A torteknél a = + = -1+
r—c T—Cc xT—cC T —c
oldalhoz 4-et hozzaadva és (az © # 0 megoldasok kereséséhez) x-szel osztva

atalakitast elvégezve, majd mindkét
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adodik. (2 pont)
A bal oldalon a két szélsd, illetve két kozépss tortet kozos nevezore hozva kapjuk, hogy

22 — 10 N 20 —10
22 —100+9  22—10z+21

x — 5. (1 pont)

Itt (az x # 5 megoldasokat keresve) leosztunk x — 5-tel, majd bevezetjik (pl.) az u =
2% — 10z + 15 4j valtozot. (1 pont)

Az igy adodo u? — 4u — 36 = 0 egyenletet u-ra megoldjuk, és a kapott v = 2 4 /40
értékekkel az u = x2 — 10x + 15 egyenlet(ek)bsl az @ = 5 &+ /12 + /40 megoldasokat
nyerjiik. (2 pont)

5. feladat
Mennyi 2 cos a + 6 cos 3 + 3 cosy minimuma, ha o, 8, v > 0és a+ + v = 2n7

Megoldas: A nagyobb egyiitthatdja szogeket tigy valasztva, hogy a koszinuszuk a lehetd
legkisebb, azaz -1 legyen, azt kapjuk, hogy 0 =y = m, a = 0 esetén a fenti 6sszeg —7.
(2 pont)
Megmutatjuk, hogy ez a minimum. Ha «, § és v a feltételeknek eleget tevs tetszblege-
sen adott valds szamok, valasszuk meg az origobdl kiindulo a, b és ¢ vektorokat, amelyek
hossza rendre 3, 1, illetve 2 tgy, hogy az a vektort a b vektor iranyaba v szogi, b-t c
irAnyaba « szogi, és c-t a iranyaba 3 sz6gl pozitiv forgatas vigye.

Ekkor az (a+ b + c)? skalaris szorzatra
0 < (a+b+c)? =a’+b?+c?+2ab+2ac+2bc =9+ 1+4+2(3cosy+6cosB+2cosa),

ahonnan Atrendezéssel a kivant 2cosa + 6cos 3 + 3cosy > —7 adodik (itt x2 és xy a
megfelels skalaris szorzatot jeloli) . (5 pont)



