Oktatasi Hivatal

Az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
2008-2009. tanévi masodik forduldjanak feladatmegoldasai
matematikabdl, a II. kategéria szamara

1. Adjuk meg a valés szamoknak azt a legbévebb részhalmazat, amelyen az alabbi f
fliggvény értelmezhetd és hatarozzuk meg a fiiggvény értékkészletét ezen az értelmezési

tartomanyon.
flz) = \/1—\/x—\/2—m.
Megoldas: /2 — z értelmezett, ha 2 —z > 0, azaz 2 > z (i).
\/:10—7 V2 — z értelmezett, ha v — /2 — x > 0, azaz
(1) T >V2— .

Mivel v/2 — x > 0, ezért (1) csak gy teljesiilhet, ha > 0 (ii). Tehat (1) mindkét oldala a
tovabbiakban nem negativ, négyzetre emeljiik mindkét oldalt, majd 0-ra rendezve kapjuk

2’ +z-2=(x+2)(z—-1)>0.

(2)
(2) megolddsa az © < —2 és 1 < x (iii). Az eddigi (i), (ii) és (iii) feltételek alapjdn
1<z <2 (iv).

flz) = \/1 — /T — /2 — x értelmezett, ha 1 > \/z — /2 — x. Ennek mindkét oldala
nemnegativ, négyzetre emelhetiink, igy 1 > r—+/2 — x adddik, atrendezve /2 — xz > x—1.
Ennek bal oldala nem negativ és (iv) feltétel mellett a jobb oldal is, igy djra négyzetre
emelve 2 — x > 2% — 22 4+ 1. Ennek megolddsa az % <z < HT\@ (v). Az (iv) és (v)
feltételeket Osszevetve az f fiiggvény legb6vebb lehetséges értelmezési tartomanya:
1+5

1<z < 5 4 pont

Az értékkészlet meghatarozasara két lehetséges megoldast mutatunk.
1. Hasznaljuk ki, hogy egy gyokos kifejezés értéke legalabb 0. Ezek szerint 0 < f(x).

Masrészt 0 < y/x — /2 — 2z miatt 1 —\/z — /2 — 2 < 1, tehat f(z) < 1. Figgvényiink

korlatos, minimumat és maximumat felveszi, hiszen f(1) = 1 és f (1+2‘/5) = 0. Mivel a
fliggvény folytonos, ezért értékkészlete a [0; 1] intervallum. 3 pont

2. Megmutatjuk, hogy f szigorian monoton csokkeno. Legyen az értelmezési tar-
tomény két eleme z; < xo. Ekkor

2—x1>2— 129, azaz \/2—£C1>\/2—132 tehat 21 — V2 —2; < 22 — V2 — T9.
Ebbdl adédik, hogy

l—yar—v2—x1>1— oy — V2 -2y amibdl f(z1) > f(xq).




Mivel az f fiiggvény folytonos, értékkészlete az értelmezési tartomany és a monotonités

figyelembe vételével
1 5
7 (258) )] - o 3 pont

Osszesen: 7 pont

2. Hatérozzuk meg a kovetkezd egyenlet valés megolddsait. ([y] az y valds szdm egész
részét jeloli.)

bl -Gl=%

Megoldas: Az egyenlet mindkét oldalat 7-tel szorozzuk.

r)-r

5 5| =7

A bal oldalon egész szam all, tehat x is egész. 1 pont
Az egész részes kifejezések értéke attdl fiigg, hogy x oszthatd-e 2-vel illetve 3-mal.

Mivel a 2 és 3 legkisebb kozos tobbszorose 6, ezért x 6-os maradéka szerint tekintjik at

az eseteket. 2 pont
Ha x = 6k + r alakd, akkor (1) igy alakul, 0 < r < 6 esetén:

(1) k| x
7-3k—T7-2k =6k 00
7-3k—T7-2k=6k+1 117
-
3

7 (3k+1)—7-2k:6k+2 -28
7-3k+1)—-7-(2k+1)=6k+3 21
7-Bk+2)—T7-(2k+1)=6k+4|-3]|-14
7-(B3k+2)—7-(2k+1)=6k+5|-2| -7

Tl W N~ O

A feladatban kitlizott egyenletnek tehat 6 valés megoldasa van, ezek:
—28, —14, -7, 0, 7 és 21. 4 pont
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Véges sok eset vizsgalatara vezet a kovetkezo gondolatmenet. A feladat-

ban kitlizott egyenlet bal oldala egész, ezért a jobb oldal is az, tehat x 7-nek tobbese.
T x

S-5= % fgy a bal oldal becsiilhetd
x xr x x
21 == — 4+ 1.
6 ° [2} [3] 6

Ha x > 42 akkor % < % — 1, hax < —42, akkor % +1< % Ezek alapjan elég végignézni
-42 és 42 kozott a héttel oszthatd szamokat.



3. Egy 1 milliard lakosu orszagban egy olcsd AIDS teszt bevezetését tervezik. Tudjuk,
hogy kb. minden ezredik ember fertézott. Kideriilt, hogy a betegek 99,9 %-andl pozitiv,
viszont sajnos az egészségesek 0,1 %-andl is pozitiv eredményt ad a teszt. Ilyen paraméterek
mellett elvetették a hasznalatat. Egy matematikus azt javasolta, hogy végezzék el kétszer
egymds utan a vizsgdlatot és ha mindkettd pozitiv, csak akkor kiildjék orvoshoz a pacienst.
Igy mar bevezetheto lett a teszt. A kovetkezo két kérdéssel arra keressiik a valaszt, mi
ennek a magyarazata.

(a) Szamitsuk ki mennyi a valészintisége, hogy beteg valaki, ha az els6 teszt pozitiv.

(b) Szamitsuk ki mennyi a valészintisége, hogy beteg valaki, ha mind a két teszt pozitiv.

Megoldas: (a) Az 1 millidard lakosbdl a betegek szama 1 millié, ebbél 999 000-nél -
legyenek 6k az A halmaz- pozitiv a teszt. A nem betegek 999 millidan vannak, koziilik 999
000-nél lesz pozitiv az eredmény, legyenek 6k a B halmaz. Igy annak a p; valészintisége,
hogy egy pozitiv teszt esetén a vizsgalt egyén beteg

| Al 999000
= = =0,5 50%.
PUZ A+ 1B] ~ 999000 + 999000 s OB
Béarmilyen olcsé is a teszt, ez az eredmény nem megfeleld. 3 pont

(b) Tekintsiink egy embert, akinél mindkét teszt pozitiv. Tartozhat az A csoportba, a
999000 koziil 998001 esetben a masodik teszt is pozitiv, jelolje 6ket a C' halmaz. Tartozhat
a B csoportba, a 999000 kozil 999-nél lesz a masodik teszt is pozitiv, 6k alkotjak a D
halmazt. Igy annak a p, valdszintisége, hogy két pozitiv teszt esetén beteg valaki

|C| 998001
- = =0,999 99, 9%.
P2 = 1615 (D] ~ 998001 1 009 999 azaz 99,9%
Ez mar sokkal jobb eredmény, a sziirGvizsgalat bevezetheto. 4 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: A Bayes-tétel alapjan azonnal felirhato a keresett két valdszintiség:

B 0,999 - 0,001 - B 0,9992 - 0, 001
©0,999-0,001 +0001-0,999 7 L 0,9992 - 0,001 + 0,0012 - 0,999

b1 = 0,999.

4. Az a, b, c oldalu t teriiletii hegyesszogli haromszogre
abc=a+b+c
teljesiil. Bizonyitsuk be, hogy

2 2

Megoldas: Nem megy az altalanossag rovasara, ha feltételezziik, hogy a < b < c.
Kifejezziik ab-t a feladatban megadott abc = a + b + ¢ feltételbol, és feliilrdl becsiiljik a
a < b < c feltétel felhasznalasaval:

b
ab=21+211<3
C C

3



Hasznaljuk ki, hogy 0 < siny < 1, igy a teriilet feliilrol becsiilheto:

absin’y<3-1 t<3 5 ;
= azaz =, on
2 2 2 P

b
ot T Ezt beirjuk a haromszog

A feladatban szerepl6 abc = a + b + ¢ feltételbol ¢ =
a —
egyenlotlenségbe

b <a+0b, amibol 2 < ab.

c<a+b, azaz
ab—1

Mivel a legnagyobb szog v és a hdromszog hegyesszogi, igy 60° <~ < 90°, igy

V3

— < si < 1.
5 < siny
Ennek megfelel6en
bsi 2.3 3
_ ¢ Sszy > 22 azaz t > \2_ 4 pont

Osszesen: 7 pont

A fels6 becslést masként is bizonyitjuk. Jelolje a haromszog koré irt kor sugarat R.
Hasznéljuk ki, hogy abc = 4Rt, illetve a = 2Rsina, b = 2Rsinf3 és ¢ = 2Rsin~y. A
feladat szovegében szereplo feltétel szerint tehat

_abc  sina+sin 3+ siny

4R 2 ‘
A szogek szinuszainak értéke nem lehet 1-nél nagyobb. Ebbdl a felsé korlat azonnal
adodik, hiszen legfeljebb egy derékszog lehet, igy
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