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Az 1. fordulo feladatainak megoldasa

1. Bizonyitsa be, hogy a kocka ¢1¢bdl, lapatlojabol és testatlojabol haromszog
szerkeszthetd, €s ennek a haromszognek van két egymasra merdleges
sulyvonala!

Megoldas:
az ABCDEFGH kocka B csucsat kossiik 06ssze a D és H csucsokkal (1. abra)!

1. dbra
A BHD haromszogben
a DH szakasz hossza a kocka ¢lével egyenld,
a BD szakasz a kocka lapatloja,
a BH szakasz pedig a kocka testatloja.
Ezzel belattuk, hogy a kocka €1€bdl, lapatlojabol és testatlojabol
haromszog szerkesztheto. (1 pont)

Mivel a kocka DH ¢éle merdleges az ABCD lapra, ezért merdleges annak
minden egyenesére is, tehat DH merdleges a BD szakaszra, vagyis a
BHD haromszog derékszogili, amelynek derékszogli csucsa a D pont,
¢s oldalai:
a kocka éle: DH =a,
a kocka lapatloja: BD =a+/2,
a kocka testatldja: BH = an/3.
(Ezek a BDA illetve a BHD derékszogl haromszogekre felirt
Pitagorasz tételekbdl adodnak.) (2 pont)
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A feladat masodik részének bizonyitasdhoz ijabb abrat készitiink (2. abra).

2. abra

A BHD haromszdg oldalfelezd pontjai K,L és M , a hdromszog
sulypontja S, mint a 2. abran latjuk.

Bizonyitjuk, hogy a DK és HM sulyvonalak merdlegesek egymasra.

Ehhez elegendd belatni, hogy DS | SH, azaz a HDS haromszog

S szdge derékszog, azaz erre a haromszdgre érvényes a

Pitagorasz tétel megforditasa: két oldaldnak négyzetdsszege egyenld

a harmadik oldal négyzetével. (1*pont)

A BHD derékszogli haromszog koriilirt korének kozéppontja K,

KB =KH =KD,
de BH=a3,
(1) igy KD= “*25 .
A sulypont ismert tulajdonsaga alapjan
SD = %KD ,

ezt (1)-gyel osszevetve kapjuk, hogy:

(2) sp="2 ;/5 : (2 pont)
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Az MHD derékszogli haromszogben a Pitagorasz-tétel alapjan
MH? = DH? + MD".

BD _a2

DH =a és MD = =
2 2

A mar tudott

értekek behelyettesitése és a miiveletek elvégzése utan:

(3) MH =~ '2*/3 .
Mivel
HS = %MH ,
ezért (3) alapjan:
4) HS = 6 (2 pont)
A 2. dbra HDS haromszogében
DH =a,
sp a3
3 b
s = 46
3 5

(ahogy (2)-ben illetve (4)-ben kaptuk).
Felirjuk a HDS haromszogre két oldala négyzetének 0sszegét:

¥ey

3 3

SD? + HS? =["

a muveleteket elvégezve
SD* + HS® =a?,
azaz
SD* + HS* = DH”.
Ez azt jelenti, hogy a HDS haromszog derékszogl €s a derékszogii
csucsa €ppen az S pont.
Eszerint a BHD hdromszdgben a DK és HM sulyvonalak valéban
merblegesek egymasra. (2 pont)
osszesen 10 pont

Megiegyzések:

e az utmutatdban jelzett 1* pont nem jar, ha a versenyz0 a Pitagorasz-tétel
megforditasa helyett a Pitagorasz-tételre hivatkozik.

e DK ¢és HM sulyvonalak merdlegessége vektorok skalaris szorzata
segltsegevel is bizonyithato, példaul ugy, hogy a D kezdopontu DB és
DH vektorok segitségével kifejezziik a DK és HM vektorokat, majd
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bizonyitjuk, hogy ezek skalaris szorzata zérus. Ha a versenyzd ezt a
modszert valasztja, akkor természetesen helyes megoldéas esetén teljes

pontszamot kap.

2. Legyenek az a,b,c,d szdmok pozitiv valos szamok. Igazolja, hogy

Va-b+iec-d <\Jla+d)-(b+c)!

1. Megoldas:

A feltétel alapjan a bizonyitando6 egyenldtlenség mindkét oldala

értelmezett, tovabba a négyzetgyok definicioja miatt mindkét oldalan

pozitiv szamok allnak, ezért az eredetivel ekvivalens egyenldtlenséget

kapunk, ha mindkét oldalt négyzetre emeljiik: (a jobboldalon a
beszorzast is elvégeztiik)

(1) a-b+c-d+2-va-b-c-d<a-b+a-c+d-b+d-c

(1)-bdl rendezés utan elébb
2-qdJa-b-c-d<a-c+d-b,
ebbdl pedig

) ,ﬁa.b.c.dgw,
adodik, amit tovabb rendezve:

/(a.b).(c.d)gw.

2

A (2) allitas pedig nyilvanvaldan igaz, hiszen ez éppen az (a-c) és
(b-d) pozitiv szdmokra felirt szdmtani és mértani kdzép kdzotti
egyenldtlenseg.

A bizonyitasi lépések mindegyike sordn a megeldzdvel ekvivalens
egyenldtlenséget kaptunk, 1épéseink tehat megfordithatok, azaz
(2)-bdl logikai uton visszafelé haladva kovetkezik a bizonyitandé
allitas.

Egyenldség pontosan akkor van, ha (a-c)=(b-d).

(3 pont)

(2 pont)

(2 pont)

(1 pont)

(2 pont)

osszesen 10 pont
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2. Megoldas:

(1)-1g azonos az 1. megoldéssal. (3pont)

Folytatasa:
2-4a-b-c-d<a-c+d-b.
Ujabb négyzetreemelés utan:

dabcd < a’c’ +b*d* +2abcd . (2 pont)
Atalakitva:

0<a’c’ —2abed +b*d?,

0<(ac—bd), (2 pont)
ami igaz €s ekvivalens az eredetivel is. (1 pont)
Egyenldség pontosan akkor van, ha (a-c)=(b-d). 2 pont

osszesen 10 pont
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3. Haaz x,y,z valos szamok eleget tesznek az
x+3y+5z=200

¢s az
x+4y+7z=225

egyenleteknek, akkor mennyi a
K=x+y+z

kifejezés értéke?

1. Megoldas:

Az x+3y+52z=200 egyenlet mindkét oldalat 3-mal szorozva kapjuk,
hogy:

(1) 3x+9y+15z =600. (3 pont)

Kovetkezd 1épésként 2-vel szorozzuk az x+4y+ 7z =225 egyenlet
mindkét oldalat, ekkor:

(2) 2x+8y+14z=450. (3 pont)
Ha (1) és (2) megfelel6 oldalait kivonjuk egymasbol, akkor:
3) x+y+z=150. (3 pont)

Mivel K =x+y+z , ezért az adott feltételek mellett kaptuk, hogy
a K =x+y+z kifejezés értéke pontosan 150. (1 pont)
0sszesen 10 pont

2. Megoldas:

Ebben a megoldasban eldszor kifejezziik y-t x segitségével ugy,
hogy az adott egyenletekbdl kikiiszoboljiik z -t, példaul a
kovetkezdképpen:

x+3y+5z=200 egyenlet mindkét oldalat 7-tel, majd

x+4y+7z =225 mindkét oldalat 5-tel szorozzuk:

(1) 7x+21y+35z=1400,
illetve
2) Sx+20y+352=1125. (2 pont)
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(1) és (2) megfeleld oldalainak kiilonbségébdl adddik, hogy
2x+y =275,

és innen
3) y=275-2x. (2 pont)

Ezutan a z szdmot fejezziik ki ugyancsak x segitségével oly
modon, hogy az egyenletekbdl kikiiszoboljiik y -t, példaul a
kovetkezd modon:
az x+3y+5z=200 egyenlet mindkét oldalat 4-gyel, majd az
x+4y+7z=225 egyenlet mindkét oldalat 3-mal szorozzuk:

(4) 4x+12y +20z =800,
¢s
®)) 3x+12y+21z=675. (2 pont)

(4) és (5) megfeleld oldalainak kiilonbségébdl kapjuk, hogy
x—z=125,
amibdl
(6) z=x-125. (2 pont)

Helyettesitsiik most a (3) €s (6) Osszefliggéseketa K =x+y+z
kifejezésben y és z helyébe!

Ezzel
K =x+(275-2x)+ (x —125),
tehat
K =150. (2 pont)
osszesen 10 pont
Megjegyzés:

Az a versenyzd, aki az (x;y;z) szamharmas egyikének konkrét megvalasztisa
utdn oldja meg az x+3y+5z=200 €s az x+4y+7z =225 egyenletrendszert, €s a
K =x+y+z kifejezés értékét igy szamolja ki, legfeljebb 3 pontot kaphat.
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4. Oldja meg a valds szamok halmazan az

lfl::2008

)
egyenletet!
([x] az x valos szam egészrésze, azaz az x-nél nem nagyobb

egész szamok koziil a legnagyobb, {x} pedig az x valds szam
tortrésze, azaz {x}=x—[x])

Megoldés:
Mivel nevezoben 0 nem lehet, ezért

(1) {xj=0
azaz X nem lehet egész szam. (2 pont)
A kiindulasi egyenletet atalakitva:

@) fr}=

kovetkezik. (1 pont)

Felhasznaljuk azt, hogy az x valos szam tortrésze 1-nél kisebb,
¢s nem negativ, igy (1)-et figyelembe véve:

0<{xj<I,
(2)-t behelyettesitve:
Sy
2008
amibdl
(3) 0 < [x] < 2008. (3 pont)

(3)-bol kapjuk, hogy [x]=r , ahol n € {l,...,2007)},
(2)-bé1 adodik, hogy {x}= ﬁ ahol n < {1,..,2007)},

tehat x = [x]+ {x}
miatt x=n+—" ,
2008
ahol n az {1,2,..2007} szdmhalmaz elemeinek barmelyike lehet. (3 pont)

Az ellendrzés a kapott megoldasok helyességét mutatja:

Z —2008. (1 pont)

2008

0sszesen 10 pont
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3.

Az ABC haromszog AC oldaldn az E bels6é pont gy helyezkedik el, hogy

EC=4B. Legyen F a BC, M pedig az AE szakasz felezGpontja.

Hatarozzuk meg az 4BC héaromszog A csucsanal levd belsé szogét, ha
FMEZ =18°!

1. Megoldas: készitsiink a feltételeknek megfeleld abrat.

3. 4bra

Forgassuk el az 4B szakaszt az 4 pont koriil Ggy, hogy a B pont elforgatott

képe az AC egyenesére, az A4 ponton tul keriiljon, és a B elforgatott képét
jeloljik D-vel.

4. abra (2 pont)
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Mivel a feltétel szerint EC = 4B, tovabba M az AE szakasz
felezOpontja, ezért, az M pont az igy létrejové CD szakasznak is
felez6pontja. (2 pont)

A 4. abran 1év0 DCB~/ szarait az FM ¢és BD szakaszokkal ugy
metszettiik el, hogy

CF _CM 1

CB CD 2’
ezért a parhuzamos szeldk tételének megforditasa szerint
az FM ¢és BD szakaszok parhuzamosak. (2 pont)*
Ebbdl kovetkezik, hogy

BDA/ = FME/ =18°. (1 pont)

Ugyanakkor az 4BD haromszdg az 4B = AD miatt egyenld szaru,
ezert
(1) DBA/ = BDA/ =18°, (1 pont)

Az ABC haromsz0g A4 csucsanal levd belsd szoge az ABD
haromszog A-nal 1éve kiilsé szoge, ezért

BAC/ = BDA/ + DBA/ , (1 pont)
igy (1) felhasznalaséaval
BAC/ =36". (1 pont)

osszesen 10 pont
Megjegyzés

* Természetesen ennél a résznél CDB haromszog MF
kozépvonaldnak tulajdonsagara vald hivatkozast is elfogadjuk.

10
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2. Megoldas:

Hosszabbitsuk meg az EF szakaszt az F ponton tul EF hosszéaval,
igy kaptuk az 5. dbran a D pontot.

5. dbra

Az igy keletkez6 ECDB négyszog parallelogramma, mert az atloi

felezik egymast. (3 pont)
Ezért a BD szakasz parhuzamos EC-vel és
BD =EC
tovabba a feladat feltételét figyelembe véve
EC = 4B,
ezeért
AB=BD. (2 pont)

Mivel az AED haromszogben M és F oldalfelezOpontok, ezért MF
az AED haromszog kozépvonala, igy parhuzamos az 4D szakasszal, (2 pont)

azaz
DACZ = FME/ .
Tovabba:
ADB/ = DAC/ (valto szog)
€S

ADBZ = BAD/ , (mert BD = AB).

11
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Ezek kovetkezményekeént
BAD/ =18°
€s
DAC/ =18°,
ezek azt jelentik, hogy AD az ABC haromszog 4 csucsanal levd
belsé szogének felezdje,ekkor pedig
BACZ/ =2BAD/ =36° (3 pont)
osszesen 10 pont

12
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6. Hanyféle modon allithato elé a 2008 néhany (egynél tobb) egymast kovetd
pozitiv egész szam Osszegeként?

Megoldas:

Legyen az el6allitasban szerepld elsd pozitiv egész szdm &k, az
Osszeadandd szdmok szama pedig ». A feladat szovege miatt n>1. (1 pont)
Ekkor a feltétel szerint:

(1) k+(k+1)+(k+2)+...+(k+n—1)=2008. (1 pont)

Az (1) baloldalan levé 0sszeg egy d =1 kiilonbségli szamtani sorozat
elsd n tagjanak Gsszege, amelynek elsd tagja a pozitiv egész k szam,
ezért a szamtani sorozat 6sszegképletébol:

n-(2k;n—1):2008’

atalakitva:
(2) n-(2k+n-1)=4016. (2 pont)

(2) bal oldalanak mindkeét szorzotényezdje pozitiv egész szam ¢€s

a feltételek miatt egyik tényezo6 értéke sem lehet 1, tovabba a két
szorzotényezd paritasa kiilonbozo, (hiszen 0sszegiik paratlan

pozitiv egész). Mivel 4016 =2*-251 (2 pont)

(a Fliggvénytablazatbol ellendrizhetd, hogy 251 primszam), ezért a
kovetkezo esetek lehetségesek:

a) n=16
2k+n—-1=251
amibol n=16,
k=118; (1 pont)
vagy
b) n =251
2k+n—-1=16
amibdl
n=251,
k=-117. (1 pont)

A b) eset nem felel meg a k > 0 feltételnek, igy nem ad megoldast. (1 pont)

Tehat a 2008 szamot csak egyféleképpen tudjuk egynél tobb
egymas utani pozitiv egészek 0sszegeként eldallitani,

mégpedig a k =118 szdmbdl kiindulva 16 darab kozvetlen egymas
utani pozitiv egész szamot dsszeadva a kovetkezoképpen:

118+119+120+...+132+133 =2008. (1 pont)
0sszesen 10 pont
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