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MATEMATIKA

|. KATEGORIA
(SZAKKOZEPISKOLA)

Javitasi-értékelési utmutato

1. Oldja meg a valds szamok halmazan a
3.25% -16" =2-20"

egyenletet!
Megoldas:
Az egyenlet a hatvanyozas azonossagainak felhasznalasaval
(1) 3.5 -4 =2.5* . 4*
alakba is irhato. 1 pont
Az 5° és 4" pozitiv valos szamok, ezért (1) mindkét oldalat oszthatjuk az 5 -4*
pozitiv szammal. 1 pont

Ekkor a miiveletek elvégzése, a hatvanyozas azonossdgainak 0jboli alkalmazasa és

az egyszerisités utdn a

(54

egyenletet kapjuk. 1 pont

Vezessik be az
y — (ij
4

jelolést, ezzel a jeloléssel a (2) egyenletbdl

3.y_1=2
y



Matematika I. kategoria

adodik, ebbdl pedig a miiveletek elvégzésével és rendezéssel:

(3) 3y?-2y-1=0. 2 pont
A (3) masodfoku egyenlet megoldésai az

1
=lésy,=—=
Y1 Y2 3

valds szamok. 1 pont

1 , 5
Az y, = 3 nem megoldas, mert y = I pozitiv szam. 1 pont

Ha y, =1, akkor

azaz
5 (5Y)°
= ==1. 1 pont
[4) (4) P

Mivel az f (x) = (%) fliggvény kolcsondsen egyértelmd, ezért ebbol

x=0
kovetkezik.
Az eredeti egyenlet egyetlen megoldasa tehat az x =0 valos szam. 1 pont
Behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy ez valoban megoldas (3-1-1=2-1). 1 pont

Osszesen: 10 pont
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2. Melyek azok az ne N szamok, amelyekre
22n+2 '32n +1

primszam?
Megoldas:
A hatvanyozas azonossagainak alkalmazasaval a 2°"** - 3" +1 kifejezést atalakitjuk:
(1) 270237 41=27.2".3" +1=4-6" +1. 2 pont
Ha n=0, akkor az (1)-ben szerepld 4-6°" +1 kifejezés értéke 5, ez pedig primszam.
Ezért n=0 a feladat megoldasa. 2 pont

Ezutan meghatirozzuk az ne N feltétel mellett a 4-6°" +1 kifejezés utolso

Szamjegyét. 1 pont
A 6 minden pozitiv egész kitevdjii hatvanya 6 -ra végzodik. 1 pont
Ebbdl kovetkezik, hogy a 4-6°" szam 4 -re végzddik, és igy a 4-6" +1 kifejezés

utolsé szamjegye 5, eszerint pedig 4-6°" +1 oszthatd 5-tel. 2 pont

Az ne N* feltétel mellett tehat 4-6°" +1>5, masrészt oszthatd 5-tel, vagyis nem

lehet primszam. 1 pont
Ezért 4-6°" +1 akkor és csak akkor lesz primszam, ha n=0, ¢és ekkor 4.6°" +1=5. 1pont

Osszesen: 10 pont
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3. Egy derékszogi haromszog oldalainak hossza egész szam.
Igazolja, hogy a haromszog az egyik csucsan atmend két egyenessel harom egyenld
teriileti részre vaghato gy, hogy a kapott részek teriiletének mérdszama is egész
szam!

1. Megoldés:

A derékszogl haromszog befogdi az a €s b, a haromszog teriilete

7208,
2

Igazolnunk kell, hogy a teriilet harmadrésze, vagyis

T_ab
3"
egész szam, ha a,b, ¢ egész. Vagyis azt kell bizonyitani, hogy a-b oszthato 6 -tal. 2 pont

A feltétel szerint az a;b; ¢ szamok egy haromszdg oldalai, tehat pozitiv egész szamok.
A pozitiv egész szamok 3-mal valo osztasi maradékai a —1;0;1 szamok lehetnek.
Mivel a Pitagorasz-tétel érvényes a,b, ¢ -re, ezért
a®+b* =c?.
Figyelembe véve, hogy a;b;c pozitiv szamok, valamint, hogy a és b szerepe
felcserélhetd, az i; j;k € N jeldléssel, ha
a=3i,b=3j*1,akkor a® +b*=9i*+9j*+6j+1=3m+1;
a=3i,b=3j,akkor a®* +b* =9i* +9j* =3m;
a=3i+1b=3j+1, akkor a’ +h> =9i’ +6i+1+9j2+6j+1=3m+2 (meN");
valamint, ha
¢ =3k, akkor ¢ =9k* =3n;
illetve, ha
c=3k+1, akkor ¢ =9k* 6k +1=3n+1 (n € N+).
Eszerintaz a® +b” = ¢” pitagoraszi dsszefiiggés nem allhat fenn, ha
a=3i+1¢és b=3j+1.
Ezért az a;b egész szamok koziil legalabb az egyik oszthaté 3-mal, tehat a-b is oszthato
3-mal. 3 pont
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Masrészt a pozitiv egész szamok 2-vel osztva 0 vagy 1 maradékot adnak, ezért a
p;g;r € N jeloléssel, ha
a=2p,b=2q+1, akkor a® +b* =4p® +4q° +4q+1=4s+1;
a=2p,b=2q, akkor a’+b* =4p* +4q° =4s;
a=2p+1 b=2q+1, akkor
a?+b? =4p? +4p+1+4q° +4q+1=45+2 (seN*),
valamint, ha
¢ =2r, akkor c* =4r? = 4t;
illetve, ha
C=2r+1,akkor c? =4r? +4r+1=4t+1 (teN").
Eszerinta ¢® egész szam 4-gyel osztva nem adhat 2 maradékot, tehat nem lehet a és b
mindegyike paratlan szam. Ezért az a;b egész szamok koziil legalabb az egyik oszthatd

2 -vel, tehat a-b is oszthatd 2 -vel. 3 pont

Ha a-b oszthato 3-mal és 2-vel, akkor 6 -tal is oszthato, és ezzel belattuk, hogy

%: %b egész szam, vagyis a haromszdg valoban harom egyenld teriiletii részre oszthatod
ugy, hogy a részek teriilete is egész szam. 1 pont

A héarom egyenld teriiletii részre osztds meg is valosithato:
ha egy csucsot 0sszekotiink a szemkozti oldal harmadolopontjaival, akkor olyan egyenld
teriiletli részeket kapunk, amelyeknek szamértéke egész.

Példaul, ha a=3,b=4,c=5, akkor m, =%, t=§~E-l=2:T. 1 pont

Osszesen: 10 pont
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2. Megoldas: jeloléseink az 1. abran lathatok.

B

1. dbra

Az a,b befogoju, ABC derékszogl haromszog T teriiletére T = a—;’, ahol a,be N", és
ezzel

T_ab 2 pont
3

Azt kell bizonyitanunk, hogy 6|a -b.
Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha 2ja-b és 3a-b egyszerre igaz, vagyis

6la-b...<...2a-b és 3a-b.

Tudjuk, hogy 2a-b...<...20a vagy 2, és

3a-b...<...3a vagy 3b.
Tegyiik fel el6szor, hogy:
a=2k+Lb=21+1 (k;leN).
A Pitagorasz-tétel érvényes a,b, ¢ -re, ezért
(2k +1)% + (21 +1)* =c?;
azaz
A4K* +1%)+ 4Kk +1)+2 =c?;
és igy
4am+2=c’ (meN+),

ami lehetetlen, mert a négyzetszamok 4-gyel osztva 0 vagy 1 maradékot adnak.
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Ebbél kovetkezik, hogy 2a vagy 2] teljesiil, és ezért 2| a-b is igaz. 3 pont

Tegyiik fel masodszor, hogy:
a=3n+1lésb=3p+x1 (n;peN).
A Pitagorasz-tétel érvényes a,b, ¢ -re, ezért
(Bn+1)* +(Bp+1)?® =c?;
illetve
9-(n*+ p*)+6-(n+xp)+2=c?;
és igy
c?=3q+2 (gqeN"*).
Ez ismét lehetetlen, mert a négyzetszamok 3-mal osztva 0 vagy 1 maradékot adnak.

Ebbdl az kovetkezik, hogy 3|a vagy 3b, ésigy 3| a-b. 3 pont

Mivel (2;3) =1, ezért 2|a-b és 3|a-b miatt 6|a'b, ezért T§=a?b egész szam. 1 pont

A harom egyenl¢ teriiletii részre osztds meg is valosithato:
ha egy csucsot 0sszekotiink a szemkozti oldal harmadolopontjaival, akkor olyan egyenld

teriiletli részeket kapunk, amelyeknek szamértéke egész.

12 512 1 T

Példaul, ha a=3,b=4,¢c =5, akkor mczg,t: ————— =2= 1 pont

Osszesen: 10 pont
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4. Az ABC haromszégben
BC =a; CA=Db; AB =c hossztsagu,
¢s az oldalak hosszaira teljesiil, hogy
a’+b®=c’.
Bizonyitsa be, hogy
60° < BCAZL <90°]

Megoldés:
Legyen a szokasos jeloléssel BCAL =y .

A feltételi egyenldség bal oldalat szorzatta alakitjuk:

(1) a®+b° =(a+b)-(a? +b? —ab).

A haromszog-egyenldtlenség miatt a+b > c, ezért a feltétel és (1) figyelembe vételével
¢ >c-(a2+b? —ab),

ahonnan ¢ > 0-val val6 egyszerisités utan:

(2) c®>a’+b*—ab.

A koszinusztétel szerint ¢* =a’ +b? —2ab-cos y, igy (2)-bdl
a’+b*—2ab-cosy >a’*+b*—ab

kovetkezik, ahonnan rendezés €s az ab > 0 szammal val6 osztas utan adodik, hogy:

3 cos;/<%.

Tudjuk, hogy, cos60° = % tovabba az f(x)=cosx fiiggvény a ]0; z [ intervallumban

szigortian monoton csokken, ezért (3) miatt > 60°.

b) Masodszor belatjuk, hogy » <90°, vagyis azt, hogy y hegyesszog.

Indirekt médon bizonyitunk: tegyiik fel, hogy » >90°, azaz tegyiik fel, hogy a

haromszog derékszogli, vagy tompaszogi.

Ekkor az oldalhosszak négyzeteire teljesiil, hogy

(4) a’+b? <c’.

Szorozzuk meg a (4) egyenlétlenség mindkét oldalat ¢ > 0 -val, ebbdl adodik, hogy
a’c+b’c<c?,

ahonnan a feladat feltétele szerint:

(5) a’c+b’c<a’+b’.

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont
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A valasztott jelolésekkel egyrészt BP =1-x és BQ=1-y, valamint a+ f=45°,

Matematika I. kategoria

Az (5) egyenldtlenség atrendezhetd a kdvetkezdképpen:
(6)

a’-(c—a)+b’-(c-b)<0.

1 pont
Mivel minden haromszdgben a legnagyobb szdggel szemben van a leghosszabb oldal, és
az indirekt feltétel szerint ¥ a haromszog legnagyobb szdge, ezért ¢ >a és c>b.
Eszerint a (6) egyenl6tlenség bal oldala pozitiv, ezért (6) nem allhat fenn. 1 pont
Indirekt feltételiink tehat nem teljesiilhet, azaz valoban
y <90°.
Eredményeinket egyesitve 60° < y < 90°, és ezzel a feladat allitasat bizonyitottuk. 1 pont
Osszesen: 10 pont
Megjegyzés: a (4) O6sszefliggés bizonyithatd példaul a koszinusztétellel is.

5.  Egy egységnyi oldali négyzet csucsai A;B;C;D. Az AB oldal tetszéleges pontja
P. A Q ponta BC oldalon van, ¢s PDQ/ = 45°.
Mekkora a PBQ haromszog keriilete?
1. Megoldas:

A feltételeknek megfeleld abrat készitiink (2. abra), amelyen az AP =X, illetve

CQ=y, PQ=1z,tovabbad az ADPZ =« ¢s CDQZ = f jeloléseket valasztottuk.

C
\‘:\\ﬁy \q
) .
’/,B \‘ 45° ~~»~
=2

2 b

1—-y
\
A \
Y T

2. dbra

1 pont
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tovabba a PBQ haromszog K -val jelolt keriiletére K =1-X+1-y+z=2-x—-y+2z. 1pont
Mcérjiik fel az AB egyenesre az AR =y szakaszt Ggy, hogy a B és R pontokat az A

pont elvalassza.

Ekkor az ADR és CDQ haromszogekben két-két megfeleld oldal hossza megegyezik,
hiszen AR=CQ =y és AD =CD =1, illetve a kivalasztott két-két oldal altal bezart

sz0g mindkét haromszogben derékszog.

Az ADR ¢és CDQ haromszogek tehat egybevagok, és igy ADR/Z = g, valamint
DR=DQ. 2 pont
Ebbdl az is kovetkezik, hogy a PDR és PDQ héaromszogek is egybevagok, mert a PD
szakasz koz0s, €s az elObbiek alapjan DR = DQ, tovabba mindkét haromszdgben a
kivalasztott oldalak altal bezart szog o + = 45°. 2 pont
Ez azt jelenti, hogy a PDR és PDQ haromszogekben a PR=Xx+y és a PQ=1z2
szakaszok hossza is egyenld, azaz X+y=1z2. 2 pont
Ezért a PBQ haromszog K keriilete K=2—-X—-y+z=2-X-y+X+Yy=2, vagyis a

PBQ haromszog keriilete 2 hosszusagegység. 2 pont
Osszesen: 10 pont
Megjegyzés:

Ha a négyzet oldalhossza a, akkor a fentiekhez hasonldan bizonyithato, hogy K =2a.

2. Megoldas:

A megoldas soran az 1. megoldas abrajat és jeloléseit hasznaljuk. 1 pont

Ezekkel a jelolésekkel az ADP haromszogben

X
Qa=—=X,
J 1
a CDQ haromszogben pedig
_Y_
tgﬂ—l—y. 1 pont

2013/2014 10 OKTV 1. forduld



Matematika I. kategoria

i . tgo +t
Tudiuk, hogy o+ f=45°  ezérta tgfar+ §) = {95 S
tételbdl kapjuk, hogy

X+

tg45° == Y
mivel azonban

tg45° =1,
ezért

=
amibol
1) X+y=1-xy
kovetkezik.

A PBQ haromszdgre felirt Pitagorasz-tételbol azt kapjuk, hogy z° = (1— x)2 + (1— y)2 :

ahonnan a miiveletek elvégzésével és rendezéssel:
2) 2 =X* +y? +2-2x-2y.
A (2) Osszefiiggésbdl az kovetkezik, hogy
€) 22 =X +y?+2-2-(x+y).
(3)-ba (1)-et behelyettesitve
22 =x"+y*+2-2-(1-xy),
innen pedig a miiveletek elvégzésével és rendezéssel
4) 2?2 = x> +y? +2xy.
(4) éppen azt jelenti, hogy
2* =(x+y),
és mivel X;Y;z pozitiv szdmok, ezért
(5) Z=X+Y.
A PBQ haromszog keriilete tehat
K=1-x+1-y+z,
amelybdl (5) felhasznalasaval kapjuk, hogy
K=1-Xx+1-y+x+y=2.

trigonometrikus Osszegzési

Osszesen:

2 pont

2 pont

2 pont

2 pont

10 pont
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6. Egy 5x5-0s tdblazat minden sordba ¢s minden oszlopaba pontosan egyszer
beirtuk az 1, 2, 3, 4, 5 szamokat. A tablazatba beirt szamok a tablazat egyik
atlojara szimmetrikusan helyezkednek el.

A feltételeknek megfeleld kitoltés esetén mennyi lehet a tablazat
szimmetriadtlojaban levd szamok 6sszege?

Megoldés:
A tablazat egy lehetséges kitoltése a kovetkezo:

A D

gl B~ W N
DN O P W
W o | BN
N | B Wl o
= W N ol B

2* pont

B C

A tovabbiakban bizonyitani fogjuk, hogy a tablazat feltételeknek megfeleld kitoltése

esetén a szimmetriaatloban (itt BD-ben) az 1; 2; 3; 4 és 5 szamok mindegyike
el6fordul és nyilvanvaldéan mindegyik egyszer.

Ha a tablazatot a feltételeknek megfelelden kitoltottiik, akkor minden sorban és minden
oszlopban egy darab 1-es, egy darab 2-es, egy darab 3-as, egy darab 4-es és végiil egy

darab 5-6s van. Ez azt is jelenti, hogy a tablazatban Gsszesen rendre 6t darab 1-es, 2-€s,

3-as, 4-es és 5-0s van, azaz mindegyikbdl paratlan szamu. 1 pont
Jeloljiik ki a tablazat valamelyik, nem a szimmetriadtloban levd helyét, nem sérti az
altalanossagot, ha az itt levd szamot 1-esnek valasztjuk. Ilyen a feltételek miatt
biztosan van. 1 pont
A szimmetria miatt a kivalasztott helynek a szimmetriaatlora vonatkozé tiikkorképe a
tablazat olyan helye, ahol szintén 1-es all. 1 pont
Eszerint minden, a szimmetriaatloban nem szereplé 1-esnek van a tablazatban egy
megfeleld parja, vagyis az ilyen elhelyezkedésti 1-esek parba éllithatok, azaz paros

sokan vannak. 2 pont
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Mivel azonban a tablazatban &sszesen paratlan szamu 1-es van, ezért legalabb az egyik
1-esnek nincs parja, tehat a szimmetriaatloban kell lennie. gy a szimmetriaatloban 1;
3, vagy 5 darab 1-es lehet. Hasonldan bizonyithatd, hogy a szimmetriaatloban ugyanez
igaz a 2-es, 3-as, 4-¢s és 5-0s szamokra is. Mivel a szimmetriaatloban csak 6t hely van,
ezért minden szambol pontosan csak egy szerepelhet itt. 2 pont
A tablazat, feltételeknek megfeleldé barmely kitdltése esetén tehat a szimmetriaatloban

szerepld szamok Osszege 1+2+3+4+5=15. 1* pont

Osszesen: 10 pont
Megjegyzések:

1) ha a versenyz0 megad egy helyes kitoltést, példaul:

A D
1|5 |3 |4 |2
312 (5|1 |4
2 |1 |4 |53
4 131112 |5
51412 3|1

B C

de nem bizonyitja, hogy a szimmetriaatlbban mind az 6t szdm pontosan egyszer

eléfordul, akkor legfeljebb a *-gal jelzett pontokat kaphatja meg.

2) minden (2n+1)x(2n+1)-es (neN*) tablizatra igaz, hogy a feltételeknek
megfeleld kitdltés esetén a szimmetriaatloban az dsszes 1; 2; 3;...;2n+1 szam pontosan
egyszer  el6fordul, ezért a  szimmetriadtlbban levé  szdmok  Osszege

1+2+3+...+2n+1=2n%> +3n +1.
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