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1. A 257 olyan haromjegyli szam, amelynek szamjegyei kiilonbozdek. Ha
a szamjegyeket forditott sorrendben leirjuk, akkor az eredetinél
nagyobb szdmot kapunk, a 752-t.

Héany ilyen tulajdonsagt haromjegyli szam van?

Megoldas:

A keresett szamok nem végzddhetnek nullara, mert a forditottjuknak is haromjegyii
szamnak kell lennie.

Meghatarozzuk azoknak a haromjegyli szamoknak a szamat, amelyeknek minden
szamjegye kiilonbozo és az egyesek helyén all6 szam nem O.

A szédzasok helyén 9-féle szamjegy allhat, de a szamjegyek kiilonbozok, ezért az egyesek
helyén mar csak 8-féle szamjegy lehet.
A tizesek helyén ismét 8-féle szamjegy lehet, mert itt nem allhat az, ami a szazasok
illetve az egyesek helyén, viszont itt szerepelhet a 0.
Azokbol a szamokbdl, amelyeknek minden szamjegye kiilonbozd és az egyesek helyén
allo szam nem O,

9-8-8=576
darab van.

Ezek kozott a szamok kozott szerepelnek azok is, amelyekben a szazasok helyén 4allo
szdmjegy kisebb, mint az egyesek helyén allo, és szerepel minden ilyen szam forditottja
IS.
Mivel a szamok ilyen moédon parokba allithatok, igy a feladat feltételének éppen a
szamok fele tesz eleget, vagyis
988 _ a8
2

ilyen szam van.

Osszesen:

2 pont

3 pont

2 pont

3 pont

10 pont
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2. Az a valos paraméter mely értékeire lesz az

%XZ _4)?)12;1&2 +1|+x2 -2x-1=0

egyenletnek pontosan egy valés megoldéasa?

Megoldas:
Az egyenlet bal oldaldn szerepld tort nevezdje miatt X # 2a.

Alkalmazva a két tag kiilonbségének négyzetére vonatkoz6é azonossagot a tort

szamlalojaban, és az x? —2x —1=x? —2x+1—-2=(x—1)* —2 azonos 4talakitast:

2
w+x2—2x+1—2:0,
X—2a
illetve
1 ~2 ~1) =2.
) (x=2a)+———+(x-1)

Mivel a tort szamléloja biztosan pozitiv, (1) ekvivalens az

(x—2a)* +1

~1) =2
|x—2a) +(x-1)

egyenlettel.

Az egyenletben szereplo tortet atalakitva, és figyelembe véve, hogy
a+b]=[al+|o

abban az esetben, ha mindkét tag azonos eldjelil, az egyenlet

(2) x—2a|+ ———

-1 =2
|x—2a|+(x )

alakban irhato.

Egy pozitiv szdmnak és reciprokanak az dsszege legalabb 2.

Egyenléség akkor all fenn, ha maga a szam egyenld 1-gyel.

Ezért a (2) egyenlet csak ugy teljesiilhet, ha
[x—2a|=1,¢s x=1

egyszerre teljestl.

Ezekbdl:

?) 1-2a=1.

A (3) egyenlet szerint 1-2a=1,vagy 1-2a=-1, azaz a=0 vagy a=1.

2 pont

2 pont

2 pont
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Megvizsgaljuk, hogy ezekre a paraméterckre pontosan egy valdés megoldasa van-e az

egyenletnek.

Ha a =0, akkor az eredetivel ekvivalens (1) egyenletbdl kapjuk, hogy

X+t +(x-1)° = 2.
X

(4)

Mivel a (4) egyenletben az abszolut-értékes tényezo legalabb 2, a jobb oldal értéke pedig
pontosan 2, ezért egyenldség csak (X —1)2 =0, azaz x =1 esetben all fenn.
Az egyenletnek a =0 mellett tehat valoban egy megoldasa van.

Ha a =1, akkor az (1) egyenletbdl:

(x—2)+L

— +(x-1° =2.

(5)

Az (5) egyenletben az abszolut-értékes tag szintén legalabb 2, a jobb oldal értéke pedig
pontosan 2, ezért egyenldség ismét csak (X —1)2 =0, azaz x =1 esetben 4ll fenn, ezért az
a =1 mellett is pontosan egy valoés megoldasa van az egyenletnek.

Osszesen:

2 pont

2 pont

10 pont
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3. Messe az AB atmérdji k, kort a C és D pontokban az A kozépponth
k, kor. A k, kornek az AB atmérdre eso pontja legyen E! Valasszuk ki
a k, kornek az ABC haromszog belsejébe es6 CE korivén az iv egy
tetszOleges M belsé pontjat! A BM egyenes ¢és a k, kor masik
metszéspontjat jeloljik N -nel!
Bizonyitsa be, hogy
MN? =CN-DN!!

Megoldés:
Jeloléseink az 1. abran lathatok.

1. dbra 1 pont

A bizonyitando

MN? =CN-DN
Osszefiliggés azonos atalakitasa utan elég megmutatni, hogy

MN = ﬂ 1 pont

DN MN
Ehhez elegend6 igazolni, hogy a

CMN ¢és MDN

haromszogek hasonloak.

A két haromszog hasonldsaganak belatasahoz elég bizonyitani, hogy megfeleld szogeik
paronként megegyeznek, azaz:

CMNZ =MDN/ és CNMZ =MNDZ. 1 pont
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Mivel AB a k, kor atmérdje, ezért a Thalész-tétel szerint AC merdleges BC -re, ebbdl
kovetkezik, hogy BC egyenese a k, kor érintdje. 1 pont

Ezért a k, korben BCMZ érint6 szara kertileti szog, €s igy az MDCZ =« jeloléssel

BCM£=MDC/ =«.
A Kk, korben a kertileti szogek tételébdl a CDNL = g jeldléssel kapjuk, hogy

CBN. =CDN./ = 3. 1 pont

Az AB egyenese a k; és k, korok kozos szimmetriatengelye, erre a tengelyre nézve a C
¢s D pontok egymas tiikorképei, ezért BC = BD .
Ez azt is jelenti, hogy a k, korben a két hirhoz azonos nagysagu keriileti szogek
tartoznak, tehat a CNBZ = y jeldlést valasztva

CNB£=BND/L=y. 1 pont
A CMNZ a BCM haromszog kiilso szoge, ezért

CMNZ =BCMZ+CBMZL =a + . 1 pont
A CMN ¢és MDN haromszogekben két-két szog nagysaga megegyezik, mert

CMNZL=MDNL=a+ f
€s

CNMZ=MND/L =y,
ezért a két haromszog hasonlo. 1 pont
Hasonl6 haromszdgekben a megfeleld oldalak aranya megegyezik,

MN _ CN

DN MN'
ebbdl pedig a bizonyitando

MN? =CN - DN
allitas kovetkezik. 2 pont

Osszesen: 10 pont
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4. Milyen a valoés paraméter esetén lesz pontosan két valos gyoke a
sinz(x+%)—(a+ 2)-sin(x+%j+ 2a=0

egyenletnek a [0;27] intervallumban?

Megoldas:

Vezessiikk be az y = sin(x + %) jelolést!

Az egyenlet a kovetkezo alakba irhat6:

1) y?-(a+2)-y+2a=0. 1 pont
Az (1) egyenlet az y ismeretlenre felirt paraméteres masodfoki egyenlet, melynek
diszkriminansa, D = (a+2)* —8a. Atalakitassal kapjuk, hogy

) D=(a-2).

(2) azt jelenti, hogy az (1) egyenletnek mindig van valés megoldasa.

A megoldoképletbdl kapjuk, hogy ezek

yp=2a
¢s

y, =2. 1 pont
Mivel

y = sin(x T

3 )

€s

-1< sin[x+£j <1

3

ezért

y, =2
nem lehetséges. 1 pont

Eszerint csak

. T
sinf x+= |=a
( 3)

allhat fenn.
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Tekintsiik most az f (x) = Sin(x + %) fiiggvény grafikonjat a [0; 27z] intervallumon

(2. abra).
v f(x) = sin(x + 3') :
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2. ébra 1 pont

A 2. abran jelzett A és B pontok koordinatai

A(O;sin %) és B(Zﬂ;sin(2ﬂ+%n,
A(O; ﬁ] €s 8{27[; EJ
2 2

J3
=

azaz

Az A és B pontokon atmend egyenes egyenlete y =

Ez az egyenes a [0; 2] intervallumon harom pontban metszi az f (x)= sin(x + Zj
fiiggvény grafikonjat, ezért a sin| X + 3= egyenletnek a [0; 2] intervallumban

harom val6s megoldasa van, igy a = 73 nem lehetséges. 2 pont
Nem allhat fenn
a=1¢és a=-1,
sem, mert ezekre az értékekre
sin(x + Zj =1 illetve sin(x + 2 ]=-1
3 3
egyenleteknek a [0; 27] intervallumban egy-egy valés megoldasa van. 2 pont

Az 4bra alapjan belathaté, hogy az a e [-1;1] intervallumban az

V3

a=—,a=1¢éa=-1
2
értékek kivételével minden a valos szamra a

. T
sin x+= |=a
( 3)

egyenletnek pontosan két valoés megoldasa van. Ezek az a valos paraméterek a feladat
megoldasai. 2 pont

Osszesen: 10 pont
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5. Az ABCD tetraéder belsejében vegyiink fel egy P pontot, majd kossiik
0ssze a tetraéder csucsaival. Az AP;BP;CP ¢és DP egyenesek szemkozti
oldallapokon 1év6 doféspontjai rendre: A;B;;C, és D,.
Bizonyitsa be, hogy
PA,_PB,_PC, PD, _.,
AA, BB, CC, DD,

Megoldas:

Legyenek a cstucsok merdleges vetiiletei a szemkozti oldallapon rendre: Az, B, C; és Da.
Az AA A, hiromszog sikjanak és a BCD siknak az A A, metszésvonalara illeszkedik a

P pontnak a BCD sikra es6 meréleges vetiilete, jeloljik ezt a pontot P,-val (3. dbra).

D

3. dbra 1 pont

Az AA, szakasz az ABCD tetraédernek a BCD laphoz tartozd magassaga és ezért az
ABCD tetraéder térfogata
T .
) Veco = BCDTAAZ- 1 pont

A P;B;C; D pontok egy tetraéder csticsai, amelynek a BCD lapjahoz tartoz6 magassaga
PP,,igy a PBCD tetraéder térfogatara azt kapjuk, hogy
TBCD - PP,

(2) Vegep = e 1 pont

Az (1) és (2) osszefliggeések megfeleld oldalainak aranyabol adodik, hogy

(3) VPBCD _ I:)F)A

VABCD AAZ . 1 pont
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Mivel AA,| PP, , ezért a parhuzamos szel6szakaszok tétele miatt

PP, _ PA
AA,  AA
¢s igy (3)-bol
(4) Veeco = PA ) 2 pont
VABCD AAl
Hasonlé médon bizonyithatjuk, hogy
Vv PB
(5) PACD — _l,
VABCD BBl
\Y PC
(6) PABD — 1 ,
VABCD CCl
végiil
Y, PD
() S = 2 pont
VABCD DDl p

A (4)-(7) osszefiiggések megfelel6 oldalainak 6sszeadasaval azt kapjuk, hogy
PAl + PBl + PCl + PDl — VPBCD +VPACD +VPABD +VF’ABC ]
AA, BB, CC, DD, V agco

Nyilvanvalo, hogy
VPBCD +VPACD +VPABD +VPABC =VABCD’
és ezért

PA, PB, PC, PD,
AA BB, CC, DD

¢€s éppen ezt akartuk bizonyitani.

2 pont

Osszesen: 10 pont
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