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Matematika I. kategoria (SZAKKOZEPISKOLA) - 2. forduld
Megoldasok

Ot pozitiv egész szam egy szamtani sorozat elsé 6t eleme. A sorozatnak a kiilonbsége
primszam. Tudjuk, hogy az els6 négy szam kobének dsszege megegyezik az ezen ot tag
koziil vett paros sorszamu tagok dsszegének 150-szeresével. Tovabba azt is tudjuk,
hogy az utolsé négy tag kobének osszege az ot tag koziil vett paratlan sorszamu tagok
osszegének a 224-szerese. Adja meg ezt az 6t szamot!

Megoldas
Jelolje ennek a szdmtani sorozatnak a kiilonbségétd , az 6t pozitiv egész

szam kozil a kozépsot a. Ezzel a jeloléssel a szamtani sorozat elsd ot
tagja a kovetkezdképpen irhato:

(1) a-2d;a—d;a;a+d;a+2d. I pont
A feltételek alapjan felirhatok az
(a-2d) +(a—d) +a’ +(a+d) =150-(a—d +a+d),
€s
(a-d) +a’+(a+d) +(a+2d) =224-(a-2d +a+a+2d),
Osszevonds utan az
() (a-2d) +(a-d) +a’ +(a+d) =150-2a,
€s
(3) (a—d) +a* +(a+d) +(a+2d) =224-3a
egyenletek. 1 pont
A (3) egyenletbdl a (2) megfeleld oldalait kivonva kapjuk, hogy
4) (a+2d)’ —(a—2d) =372a. 1 pont

(4) rendezés €s egyszeriisités utan
3a’d +4d’ =93a,

alakra hozhato, amibdl

(5) 4d* =3a-(31-ad)

kovetkezik. 1 pont
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Matematika I. kategória (SZAKKÖZÉPISKOLA) - 2. forduló   
                               Megoldások


Mivel a sorozat tagjai pozitiv egészek, ezért (1) alapjan a sorozat
kiilonbsége is pozitiv egész szdm, igy (5) mindkét oldala pozitiv egész.

Ugyanakkor (5) jobb oldala 3-mal oszthato, ezért a bal oldalnak is 3-mal
oszthatonak kell lennie. Tudjuk, hogy 3 és 4 relativ primek, igy 44> csak
ugy lehet 3-mal oszthatd, ha d4°, azaz d oszthat6 3-mal.

A feladat feltétele szerint a sorozat kiilonbsége primszam, ezért csak

d=3
lehetséges.
g 2 pont
A d =3 értéket az (5) egyenletbe irva, rendezés utan a
(6) 3a> -31a+36=0
masodfoku egyenletet kapjuk.
Ennek gyokei:
a,=9 ¢€s a, = 4
4 : 1 pont
Az a, = 3 nem egész szam, ezért nem megoldasa a feladatnak. Eszerint
csak
a=9
lehetséges. 1 pont
Az a=9 és a d =3 szamokat (1)-be helyettesitve a szamtani sorozat elsd
Ot tagja:
3;6;9;12;15. I pont

Ellen6rzés: (Vagy az ekvivalenciara hivatkozas.)

3 +6°+9° +12° =2700,

¢és

150(6 +12)=2700;
valamint

6’ +9° +12° +15° = 6048,
¢és

224(3+9+15)=6048 .
Tehata 3;6;9;12;15
szamok megfelelnek a feltételeknek. ) 1 pont
Osszesen: 10 pont



2. Adott egy kor, amelynek egyenlete x* +y> —10x-10y+45=0.

a) Bizonyitsa be, hogy a kor minden pontja az elso
koordinata-negyedbe esik!
b) Legyenek a koron levo P pontok koordinatai x és y. Képezziik a

P pontok koordinataibél a x =2 hanyadosokat! Mennyi &
X

maximuma és a kor melyik pontjaban veszi ezt {61?

Megoldas:

a) Az
¥ +y°—10x-10y+45=0

egyenletbdl teljes négyzetté alakitassal kapjuk, hogy:
(1) (r=5) +(y=5)" =5.
(1) szerint az x*> + y* —10x-10y + 45 =0 egyenlet valoban kor egyenlete. 1 pont
A kor C(u;v)-vel jeldlt kozéppontjanak koordinatai:
u=5¢és v=35,
a kor sugara pedig R =+/5. I pont
A koron 1évo pontok koordinataira:
x25—\/§:u—R>0,azaz x>0,

€s

y25—\/§:v—R>0, azaz y>0,

tehat a kor minden pontja valoban az els6 koordinata-negyedbe esik. 1 pont

b)A k=2 (x>0;5>0) atalakitasabol

X

yv=k-x

egyenletet kapjuk, ami értelmezhetd Gigy, mint az origoén athalado, k(> 0)
meredekségli egyenessereget megadd 0sszefliggés. 1 pont



Az 1. abrdn megrajzoltunk néhany olyan egyenest, amely megfelel ennek
a kovetelménynek.

1. abra

Mivel k& maximumat keressiik és P(x;y) a kordn 1évd pont, ezért a fenti

egyenesseregbdl azt a legmeredekebb egyenest kell kivalasztanunk,
melynek van k6zos pontja a korrel.

Ez éppen az origobol a korhoz huzott egyik érintd, mely 1étezik, mert az
origo a koron kiviil van (hiszen a kor minden pontja az I. koordinata
negyedbe esik). 1 pont

Az érinté meredekségének kiszamitasahoz az

x*+y°—10x-10y+45=0
ésa
v=k-x

egyenletrendszer megoldasat keressiik.
Ebbdl a két egyenletbdl kapjuk, hogy

) (k> +1)- x* = (10k +10)- x + 45 =0. | pont

Az érintéhoz olyan k értéket keresiink, amely mellett pontosan egy darab
x értéket kapunk.



A (2) egyenletnek akkor €s csak akkor van x-re egy megoldasa, ha
diszkrimindnsa 0. Ebbdl k-ra a

(10k+10) ~4-(k* +1)-45=0

rendezve a

(3) 2k —5k+2=0

egyenletet kapjuk. 1 pont
A (3) egyenlet gyokei a

Eszerint a k =2 hanyados maximalis értéke
X

k=2. 1 pont
Ezt (2)-be helyettesitve

5x* =30x+45=0,
vagy egyszerisités utan
x*—6x+9=(x-3) =0,

ahonnan
x=3
tovabba az y = k-x egyenlet felhasznalasaval
y=6
kovetkezik. 1 pont

A k=2 hanyados a maximumot az x> + y*> —10x—10y +45 = 0 kor és az
X

y =2x egyenes egyik érintési pontjaban, az E(3;6) pontban veszi fel, és

értéke k = % =2 1 pont

Osszesen: 10 pont



1. megjegyzés:

k értékének kiszamitasat ugy is végezhetjik, hogy felirjuk az ocC
atmérdji Thalesz kor egyenletét:

A N GNE A :
2) T\ T

1 pont
majd megkeressiik az adott kor és a Thalesz kor k6zos pontjait az
(x=5) +(y-5) =5
€s
NEEN NS A
2) \UT2) T
egyenletrendszer megoldasabol. Azt kapjuk, hogy az érintési pontok :
X, =3, »=6, E(306)
Xy = 6, Y1 =3, F(6a3) 2 pont
Ebbdl O E meredeksége k, =2
OF meredeksége k = 1
2, 1 pont
A k=2 hanyados a maximumot az x> + y*> —10x—10y +45 =0 kor és az
X
y =2x egyenes egyik érintési pontjaban, az E(3;6) pontban veszi fel, és
értéke k=L =2 I pont

X
2. megjegyzés:

A k=2 hanyados minimuma k = % , €z az OF pontokon
X

athalado érintd meredeksége. Az E és F pontok egymas tiikorképei az
y = x egyenesre vonatkozoan, ezért F(6;3).



3. Oldja meg a kovetkez6 egyenletrendszert a valés szamparok

halmazan!
2x+3y+|x+y—2| =3,
x* +dxy+4y° =5Sx+11y—-7.
1. Megoldas:

Két esetet vizsgalunk meg.
Elséként azt, hogy

a) x+y-22>0,
masodikként azt, hogy
b) x+y-2<0

Az a) esetben az abszolut-érték definicidja miatt

|x+y—2| =x+y-2,
¢s igy az egyenletrendszer elsd egyenletébdl azt kapjuk, hogy:
(1) 3x+4y="17.

(1) —bdl x—et kifejezve:

Ezt a kifejezést a masodik egyenletbe helyettesitjiik:

7-4y

2
j +4y~%+4y2 =5'%+11y—7.

) (

(2)-bdl a miiveletek elvégzése és rendezés utan a
3) 4y> ~11y+7=0
masodfoku egyenlet kovetkezik.

A (3) egyenlet gyokei

14 7
y =1¢s yzzz

7-4y

Ha y, =1, akkor x = miatt

x, =1.

1 pont

2 pont



Az x=1;y =1 szamparra teljestil az x+ y -2 >0 feltétel. 1 pont
7-4y
3

Ha y, = %, akkor (ugyancsak x = alapjan) x, =0,de az x=0; y :%
szamparra nem teljesiil az x+ y -2 >0 feltétel, ezért x=0; y :% nem
megoldas. 1 pont
b) esetben

x+y-2<0. 1 pont
Ekkor az abszolut-érték fogalma miatt

h+y—ﬂ:—x—y+1
¢s igy az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy:
4) X+2y=3. 1 pont
Az egyenletrendszer masodik egyenlete atalakithato a kovetkezOképpen:
(5) (x+2y) =5-(x+2y)+y-7.
(4) és (5) Osszevetésébol

9=15+y-17,
illetve

y=1

adodik, ez pedig (4) alapjan azt jelenti, hogy

x=1. I pont
Az x=1; y=1 szampdarra nem teljesiil az x+ y -2 <0 feltétel, tehat nem
ad 1) megoldast. 1 pont
Ellendrzés:
2+3+[1+1-2=5, 5=5;
1+4+4=9, 5+11-7=09.

Minden esetet megvizsgaltunk, azt kaptuk, hogy a kiindulo
egyenletrendszer egyetlen megoldasa az x=1; y =1 szdmpar 1 pont

Osszesen: 10 pont



2. Megoldas:
Legyen
x+y-2=a és x+2y-3=b.
Ezzel a jelolessel az egyenletrendszer elsd egyenlete igy irhato:
(1) a+b+|d=0. 1 pont

A masodik egyenletet is irjuk at a, b kozti 6sszefliggésre. A fenti
jelolessel

> =x"+4y> +4xy+9-6x—12y.
Mivel a masodik egyenlet szerint
x* +4xy+4y° =Sx+11y-17,
ezért
b*> =5x+11y-7+9-6x-12y,
b*=—x—-y+2,
b? =-a.
gy a masodik egyenlet az uj valtozokkal:
(2) b*+a=0. 2 pont
Meg kell oldanunk az (1)-bdl és (2)-bdl 4ll6 egyenletrendszert.

Ha a >0, akkor és (2) szerint csak

a=0
lehetséges, ekkor azonban
b=0

is teljestil. Ezek az értékek kielégitik az (1) egyenletet is, tehat az egyik
megoldas

a=0.b=0 1 pont
Ekkor:

x+y-2=0,
¢s

x+2y-3=0,

-10 -



amibol

€s

adodik.

Ha a <0, akkor az abszolut-érték definicidja miatt o/ = —a, ebbdl pedig

(1) szerint
b=0

kovetkezik.

Ekkor azonban (2)-bdl a =0 addédnék, ami ellentmond az a <0 -nak.

Az egyenletrendszer egyetlen megoldasa tehat az

x=Ly=1
szampar.
Ellendrzés:
2+3+[1+1-2| =5, 5=5;
1+4+4=9, 5411-7=09.

Az adott szampar kielégiti mindkét egyenletet.

Osszesen:
3. Megoldas
El6szor atalakitjuk a megadott egyenleteket:
(1) (x+y=2)+(x+2y)+2+[x+y-2=5,

(2) (x+2y) =5(x+2y)+y-7.
Ezutan 1j ismeretleneket vezetiink be:
3) x+y-2=a,

4) x+2y=b.

-11 -

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
10 pont

2 pont

1 pont



Ezeket (1(-be és (2)-be beirva:
(5) a+b+la =3,

(6) b*=5b+y-17.

(6)-bdl y -t kikiliszobolhetjlik, ha (4) és (3) kiilonbségét vesszik,

y+2=b-a,
(7) y:b—a—2,

majd(7)-et (6)-ba beirjuk:

b* —6b+(a+9)=0.

Ez b—ben masodfoku egyenlet, ,,a” paraméterrel, igy

(8) b,=3+-a.

Innen megallapitjuk, hogy ,,a” nem lehet pozitiv, tehat

a<0

(8)-at (5)-be behelyettesitve

a+3i\/;+|a|=3.

De a <0 miatt |a|=-a, igy

+v—a=0.

Ennek az egyenletnek a megoldasa:

a=0

amibdl (8) alapjan:
b=3

(3)-ba és (4)-be visszahelyettesitve:
x+y=2,
x+2y=3.

Ennek pedig egyetlen megoldasa az

x=Ly=1

szampar.

-12-

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont



EllenOrzés:

2+3+[1+1-2| =5, 5=35;

1+4+4=9, 5411-7=09.

Az adott szampar kielégiti mindkét egyenletet. 1 pont
Osszesen: 10 pont

4. Adottak a k;k,;k, egymast paronként Kkiviilrol érintd korok. Az
érintési pontjaik legyenek: P=k nk,, O=k Nk, és R=k,nk,. A PQ
egyenes 4, korrel valo masik metszéspontja 4 és k,-mal C.
Az AR egyenes a k, kort B-ben is metszi.

Bizonyitsa be, hogy az 4BC haromszog derékszogu!

Megoldas: jeloléseink a 2. abran lathatok.

2. abra

Azt fogjuk bizonyitani, hogy az 4ABC hdromszdg C cstcsaban van derékszog.
Ehhez elég belatni, hogy PB a k, kor atmérdje, azaz P, O,, B pontok egy

egyenesre esnek. 1 pont

- 13-



Jeloljik az RAO,Z-et « -val!
Az RAO, haromszog egyenld szaru, ezért
ARO,/ = RAO,Z = a,
tovabba
BRO,Z= ARO,Z=a
mert csucsszogpar.
A BRO, haromszdg szintén egyenld szara, amibdl
RBO,/ = BRO,/,
igy
RBO,Z=a
Ebbdl az kovetkezik, hogy az 40, €és BO, szakaszok egyenesei az 4B

egyenessel egyenld szogeket zarnak be, ezért az 40, és BO, szakaszok
parhuzamosak.

Vezesslik be az RAQ~ = p jelolést, ekkor
0,40/ =a+ B,

¢s mivel az 400, haromszog egyenld szara, kovetkezik, hogy
0,04/ =0,40/=a+f.

A cstcsszogpar miatt
0,0P/=0,04/=a+ .

A QPO, haromsz0g ugyancsak egyenld szara, ebbdl az adodik, hogy

OPOL=00P/=a+f.
Tovabba
0,PC/ =0,PQ/

mert ez 1s csucsszogpar, tehat
O,PCL=a+f.

Eszerint az A0, és PO, szakaszok egyenesei az AC egyenesével egyarant

- 14 -

3 pont



a+ B szoget zarnak be, azaz az 40, és PO, szakaszok parhuzamosak. 4 pont

Mivel az 40, -vel, mind a BO, mind az O,P (= PO,) parhuzamos, ezért a
B; 0,; P pontok egy egyenesre illeszkednek. 1 pont

Azt kaptuk, hogy P O, B szakasz a k, kor atmérdje, tehat Thalesz tétele alapjan

PCBZ =90°_

Osszesen 1 pont
10 pont

5. Igazolja, hogy ha a >0, b >0 valés szamok és a = b, akkor:

1 1 4
a) —t—> ;
a b a+b

b) tovabba, hogy az
vt

1802 1803 2010 10
egyenlotlenség teljesiil!

Megoldas:

a) Induljunk ki a szdmtani és mértani kozép kozott fennalld egyenlétlenségbol:

1) a;b>x/a-b.
(1)-ben nem lehet egyenldség, mert a feltételek szerint a = 5. 1 pont

Mivel (1) mindkét oldala pozitiv, ezért
2
(a + bj sa-b,
2

(a+b) >4-a-b. 1 pont

lletve

Az a>0 és b>0, feltételek miatt a+b>0 és a-b>0, tehat az (a+5b)’ >4-a-b
egyenlStlenséget oszthatjuk az (a+b)-a-b kifejezéssel a relacidjel irdnyanak
megvaltozasa nélkiil. 1 pont

Ebbdl azt kapjuk, hogy
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a+b 4
> 5
ab a+b

innen pedig a bal oldal ekvivalens 4talakitasaval:

1 1 4
2 —+—> ,
@) a b a+b
ezzel a feladat elso allitasat bizonyitottuk. 1 pont
b) Az
1 1 1 1
+ +...+ > —
1802 1803 2010 10
egyenldtlenség bizonyitasdhoz eldszor vegyiik €szre, hogy a bal oldali 6sszeg
éppen 209 darab tort 6sszege, amelyek koziil a kdzépso tort ﬁ 1 pont
Rendezziik 4t az egyenldtlenség bal oldalat!
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
B)—t+t——+...+ =( + j+( + j+ +( + j+ :
1802 1803 2010 1802 2010 1803 2009 1905 1907 ) 1906
Az a) részbeli (2) eredmény alkalmazasaval:
1 1 4
+ >
1802 2010 ~ 3812,
1 1 4
+ >
1803 2009 3812,
stb.,
és 104 darab ilyen par van. 2 pont
fgy (3)-bol az kovetkezik, hogy
1 1 1 4 1
+ +...+ >104 ——+——,
1802 1803 2010 3812 1906 1 pont
1 1 1 209
4 - +ot > .
“) 1802 1803 2010 1906 1 pont
Nyilvanvald, hogy
209 209

> s
1906 2090
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igy a (4) Osszefiiggésbol
1 1 1 209 209 1

+ +...+ > > =
1802 1803 2010 1906 2090 10

b

azaz
1 1 1 1
+ ot >—,
1802 1803 2010 10
€s éppen ez volt a bizonyitand6 allitas. 1 pont
Osszesen: 10 pont
Megjegyzés:

Ha az a) esetben a versenyzd a bizonyitando6 allitasbdl kiindulva, ekvivalens
atalakitasokkal jut el (a—b5)’ >0-hoz, de nem hivatkozik az ekvivalenciara,
akkor erre a részre 3 helyett 2 pontot kapjon.
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