Oktatasi Hivatal

Az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
2010-2011. tanévi els6 forduldjanak feladatmegoldasai
matematikabdl, a II. kategéria szamara

1. Hatérozzuk meg az f(x) fiiggvény legkisebb és legnagyobb értékét, ha —4 <z <4
és
f(z) =16 — 2* — 6V16 — z2.

Megoldas: Legyen z = /16 — 22. —4 < x < 4, akkor és csak akkor, ha 0 < z < 4.
2 pont
A figgvény igy irhato fel:

16 — 2% —6V16 — 22 = 2> — 62 = (2 —3)* — 9 2 pont

Ez a z-ben mésodfoku fiiggvény a z = 3 esetén lesz minimalis, itt értéke -9. Mivel
z = 3 megfelel a 0 < z < 4 feltételnek, igy a fliggvény legkisebb értéke a -9, és ezt az
értéket az © = +/7 helyeken veszi fel. 1 pont

A (z — 3)? — 9 mésodfokt fiiggvény képe parabola, legnagyobb értékét a 0 < 2 < 4
intervallumon 2z = 0 esetén veszi fel, ekkor értéke 0. A fliggvény legnagyobb értéke tehat
a 0, amit az x = £4 helyeken kapunk. . 2 pont

Osszesen: 7 pont

2. Keressiikk meg mindazon pozitiv egész a és b szamokat, amelyekre az alabbi négy
allitas kozil harom igaz, egy pedig hamis:



i) a + 1 oszthat6 b-vel;
ii) a =2b+5;

iii) a + b oszthaté 3-mal;
iv) a + 7b primszam.

Megoldds: Nem lehet egyszerre igaz iii) és iv). Ugyanis ha a+b oszthaté 3-mal, akkor
a+7b = a -+ b+ 60 is oszthatd 3-mal. Igy a + 7b csak akkor lehetne prim, ha 3 lenne, de

a és b pozitiv egészek, a 4+ 7b > 3. 2 pont
Ezek szerint 1) és ii) mindkettd igaz. a +1 =2b+ 54 1 = 2b+ 6 oszthatd b-vel, ezért
6 oszthato b-vel. Ezek szerint b értéke 1, 2, 3 vagy 6 lehet. 2 pont
a+b=2b+5+b=23b+5, ez nem oszthaté 3-mal, tehdt iii) lesz a hamis. Most mar
csak arra kell figyelni, hogy iv) igaz legyen. 1 pont

Ha b = 1, akkor ii) szerint a = 7, a + 7b = 14 miatt iv) hamis, ez nem j6 megoldas.

Ha b = 2, akkor ii) szerint a = 9, a + 7b = 23 miatt iv) igaz, ez j6 megoldas.

Ha b = 3, akkor ii) szerint a = 11, a 4+ 7b = 32 miatt iv) hamis, ez nem jé megoldas.

Ha b = 6, akkor ii) szerint a = 17, a + 7b = 59 miatt iv) igaz, ez j6 megoldés.

A megfelel$ (a;b) megolddsparok tehat: (9;2) és (17;6). 2 pont
Osszesen: 7 pont

3. Oldjuk meg a természetes szamok korében:

3230—1 — xQ—Qac _5.

Megoldas: Hasznaljuk ki, hogy 32271 > 0. 1 pont
Ezek szerint 2972 — 5 > 0, azaz

7% > 5 2 pont

Ebbdl kovetkezik, hogy x > 1 és igy 9 — 22 > 0. Ebbol
T < 5 2 pont

Azt kaptuk, hogy 1 < z < %, azaz x értéke 2, 3, vagy 4 lehet. Behelyettesitve kidertil,
csak az r = 2 megfelel6. Az egyenlet egyetlen megolddsa a természetes szamok korében
a 2.

2 pont
Osszesen: 7 pont

4. Adott a sikon egy O pont és a beldle indulé két félegyenes, melyek hegyesszoget
zarnak be. A sik egy P pontjanak a félegyenesekre esé mercdleges vetiiletei a félegyenesek
belsejébe es6 Py és P, pontok. Hatdrozzuk meg azon P pontok halmazét (mértani helyét),
amelyekre P P, szakasz hossza allando.

Megoldas: Eloszor azt vizsgaljuk, hol lehet a P pont. Az dbra jeloléseit hasznaljuk,
jelolje az adott szakasz hosszat h. Az OP szakasz Thalesz korén rajta van Py és P, ezek
szerint ez a négy pont egy koron van. Ha P a szarak egyikén van, akkor vetiilete onmaga.
Ilyenkor harom pontunk van OP Thalesz korén. 1 pont



A kor atmérdje OP. 1 pont

A P, P, ivhez tartozé kertileti szog PLOP,/ = « rogzitett. 1 pont
Az atméro, a keriileti szog és a hur hossza kozott fennall
opP — PPy
sin o
, P, P. h
Igy P az O kozéppontu 12— sugard koéron van. 1 pont

sina sina

E korvonalnak csak azon pontjai felelnek meg, amelyek meroleges vetiiletei a félegyene-
sek belsé pontjai. Allitsunk merolegest O-ban az egyik adott félegyenesre, ez két részre
osztja a sfkot. P csak annak a félsiknak belsejében lehet, amely tartalmazza a félegyenest.
Ugyanez igaz a masikra is. Igy a megfelelo P pontok csak az abran lathaté AB iven
lehetnek, az iv A, B végpontjai nélkiil. 1 pont
Azt is meg kell gondolnunk, hogy ennek az ivnek minden pontja — kivéve a végpontok —
hozzatartozik a mértani helyhez. Mivel az iv minden bels6 P pontjanak a félegyenesekre
esO vetiilete a félegyenesek belsé pontja, ezért létrejon az OP Py P, hurnégyszog, vagy
pl P = P, esetben egy OP atfogdju derékszogli haromszog. Akar hurnégyszog, akar

derékszogli haromszog, a koréirt korének OP atmérdje, igy PP, = OP -sina = h.
2 pont
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Osszesen: 7 pont

5. Egy urndban 3 piros, 4 fehér és 5 zold golyd van. Visszatevés nélkiil kivessziik
egyesével mindet. Mennyi a valdszinlisége, hogy legalabb két fehéret huzunk egymas
utan?



Megoldas: Legyenek az elemi események a kiillonboz6 sorrendek. Ezek egyenranguak,
ezért a klasszikus modell alapjan a valdszintiséget a jo esetek szamanak és az Osszes eset
szaméanak hényadosa adja. Az Osszes eset, azaz a lehetséges huzdsok szama (ismétléses
permutécio):

12!
3l-4!. 5!

Szamoljuk meg, hany esetben nem lesz egymés mellett két fehér. Csak a pirosakat és

a zoldeket tekintve ezek sorrendjeinek szama:

8!
3! 5!

2 pont

1 pont

Fehér golyo hizas lehet elottiik, valamely ketto kozott, vagy utanuk. Abrénkon a korok
jelzik a nem fehér golydkat, a pontok jelzik azokat a helyeket, ahova egyesével keriilhet a
négy fehér.

° O ° O ° O ° O ° O ° O ° O ° O °

A 8 darab nem fehér goly6 igy meghataroz 9 helyet, ezek koziil kell kivalasztani négyet,
ahova a fehérek keriilnek. Ezek szama (Z). 1 pont

A nem fehér golydk tetszoleges elrendezése esetén mindig (Z) modon helyezhetok el a
fehérek, ezért azon esetek szama, amikor nincs egymas mellett két fehér

8 . ) 1 pont
3.5 \4 p

A komplementer esemény segitségével szamolva a keresett valoszintiség:

12! 8l (9
3LALB 3151 (4) 41 5
o1 = —. pont
—— 55
31415]

Ha a versenyz6 tizedestort alakban adja meg a megoldast és kerekit, akkor példaul a 0.745
vagy a 74.5% alakban adott vélasz is elfogadhaté. .
Osszesen: 7 pont.



