Oktatasi Hivatal

Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny 2010/2011
Matematika I. kategoria (SZAKKOZEPISKOLA)

Az 1. fordul6 feladatainak megoldasa

1. Az x valos szamra teljesiil, hogy
16sin2x + 16coszx — 10'

Hatarozza meg sin x értékét!

Megoldas:

A sin’ x +cos’ x =1 trigonometrikus azonossag miatt cos’ x = 1—sin’ x, ezért
felirhatjuk az eredetivel ekvivalens

(1) 16Sin2x+161—sin2x :10
egyenletet. 1 pont

A hatvanyozas azonossaganak alkalmazésaval az (1) egyenletbdl azt kapjuk, hogy

16

(2) 165" 4 ——
165111 X

=10. 1 pont

Vezessiik be a 167" =y jelolést (y#0)! Ekkor a (2) egyenletbdl elszor az

v+ 16 =10,
y
majd ekvivalens atalakitasokkal az
3) y> =10y +16=0
2 pont

kovetkezik.
A (3) egyenlet gyokei

yy=2¢sy,=8. 1 pont
Az y, =2 esetben

16sin2 x _ 2 ,
azaz

24-sin2 X _ 21

innen az exponencialis fliggvény kdlcsondsen egyértelmii tulajdonsaga miatt elébb

4.sin* x =1,
majd


vargal


1
4 sin x=—
4) 2

adodik.
A (4) egyenletbdl
. 1 . 1
sinx =—, vagy sinx =——
) 2 2 2 pont
kovetkezik.
Az y, =8 esetben pedig
16sir12 X o_ 8 ,
és ezért
24~sin2x — 23
innen ismét az exponencidlis fliggvény kolcsondsen egyértelmili tulajdonsagéra
hivatkozva kapjuk, hogy
4.sin’ x =3,
illetve
3
5 sin® x ==,
) 4
Az (5) egyenletbdl
sin x _33 vagy sinx = —ﬁ
- ) s gy - 2 : 2 pont
. r, . 3 . . :
A sinx = iE és sinx = i? valdoban megoldésai a feladatnak, mert —1<sinx < +1
teljesiil, és igy vannak olyan x valds szamok (végtelen sok), melyekre sinx = i%,
illetve sinx = iT. 1 pont

Osszesen: 10 pont



2. A valés szamok halmazan egy uj miiveletet definialunk. Barmely
a; b valos szamparra legyen

aAb=2a+3b.
Milyen feltételeknek kell teljesiilnie az a;5;c valos szamharmas tagjaira,

ha fennall, hogy
aA(bAc)=(aAb)AC?
Megoldas:

Tekintsiik eldszor a baloldalt! Mivel az ) miivelet definicidja szerint barmely
a; b valos szdmparra a Ab = 2a +3b, ezért egyrészt

(1) bAc=2b+3c,
masrészt
(2) aA(bAc)=2a+3-(bAc). 1 pont

(1)-et (2)-be helyettesitve
aA(bAc)=2a+3-(2b+3c),
ahonnan a muveletek elvégzése utan

3) aA(bAc):2a+6b+9c. 2 pont
A jobboldalon hasonléképpen kapjuk, hogy

4) alAb=2a+3b
valamint

(5) (@aAb)Ac=2-(aAb)+3c 1 pont
(4)-et az (5)-be helyettesitve, és a miiveleteket elvégezve:

(6) (@ Ab)Ac=4a+6b+3c. 2 pont

Azokat a feltételeket keressiik, amelyek mellett fennall, hogy
aA(bAc)=(aAb)Ac,

igy (3) és (6) alapjan
(7) 2a+6b+9c =4a+6b+3c
kell, hogy teljesiiljon, ezért (7) megoldasait keressiik. 1 pont

A (7) egyenletbdl rendezés utan azt kapjuk, hogy

(8) a=3c. 1 pont
(8) szerint ahhoz, hogy 1j miiveletiinkre teljesiiljon az

aA(bAc)=(aAb)Ac,
(vagyis, hogy ez a miivelet asszociativ legyen) kell, hogy ,,a” €s ,,c” kozt fennalljon az
a=3c
Osszefiiggés, és ,,b” értéke tetszdleges lehet (a,b,c € R). 2 pont
Osszesen: 10 pont



3. Egy derékszogu haromszog oldalhosszainak 6sszege 84, az oldalak
hosszanak négyzetosszege 2738 .

Hatarozza meg a beirt kor sugaranak hosszat!
Megoldas:

Jelolje a és b a derékszogi hdromszdg befogoinak, ¢ pedig az atfogdjanak a
hosszat.

A feladat egyik feltétele:
(1) a+b+c=84

azaz a haromszog K -val jelolt keriilete:

K =84
A masik feltétel:
(2) a’+b*+c* =2738 1 pont
Derékszogli haromszdgiinkre a Pitagorasz-tétel szerint
(3) a’+b*=c’ ,
ezt (2)-be helyettesitve
2¢* =2738,
vagyis
¢’ =1369
amibdl
c=37 ,
(Példdul a négyzetgyoktablizatbol kiolvashato). 2 pont
(1)-be helyettesitve c értékét, kapjuk, hogy
(4) a+b=47 1 pont
(4) mindkét oldalanak négyzetre emelésével:
(5) a’+2ab+b* =2209 1 pont
(3)-at (5)-be helyettesitve, valamint ¢* = 1369 -et figyelembevéve
(6) 2-a-b=2840
adodik.
Jeloléseinknek megfelelden a derékszogli haromszog teriilete 7 = aT-b , ezért (6)
szerint
T =210 tertiletegység. 2 pont



Ismeretes, hogy T =r-s, ahol ,,T” a haromszog tertilete, ,,r”” a beirt kor sugara,

,»S~ pedig a keriiletének a fele.

1 pont
A K =84 és T =210 értekekbdl kiszamitva kapjuk, hogy
r=>5,
tehat a derékszogli haromszog beirt korének sugara 5 egység hosszusagﬁu. 2 pont
Osszesen: 10 pont



4. Mely pozitiv p primszamokra teljesiil, hogy

360 osztéja a p* —5p° +4

kifejezésnek?
Megoldas:
El8szor szorzattd alakitjuk a p* —5p° +4 kifejezést.
Eszerint:
() p=sp+a=(p*-1)-(p* - 4).

(1) jobb oldaldnak mindkét tényezdje tovabb bonthato. (1)-bol, a szorzdtényezdok
sorrendjének atrendezésével:

) p'=5p7+4=(p-2)-(p-1)-(p+1)-(p+2).

Mivel 360=5-8-9, és az 5;8;9 szamok paronként relativ primek, azaz (5;8): 1,
¢s(59)=1 és (89)=1, ezért a p*—5p® +4 kifejezés pontosan akkor oszthat6
360 -nal, ha oszthat6 az 5;8;9 szamok mindegyikével.

a) Vizsgaljuk meg az 5-nél nem nagyobb p primszamok esetén a kifejezést!
Ha p=2, akkor (2) szerint p*—5p>+4=0, vagyis p*—5p°+4 oszthatd
360 -nal.
Ha p =3, akkor p* —5p° +4=1-2-4-5=40, nem oszthaté 360 -nal.
Ha p=5, akkor p*—-5p”>+4=3-4.6-7, ami nem oszthato 5-tel, tehat 360 -nal
sem oszthato.

b) A p > S5esetben p paratlan, ezért p—1 és p+1 két egymast kovetd paros szam,
amelyek koziil az egyik biztosan oszthatd 2-vel, a masik 4 -gyel, igy a
(p—2)-(p—1)-(p+1)-(p +2) szorzat oszthato 8-cal.

Ha p >5, akkor p nem oszthaté 3-mal, igy felirhatd p=3n+1 alakban (ne N).
gy a (p - 2)- (p - 1)- (p + 1)- (p + 2) szorzat valamelyik két tényezdje biztosan
oszthatd 3-mal, ezért a szorzat oszthaté 9-cel. (Példdul a p=3n—-1 esetén
p—2 ¢és p+l)

Ha p > 5, akkor p nem oszthato 5-tel, ezért p =5k +1 vagy p =5k +2 alakban is
felirhato, ahol £ pozitiv egész szam.

Ebbo6l kovetkezik, hogy a ( p- 2)- ( p- 1)- ( p+ 1) . ( p+ 2) szorzat valamelyik
tényezdje biztosan oszthatd 5-tel. (példaul p =5k —1 eseténa p+1)

Azt kaptuk tehat, hogy ha p >S5, akkor p*—5p°+4 oszthaté 5-tel, 8-cal és
9-cel is, vagyis oszthatd 360 -nal.

c) Eszerinta 3 és 5 primszamok kivételével minden p primre teljesiil, hogy

p* =5p® +4 oszthaté 360 -nal.
Osszesen:

2 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
10 pont



5. Hatarozza meg az o« szamjegyet ugy, hogy a tizes szamrendszerbeli

_ r r 14 14 r '
N = 9190?;17.%088;;09 alaku szam egy egész szam négyzete legyen!

Megoldas:

Mivel,
999..9=10"" -1

%/_J
100darab
ezért N atirhato az

N=(10" ~1)-10" +a-10" +9

2 pont
alakba, ahonnan
1) N =10"" -(10-a)-10"" +9
»d~ szamjegy, ezért
0<a<9,
majd
1£10-a<10
. 101
Ezt végigszorozva — 10 nel
~10" < ~(10-a)-10"" <-10""
amibdl
-10"” +9<—(10-4)-10" +9<-10"" +9
Tovabbalakitva
10 =10 +9<10** —(10-a)-10"" +9 <10 =10 +9_
Ezt (1)-gyel 6sszevetve kapjuk, hogy
N < 10202’ 2 pont
2
) N <(to™)

Masrészt
10%2 -20-10"" +100 <10** - (10— a)-10"" +9

egyenlétlenség minden, az 0 <@ <9 egyenlétlenségnek eleget tevé ,.a” szamjegyre

teljesiil, hiszen ekvivalens 1épésekkel kovetkezik a

91<(10+a)-10"
egyenlOtlenségbdl, ami nyilvanvaloan igaz.

Tehat

202 101
107 -20-107 +100 < N, 2 pont



2
3) (10° —10f <N
A (2) és (3) egyenl6tlenségek szerint IV két négyzetszam kozé esik, mégpedig

@ (10" —10f < N < (10" )

kozé.
De N maga is négyzetszam, igy

JN =10 —k, ahol 1<k <10.

Mivel N 9-re végzdodik, ezért VN csak 7-re, vagy 3-ra végzOdhet, azaz ,k” csak 7
vagy 3 lehet, azaz

_ (1o _ 7Y _ (10101 _2}

(5) N= (10 7) , vagy N (10 3) 2 pont
jOhet szdba.
Osszevetve (1)-et és (5)-6t, kdvetkezik, hogy

10-a=2-7=14 vagy 10—a=2-3=6
Az elsébél kapott @ = —4 ellentmond annak, hogy ¢ szamjegy, a masodikbol azt 1 pont
kapjuk, hogy ¢ = 4 ez megfelel minden feltételnek.
Eszerint 4 =4 az egyetlen szamjegy, amely mellett az NV négyzetszam, mégpedig
N = (10" =3)" =999...94000...09.
—
100 db 100 db
Osszesen: 1 pont
10 pont

Megjegyzés:

k = 7 -et Gigy is kizarhatjuk, hogy 7° =49 esetén a 10-es helyiértéken ellentmondast
kapunk, hiszen 0 volt és nem lehet 4.



6. Igazolja, hogy ha valamely haromszog teriilete % terilletegység, akkor

keriilete 3 hosszusagegységnél nagyobb!

1. Megoldas:
Legyenek a haromszog a; b; ¢ hosszusagu oldalaihoz tartozo magassagok rendre
m,;m,;m,.

. b- :
a-m, oM, _Cm. :l, amelybdl
2 2 2

Ekkor a haromszog teriilete 7 =

(1) a-m,=b-m,=c-m, =1.
Alkalmazzuk az a;m,, b;m, és c;m, pozitiv szamokbol all6 szamparokra a

szamtani €s mértani kozép kozotti egyenldtlenséget, €s vegyiik figyelembe (1)-et

a+m,
>

>.\Ja-m,,
2
2) a+m, =22,
b+2mb S ’—b-mb ’
3) bem, 22,
c+m,
c-m,_,
2
4) c+m, >2.

A (2)-(3)-(4) megtelel6 oldalait 6sszeadva, azt kapjuk, hogy

%) (a+b+c)+(m, +m,+m,)>6.

A kovetkezd abrakon a haromszogeket az egyes oldalakhoz tartoz6 magassagokkal

abrazoltuk hegyes, tompa ¢s derékszogli haromszog esetén.

2 pont

2 pont

1 pont


vargal

vargal


vargal


vargal

vargal

vargal
         1. ábra                                                   2. ábra


3. 4bra

Mivel a derékszogli haromszog atfogdja hosszabb, mint barmelyik befogd, ezért az

abrakrol leolvashatjuk, hogy mindharom esetben teljesiilnek az

(6) a>m,,
(7) b>m_,
(8) c>m,

egyenldtlenségek, amelyekben egyszerre nem allhat fenn az egyenldség esete.

Osszeadva (6), (7) és (8) megfeleld oldalait

at+b+c>m, +m, +m,,
ebbdl pedig (5) alapjan azt kapjuk, hogy

2-(a+b+c)>6,
azaz

a+b+c>3,

¢s éppen ezt kellett bizonyitani.

Osszesen:

2. megoldas:

Legyenek a haromszog oldalai a; b; ¢ hosszusaguak, ekkor a hdromszog félkeriilete

at+b+c
S=—

T=ys(s—a)(s—b)(s—c).

A feladat adataval:

(1) Vs =a)-G-8)-G-c) =7

Az (1) 6sszefiiggés ekvivalens atalakitasaval kapjuk, hogy

-10 -

, ezzel a jeloléssel felirhatd a haromszog tertilete a Héron-képlettel, azaz

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont
10 pont

1 pont



1 1 pont
(s—a)-(s—b)-(s—c)'

A pozitiv s —a; s — b; s — ¢ szamokra felirjuk a szdmtani és mértani k6zép kozotti
(s—a)+(s=b)+(s—c) s

) 4s =

egyenldtlenséget, eszerint 3\/ (s—a)-(s—b)-(s—c)<

2

3 3
ebbdl kobreemeléssel és rendezéssel adodik, hogy
S3
3) (s—a)-(s—b)-(s—c)£2—7. 2 pont
(2) és (3) egyiittesen azt jelentik, hogy
3) 4s > %,
S
27
ebbdl pedig
27
4 §=4—,
“4) M
majd
81-4 3%.2°
16:3 \3.2¢°
S > 34 i .
2\V3 2 pont

Mivel K = 2s, a hdromszog keriiletére a kovetkezd egyenldtlenséget kapjuk:

4
®)) K23-‘§/;. 2 pont

Az f (x) =4/x figgvény tulajdonsaga, hogy minden x >1 valos szdmra Ux >1,

ezért
‘{/E >1 1
3 > pont
igy (5)-bdl
K>3
kovetkezik, ez pedig éppen a bizonyitandé allitas. 1 pont

Osszesen: 10 pont

-11 -





