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Javitasi—értékelési utmutatd

1. Legyen n pozitiv egész szam és jelolje n!! az n-nél nem nagyobb, vele azonos paritasi
pozitiv egész szamok szorzatat. Igazoljuk, hogy 2016!! — 2015!! oszthato 2017-tel.

Megoldas:
2016! — 20151 =2-4-...-2016 —1-3-.... - 2015
2:4-...-2016 —1-3-....-2015 = (2017 — 2015)(2017 — 2013)...(2017— 1) — 1-3-.... - 2015

Ha felbontjuk a zardjeleket a (2017—2015)(2017—2013)...(2017—1) kiszamolasanal, akkor
szinte minden tagban szerepel a 2017, mint szorzotényezd, igy ezek a 2017-es oszthatosagot
nem befolyasoljak, jelolje ezen tagok értékét 2017N. 4 pont

Az egyetlen tag, amelyben nem szerepel a 2017 pedig a (—2015)(—2013)...(—1), amely-
ben paros sok tényezd van ezért (—2015)(—2013)...(—1) = 2015!!. Igy

2016!!1 — 2015!! = 2017N
és ezzel az allitast igazoltuk. 3 pont

Osszesen 7 pont

2. Mekkora lehet az x és y egész szamok szorzata, ha
(6z)5 +4y =508, és (6y)s — (2x); = 64,
ahol az m és k egész szamokra (m)y értéke k-nak az m-hez legkdzelebbi tobbese.

Megoldas: Az els6 egyenletben (6x)5 5-nek tobbese, ezért 4y és 508 5-0s maradéka
azonos, éppen 3. Végignézve y 5-6s maradékai szerint 4y 5-0s maradékat azt kapjuk, hogy

y csak 2 maradékot adhat. 1 pont
Legyen y = b5k + 2. Ekkor a masodik egyenletben szereplé 6y = 30k + 12 és igy
(6y)s = 30k + 10 = 6y — 2. 1 pont
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Most y kikiiszobdlése érdekében az els6 egyenletet szorozzuk 3-mal a masodikat 2-vel:
3-(6x)5 + 12y = 1524, és 2((6y)s — (22)7) = 12y —4 — 2+ (22); = 128.

Az els6 egyenlet bal illetve jobb oldalabol kivonva a masodik egyenlet megfelels oldalét
kapjuk:
3-(62)5 +2-(22)7 = 1392 2 pont

A feladatban szereplS (m)y jelolés paratlan k szdmok esetén egyértelmi. Legyen k =
2K + 1, ekkor a definiciobol adodoan m — K < (m), < m + K. Igy

3.(6x—2)+2- (20 —3)<1392<3-(6z+2)+2 (22 +3)

222 — 12 <1392 < 227 + 12

U és 1380 < 1 ezeknek pedig egyetlen kzds egész

A kapott egyenlGtlenséghdl = < Sy <

megoldasa van, az v = 63. 2 pont
Ezt behelyettesitve a feladatban szerepl§ els6 egyenletbe kapjuk, hogy y = 32. El-

lenérizve, az egyetlen lehetséges megoldaspér az x = 63 és y = 32 és ezek valoban kielégitik

mindkét egyenletet, szorzatuk pedig xy = 2016.

1 pont

Osszesen 7 pont

3. Az ABC szabalyos haromszoget behajtjuk tgy, hogy az A csics a BC' oldal B-
hez kozelebbi H harmadolé pontjaba essen. A hajtasi vonalnak az AB illetve az AC
oldalakkal vett metszéspontja legyen M illetve N. Hatarozzuk meg a BH M haromszog
és a C'N H haromszog teriiletének aranyat.

Megoldas: Legyen az ABC haromszog oldala 1 egység hosszi. Legyen AM = z,
ekkor BM = 1 — x. A papir Osszehajtasa azt jelenti, hogy az M N egyenesre A és H
egymas tiikorképei és igy AM = HM. 1 pont
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Felirjuk a BHM haromszogre a koszinusz tételt:

7? = (1—:(;)24—%—2(1—91:)-

Ebbdl x = 1—75 2 pont
Mivel BACZ = MHNZ = 60°, ezért a BHM haromszég hasonlo a CNH héarom-
szoghoz. Mindkettében B-nél és C-nél 60°—os szog van és BMH/ = CHNZ, tovabba
BHM/ =CNH/. 2 pont
Ebbdl adodik a két haromszog teriiletének aranya, hiszen az a hasonlosag aranyanak

négyzete, azaz
T (BM\®  (£\° 16
Teng \CH) ~\2) 25

Wl
N | —

2 pont
Osszesen 7 pont

Megjegyzés: A feladat tobb tton is megoldhatdé. Megadunk egy pontozasi atmutatot

a fentinél kevésbé oOtletes gondolatmenet esetén is. A szamolasaink kényelme érdekében

most B H-t valasztjuk egységnyinek, igy ABC oldalai 3 egység hossziak. Legyen tovabba

az AH szakasz felezpontja F'. Felirjuk a koszinusz tételt az ABH haromszog AH oldaléra:
1

AH2:BH2+BA2—QBH-BACOS6O°:1+9—2-3-§:7 1 pont

Ugyanebben a haromszogben koszinusz tétellel meghatarozzuk cos BAH Z értékét:

AB* 4+ AH? — BH? 9+7—-1 5

cos BAH/Z = = = 1 pont
2AB - AH 2-3-V7T 27 v
Meghatarozzuk AM értékét, ﬁ—ﬁ = cos BAH / azaz
AH 7
AM:TZCOSBAHZZE. 1 pont
A BHM haromszog teriiletét kiszamolhatjuk
BM - BH -sin60° 23
TBHM = = . 1 pOIlt
2 5
Hasonlé gondolatmenettel cos CAH Z = %ﬁ, AN = ;Z és igy
5V'3
TCNH = T\/_ 1 pOHt
A feladatban kittizott kérdésre a valasz
Teum 16
=, 2 t
Tenag 25 pot
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4. Hatarozzuk meg azokat a pozitiv p primszamokat, amelyekre az alabbi tort értéke
négyzetszam:
-l 1

p

Megoldas: Kiprobalva a 2, 3, 5 primeket, a vizsgalt tort értéke %, 1 és 3. Ezek koziil
csak az 1 négyzetszam, tehat a p = 3 megoldas. 1 pont

A tovabbiakban legyen p > 3 és tegyiik fel, hogy a tort értéke n?. Ekkor 2°71 —1 = pn?.
Mivel p > 3, igy p paratlan és a bal oldal szorzatta alakithato:

(2% _ 1) (2”%1 + 1) —"
1 pont

Mivel p > 3 és paratlan, ezért a bal oldalon all6 szorzat mindkét tényezGje paratlan,
kiilonbségiik pedig 2. Ebbél kovetkezik, hogy relativ primek. Mivel szorzatuk pn?, ezért
létezik két pozitiv egész a és b, amelyekre (a;b) = 1, ab = n és az el6bb emlitett szorzat
egyik tényezdje a?, a masik pedig pb>. 1 pont

Mivel p > 3, ezért 9% — 1 4-es maradéka 3, négyzetszam 4-es maradéka viszont csak
0, vagy 1 lehet. Igy mar csak egy szereposztas maradt:

2%—1:17172 és 2%+1:a2. 1 pont

Ha p 4-es maradéka 1, akkor ;%1 paros szam és igy a® = 2 + 1 3-as maradéka 2. Mivel
négyzetszam 3-as maradéka nem lehet 2, ezért p 4-es maradéka sem lehet 1. 1 pont

A tovabbiakban legyen p = 4k + 3. Ezt beirjuk a korabban kapott 2" 4+ 1 = o
Osszefiiggésbe:

22k+1+1:a2 N 22k+1:a2_1:(a+1)(a_1)'

Mivel (a+1)(a—1) 2 hatvanya, ezért a+1 és a—1 is 2 hatvanya. Mivel (a+1)—(a—1) = 2 és

a 2 hatvanyai kozott csak egyetlen esetben lesz a kiilonbség 2, ezért egyetlen szoba johetG

megoldas maradt, ha a +1 =4 ésa—1=2. Ebb6l 22" = (a+1)(a—1) =8, k=1 és

p=4k+3="17. 2 pont
A feladat feltételeinek két primszam felel meg, a 3 és a 7.

Osszesen 7 pont
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