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MATEMATIKA II. KATEGORIA

Javitasi—értékelési titmutatd

1. Jelolje a pozitiv egész k utolso jegyét u(k), példaul u(2016) = 6. Egy szamsorozat
tagjainak képzési szabdlya a kovetkezd: a pozitiv egész ag adott, tovabba n > 0 esetén

ap = ap_1 +u(a,_1) — 1.
Milyen ag szdmok esetén tartalmaz a sorozat végtelen sok 3-hatvanyt?

Megoldas: Ha u(ag)=1, akkor a sorozat konstans, tehat a sorozat csak akkor tar-
talmazhat 3-hatvanyt, ha maga a¢ egyre végz6dd 3 hatvany, pl. 81. Ekkor a sorozatnak
minden eleme 3-hatvany lesz, de a 3-hatvanyok koziil csak egy fajta szerepel a sorozatban.

1 pont

A sorozat képzési szabalyat tekintve a; és u(a;) azonos paritast, ezért i > 0 ese-

tén a; paratlan. Ha wu(a;)=3, akkor a sorozat kiovetkezG elemei és azok utolso jegye:

CLZ'_H:CLZ'—{—Q ai+2:ai—|—6 ai+3:ai+14 ai+4:ai+20 a,,-+5:ai~|—22

u(aiﬂ) =5 U(CLH_Q) =9 u(ai+3) =7 U(CLZ'+4) =3 u(ai+5) =5

A tablazatbol kideriil, hogy a végz&dések periodikusan ismétlGdnek és a peridodus
hossza négy (3, 5,9, 7, 3,5, 9, 7, ...), tovabba ha a; paratlan, akkor a;+4 = a; + 20. Ese-
tiinkben, azaz ha u(a;)=3, akkor a sorozatban szerepld tovabbi szamok éppen az a; + 20k,
a; + 2 + 20k, a; + 6 + 20k, a; + 14 + 20k alaka szamok (k =0, 1,2, ...). 2 pont

A 3-hatvanyok 20-as maradékai négyes periédusban rendre 1, 3,9, 7, 1, 3, 9, ... Ebbdl
az kovetkezik, hogy az {a;} sorozatban pontosan akkor lesz végtelen sok 3-hatvany, ha
tagjai kozott szerepel egy olyan szdm, amelynek 20-as maradéka 1, 3, 7 vagy 9. 1 pont

Jelolje ag 20-as maradékat m, végignézziik a lehetGségeket:

Ha m =1, m = 6, m = 11 vagy m = 16, akkor a sorozat minden tagja egyenld lesz
a-gyel.

Ha m = 0, akkor ay = 20k + 7 alakd, igy az asi4, tagok kozott lesz az Osszes ag-
nal nagyobb 7-re végz&d6 3-hatviny. A tovabbi m értékeknél ennek mintdjara megadjuk
a sorozatnak egy olyan tagjat, amelynek 20-as maradéka a 3, 7, 9 valamelyike és ez
mar garantalni fogja, hogy végtelen sok 3-hatvanyt tartalmazzon a sorozat. Az alabbi
tablazatban mindig az m érték ala irtuk a sorozat egy megfelel6 maradéka tagjat.
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a1 =20k +3 | a1 =20k+3 | a1 =20k+7 | a;, =20k+9 | as =20k + 7

m =28 m=29 m = 10 m =12 m =13

a3 =20k+7|ay,=20k+9 | a1 =20k+9 | ay =20k +7 | a3 =20k + 7

m =14 m =15 m =17 m = 18 m =19

as =20k+3 | as =20k+7 | a3 =20k+3 | axa=20k+9 | a; =20k + 7

Azt kaptuk, hogy amennyiben ag 1-re, vagy 6-ra végzédik, akkor a sorozat nem tar-
talmazhat végtelen sok kiilonb6z6 3-hatvanyt. Amennyiben ay éppen egy 1l-re végz6ds
3-hatvany, vagy egy ilyennél éppen 5-tel kisebb szam, akkor a sorozat minden a; (i > 1)
tagja ez a 3-hatvany. Ha pedig a¢ végz6dése nem 1, vagy 6, akkor a sorozat biztosan
tartalmaz végtelen sok 3-hatvanyt. 3 pont

Osszesen 7 pont

2. A négyzetracson adott az ABCD konvex racsnégyszog ugy, hogy mind a négy
csucsa, mind pedig atloinak M metszéspontja racspont (azaz olyan pont, melynek mindkét
koordinataja egész). Jelolje t az ABC'D négyszog, t1 pedig az ABM haromszog teriiletét.
Igazoljuk az aldbbi egyenlGtlenséget és allapitsuk meg, mikor lehet egyenlség:

\/EZ\/E—I—\/TE.

Megoldas: Jelolje a BMC', CM D és DM A haromszogek teriiletét rendre to, t3 és ty.
At és ty hdromszogek B cstucsdhoz tartozd magassiga azonos, igy teriiletiik ardnya

ty  AM
t,  MC
Hasonl6an adodik, hogy
t3  MC
t, AM
e kett6t Osszevetve t1t3 = tota. 1 pont

OKTYV 2015/2016 2 donté



Ezt és a szamtani mértani kdzepek kozotti egyenltlenséget felhasznalva kapjuk, hogy
t= tl +t2 —|—t3 —I—t4 Z tl —|—t3 +2\/t2t4 = tl —|—t3 —|—2\/t1t3. 2 pOIlt

Mivel CM D egy racsharomszog, ezért teriilete legalabb %, igy az imént kapott becslést
folytatva

1 [t 1)?
t>1t t 2/ t1ts >t —+ 2/ == t — .
> 11+ 1t3 + V13_1+2+ 7 <V1+\/§)

Az egyenl6tlenség mindkét oldala pozitiv, igy gyokot vonhatunk és megkapjuk a bizonyi-
tando egyenlGtlenséget.
2 pont

Egyenl6ség akkor lehet, ha a szamtani és mértani kdzepek kozotti becslésnél is egyenlség
volt, azaz ty = t4. Ez azt jelenti, hogy t4+t; =ty +11, azaz a BAD és BAC haromszogek
teriilet ugyanakkora. Mivel AB kozos alapjuk, igy a C' és D-hez tartozd magassaguk
ugyanakkora, igy a négyszog trapéz. A becslés soran felhasznaltuk, hogy t3 > %, itt
is egyenl@ségnek kell allnia. Azt kaptuk, hogy egyenlség esetén ABCD olyan trapéz,
melynek parhuzamos oldalai AB és C'D tovabba a C'M D haromszog teriilete %

2 pont

Osszesen 7 pont

3. Egy tarsasag n tagbol all, koziilik néhényan ismerik egymaést, az ismeretség kol-
csonos. Barmely két, egymést nem ismerd embernek pontosan két kozos ismerGse van.
Amennyiben két ember ismeri egymast, nekik nincs koz0s ismerdsiik. Igazoljuk, hogy a
tarsasag minden tagjanak ugyanannyi ismerdse van.

Megoldas: Legyen a tarsasag egy tetszGlegesen valasztott tagja 1T', az ¢ ismerdsei
A1, Ag, ..., Ay, akiket pedig nem ismer Bj, B, ..., Bi. A feladat feltételei szerint i # j
esetén A; és A; nem ismerhetik egymast, hiszen T kozos ismerésiik. Viszont T-n kiviil
minden ilyen A;, A; parnak van tovabbi kozos ismerdse, és az csak B; lehet, valamely s-re.
Tekintve Bs-t és T-t, nekik pontosan két kozos ismerdsiik van, az imént emlitett A;, A;.
Tehat a kiilonboz6 A;, A; parokhoz, a B-vel jeloltek koziil is kiilonboz6 tartozik, ebbél

pedig kovetkezik, hogy
m
<2) < k. 2 pont

OKTYV 2015/2016 3 donté




Masrészt minden i-re a T, B; parnak van két kozos ismerGse az A-val jeloltek koziil és
i # j esetén a T, B; és T, B; parhoz tartozo A-beli parok is sziikségképpen kiilénbozéek.
Ebbél viszont az kovetkezik, hogy
m
k< (2 ) 2 pont

Azt kaptuk, hogy k = (m) A tarsasag tagjai T, az A-val és a B-vel jelolt tagok, ezek

2
szama egyiitt
m
14+m+ (2> =n

ahol m és n pozitiv egészek. 1 pont

Ha n =1, az allitds semmitmondo, n = 2-re a két embernek ismerni kell egymést, igy
mindenkinek 1 ismerdse van. Ha n > 3, akkor az iménti egyenletet atalakitva m? + m +
2 — 2n = 0 mésodfoki egyenlethez jutunk. A gyokok szorzata 2 — 2n negativ, igy csak
egy porzitiv gyok tartozhat n-hez, T' valasztasatol fliggetleniil. 2 pont

Megjegyezziik, hogy példaul m = 2-re n = 4. A feladat feltételeinek megfelel, ha a négy
tag A, B,C, D és a kovetkez§ négy par ismeri egymast: AB, BC, C'D és DA. Tovabbi
m értékekre vizsgalva m = 3 és m = 4 nem ad megoldast. m = 5H-re j6 konstrukcio,
ha a tarsasagot szemléltets graf cstcsai egy négy dimenzios egységkocka csucsai (a négy
koordinata mindegyike 0, vagy 1). Egy ilyen szamnégyes "ismerdsei": a kocka négy
szomszédos csiicsa, amelyek csupan egyetlen koordinataban térnek el, illetve a testéatlo
masik végpontja. Példaul a (0;1;1;0) pont 5 "ismerdse": (1;1;1;0), (0;0;1;0), (0;1;0;0;),
(0;1;1;1), és (1;0;0;1).

Altalaban a feladat feltételeinek megfelels grafok az ugynevezett erGsen regularis grafok
(n,k,0,2) paraméterekkel.

Osszesen 7 pont
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