Oktatasi Hivatal

A 2015/2016. tanévi
Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
elso fordulo

MATEMATIKA III. KATEGORIA
(a specidlis tanterv szerint haladé gimnazisték)

Javitasi-értékelési utmutato

Keérjiik a javito tanarokat, hogy a feladatok javitasakor vegyék figyelembe a versenyzsk
szamara kiadott tajékoztatot. Kiilon is felhivjuk szives figyelmiiket arra, hogy minden fel-
adatra csak egy helyes megoldésért jar a megfelel6 pontszam. Kérjiik, hogy a dolgozatokon
konkrétan jelezzék a hibakat és az egyes feladatokra adott pontszamot, a dolgozat kijavitasa
utan pedig toltsék ki a dolgozathoz mellékelt értékels lap rovatait. A dolgozatokat nem
kell osztalyzattal mingsiteni. A pontszamok indokolt esetben bonthatok.

A TII. kategoéridban versenyzé tanulok dolgozatait 12 ponttol kell tovabbkiildeni az
iskolakbol, kozvetleniil az OKTV Matematika III., Oktatasi Hivatal, 1363 Budapest,
Pf. 19. cimre. A feltételeknek megfelels dolgozatok koziil azonban csak azok kiildhetsk
tovabb, amelyek tartalmazzék legalabb két feladat lényegében teljes (5-7 pontos) meg-
oldasat. Tajékoztatasul megjegyezziik, hogy a versenykiirds alapjan a versenybizottsag
legfeljebb 50 versenyzét juttathat be a dontébe.

A pontozasi dtmutatéban nem szereplé més helyes megoldas vagy megoldasrészlet
esetén az aranyos pontszamot sziveskedjenek megadni.

Budapest, 2015. november A versenybizottsag

1. feladat

Mely ABC haromszogekhez léteznek olyan e és f egyenesek, hogy az A pontot e-re, majd
a kapott pontot f-re tiikrozve B-t kapjuk, viszont az A-t el6bb f-re, majd a kapott pontot
e-re tiikrézve C-t kapjuk?

Megoldas: Tegyiik fel elszor, hogy az ABC' haromszoghtz talalhatok ilyen egyenesek.
A két egyenes nem lehet parhuzamos, hiszen akkor A, B és C kollinearis volna. (1 pont)

Legyen M az e és f metszéspontja. Az egymas utan végzett két tiikkrozés M koriili elfor-
gatassal helyettesithets, amelynek az iranyat a két tiikrozés sorrendje hatarozza meg: fordi-
tott sorrend esetén ellentétes irdnyu forgatast kapunk ugyancsak az M koézéppont koriil.
A forgatéas szoge mindkét esetben ugyanakkora (torténetesen az e és f altal bezart szog
kétszeresével egyenls). (2 pont)
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Az A pontbol B-t, illetve C-t M koriili ugyanakkora szogi forgatasok szarmaztatjak, ezért
AB = AC. Az ABC héaromszog tehat olyan egyenld szart hdromszog, amelynek BC' az
alapja. (2 pont)
Megforditva, ha az ABC haromszogben AB = AC' teljesiil, akkor e-nek és f-nek valaszt-
hatjuk példaul a haromszog A-n adthalad6 szimmetriatengelyét, illetve az AB oldal felezd
merGlegesét. (2 pont)

2. feladat
Milyen alapt szamrendszer esetén létezik olyan 1-nél nagyobb pozitiv egész, amely meg-
egyezik a szdmjegyei Osszegének a négyzetével?

Megoldas:A 10-es szamrendszerben a 81 szam ilyen, mert 81 = (8 + 1)2. (1 pont)
Ezt barmely b > 3 alapd szamrendszerre altalanosithatjuk: a b —2 és 1 szamjegyekbdl allo
kétjegyt b(b —2) + 1 = (b — 1)? szam jo, hiszen (b—2)1, = (b—2)b+1= ((b—2)+ 1)*

(2 pont)
Megmutatjuk, hogy kettes alapti szamrendszerben nincs ilyen szam, erre tobbféle meggon-
dolast is adunk. Mindegyikben indirekt modon feltessziik, hogy egy k-jegyt n > 1 szamban
S darab 1-es jegy szerepel és n = S2.

(i) Egy négyzetszam 8-cal osztva csak 0, 1 vagy 4 maradékot adhat, ezért n utols6 harom

jegye 000, 001 vagy 100. (1 pont)
Ez azt jelenti, hogy n-ben az egyesek szama legfeljebb k—2, és igy 28~ < n = 52 < (k—2)2.
(1 pont)

Ez azonban nem lehet, mert teljes indukcioval belatjuk, hogy minden 5 = k — 2 > 0O-ra
2141 > 2. ez j < 3-ra igaz, és j > 3-16] j + l-re lépve a bal oldal a duplajara nd, a jobb

oldal pedig az (1 + %)2 < (1+ 3)? < 2-szeresére. (2 pont)
(i) S2=n>14+2+224... 4251 =25 1. (1 pont)
Az el6z6 részben latottakhoz hasonldan teljes indukcioval adodik, hogy ez S > 5-re nem
teljestil. (2 pont)
Igy csak S < 4, azaz n = S = 16,9, 4 johet szoba, azonban ezek sem teljesitik az n = S?
feltételt. (1 pont)
(iii) Ha n minden jegye 1, akkor 2¥ — 1 = n = S? = k2, de itt a 4-gyel valo osztasi
maradékok nem egyeznek. (1 pont)
Ha n-ben pontosan egy jegy 0, akkor 2¥ — 1 — 2F=2 < n = §% = (k — 1)2, ha pedig n-ben
legalabb két jegy 0, akkor 2F~! < n = §% < (k —2)?, (1 pont)
azonban belathato (és belatando), példaul teljes indukcioval, hogy az ellenkezs iranyu
32872 — 1> (k—1)2, illetve 2871 > (k — 1)? egyenl6tlenségek dllnak fenn. (2 pont)
(iv) 2871 <n = S% < k2, (1 pont)
és indukcioval adodik, hogy ez k > 7-re nem teljesiil. (1 pont)
Ekkor n = S? < k% < 36, azaz n = S? = 36,25,16,9,4 johet szoba, azonban ezek sem
teljesitik az n = S? feltételt. (2 pont)
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3. feladat

Adott a sikon két kor egymas kiilsejében, sugaraik r és R. Egy egyenld szari hdromszog
alapja az egyik kiils6 koz0s érintészakaszon fekszik, szemkozti csticsa a mésik kiils6é kozos
érintGszakaszra illeszkedik, szarai pedig érintenek egyet-egyet a korok koziil. Igazoljuk,
hogy a haromszognek az alaphoz tartoz6 magassaga r + R.

Els6 megoldas: Ha r = R, akkor a kérok kdzéppontjaihoz tartozo szakaszfelez6 meréleges
egyuttal a szoban forgd egyenls szart hdromszognek is szimmetriatengelye, emiatt ilyenkor
az allitas magatol értet6dik. A tovabbiakban feltessziik, hogy r < R, ekkor a két kiils§
koz6s érintGegyenes metszi egymast.

D B F c A I J’

Hasznéljuk az abra szerinti jeloléseket: A, B, C' a haromszog csiicsai, F' az alap felez6pont-
ja, a korok kozéppontjai K és L, az érintési pontok D, E, G, H, I és J. Az A-bol, B-bdl,
illetve C-bsl huzott érintészakaszok egyenlGségét, valamint az AB = AC és BF = FC
egyenlGségeket felhasznalva

AE - AJ=AG—-AH=CH-BG=CI-BD=FI—-FD

kovetkezik. Emiatt A és F' ugyanakkora részszakaszokra osztja az egymaéssal egyenlé EJ,
illetve DI szakaszokat. Tehat AJ = DF' (és hasonléan AFE = F1I). (3 pont)

A megoldast innen tobbféleképpen lehet folytatni, itt kétféle befejezést ismertetiink.

(i) Hosszabbitsuk meg az abra szerint a DK szakaszt K-n tul, valamint a JL szakaszt
L-en tul, hogy messék a masik kozos érintGegyenest a D', illetve J’' pontban. Allitsunk
merélegest az E.J egyenesre az A pontban, és jelolje A’ ennek a merdlegesnek a metszéspon-
tjat a DI egyenessel. Az igy keletkez6 KD'E, LJ'I és AA'F derékszogli haromszogek
hasonlék, hiszen K-nal, L-nél, illetve A-nél levd szogiik egyenls a két kor kiilsé kozos
érintSinek, azaz a DI egyenesnek és az E.J egyenesnek a hajlasszogével. A hasonlosag
miatt

KD’ AA LJ

KE AF LI’
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jeloljiik A-val ezeknek az aranyoknak a kozos értékét. Ezzel DD’ = (1+\)r, JJ' = (1+ )R,
valamint AA’ = Am, ahol m jeloli az AF magassagot. (2 pont)

Az FAD'D és JJ' A’A derékszogl trapézok magassaga (DF, illetve AJ) egyenls, és a
trapézok szogei is egyenlGk. Ezért a két trapézban az alapok kiilonbsége egyenls:

m—(1+X)r = (L+A)R—Am
Ebbdl atrendezve és (1 4+ \)-val osztva a kivant m = r + R egyenlSség adodik. (2 pont)
(ii) Legyen a két kiils6 kozos érintd kozti szog 2, metszéspontjuk pedig O. Ekkor
r+R=(0D+0I)tga. (1 pont)
A korabban megallapitott DF = AJ egyenlGség alapjan
OD+0OI =(0OD+ DF)+ (O — DF)=0F+ (0OJ — AJ)=0F +0OA, (1 pont)
tehat

r+R=(0OF + OA)tga = (cos2a + 1)OAtga = 2cos’a OAtga = OA sin2a = m.
(2 pont)

Masodik megoldas: Hasznaljuk most is az els6 megoldasban bevezetett A, B, C, D,
E G, H, I, J, K, L, m jeloléseket, tovabba jelolje a = BC az ABC' haromszog alapjat,
b= AB = AC a szarat, e = DI = EJ pedig a kiils6 kozos érintGszakaszok hosszét.

Az A-bol, B-bdl és C-bdl hizott érintGszakaszok egyenlGségébdl 6sszeadassal adodik, hogy
az ABC haromszog keriilete 2e-vel egyenld. (3 pont)
Tekintsiik a DILJEK hatszoget, és irjuk fel a teriiletét kétféleképpen. Egyrészt a KL
szimmetriatengely a hatszoget két egybevagd derékszogt trapézra vagja, amelyek teriilete
kiilon-kiilon (r + R)e/2-vel egyenld. (1 pont)
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Masrészt a hatszog feldarabolhaté az ABC haromszogre és négy darab deltoidra, ezek
DBGK, KGAE, CILH és HLJA. A deltoidok koziil az els6 kettének a teriiletOsszege a
BAK héaromszog teriiletének a kétszeresével (br-rel), a méasodik kettének az sszege pedig
az ACL haromszog teriiletének a kétszeresével (bR-rel) egyenld. (1 pont)

A teriilet kétféle felirasabol a

2-@ = “0 bR

egyenlet adodik, ahonnan 2e = a+2b figyelembe vételével atrendezéssel a kivant m = r+ R
formula kovetkezik. (2 pont)

4. feladat
Legyenek az n pozitiv egésznél nem nagyobb primek pq, ..., p,.. Bizonyitsuk be, hogy

i[logpinJ:iL%J—Q 2 {p;ijL?) 2 {piptka_”"

i=1 i=1 1<i<j<r 1<i<j<k<r

ahol |z] az x szam (als6) egészrészét jelenti.

Megoldas: Az egyenlGséget az adja, hogy valamit kétféleképpen is megszamoltunk, egysze-
riien (ez a bal oldal) és bonyolultan (ez a jobb oldal). (1 pont)
Eszrevessziik, hogy a bal oldal az n-nél nem nagyobb (primek és) primhatvanyok szama.
(2 pont)
A jobb oldalon az els6 Gsszegben a pi,pa, ... ,p, tObbszoroseit szamoltuk Gssze, a tobb
pi-vel oszthatokat annyiszor vettiik figyelembe, ahany kiilonb6z6 primosztojuk volt. A méa-
sodik 6sszeg hasonldan a primpéarokkal oszthatok szama stb. Vilagos, hogy a (primek és)
primhatvanyok csak az els¢ 6sszegben jutnak szerephez. (1 pont)

Be kell még latni, hogy a t > 2 kiilonb6z6 primosztoval rendelkezd, n-nél nem nagyobb
szamokat a jobb oldalon Osszességében 0-szor vessziik figyelembe. Valoban, ezek az egyes
Osszegeknél t-szer, (é)-szér, e (i)-szer szerepelnek, azaz Gsszesen

t
J]=

(—1)7; C) ¢ ;(—1)3'1 (t - 1) — 4(1—1)""! = O-szor. (3 pont)

1 J ']_1

5. feladat

Egy 2016 csticsi teljes graf csiicsaiba versenybolhékat iiltetiink, éleit pedig megszamozzuk
az 1,2,..., (20216) természetes szamokkal. A szdmokat ezutan névekvs sorrendben felolvas-
suk. Minden egyes szdm felolvasasa utan a szamhoz tartozé él két végén iil6 bolha helyet
cserél. A verseny gyGztese a legtobb helycserét végzd bolha. (Holtverseny esetén tobb

gybztes is lehet.)
(a) Legfeljebb hany helycserét végezhet egy gy6ztes bolha?
(b) Legalabb hany helycserét kell végeznie egy gydztes bolhanak?
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Megoldas: Amikor két bolha helyet cserél, ugy képzeljiik, hogy mindketts végigmegy —
ellenkezé iranyban — a megfelel csicsokat 0sszekotd élen. A verseny soran minden egyes
bolha egymas utan csatlakozo élek egy sorozatat jarja be, igy a gy6ztes bolha is. (1 pont)

Tetsz6legesen valasztva kiilonbozd, egymashoz csatlakozo élek egy sorozatat, vagyis a graf
egy wvonalat, ha ezek az élek kapjak sorban az 1, 2, stb. sorszamokat, akkor a vonal
kezdépontjan eredetileg 1il6 bolha pontosan ezeket az éleket fogja bejarni. Koévetkezéskép-
pen a valasz az (a) kérdésre a 2016 csucsu teljes grafban taldlhato leghosszabb vonalnak a
hossza. (1 pont)

A grafban egy vonal kezdd- és végpontja kivételével minden més csics a vonalnak paros
sok éléhez tartozik. A vonalon legfeljebb 2016 csiics van. Ezek koziil az els6 és az utolsod a
vonalnak legfeljebb 2015 éléhez tartozhat, a tobbi legfeljebb 2014 cstics mindegyike pedig
legfeljebb 2014-hez. Igy a vonalon taldlhaté élek szama legfeljebb

22015+ 2014 - 2014 (2016) 2014
2 “\ 2 )/ 2

hiszen a szamlaloban az éleket kétszer (a két végpont felél) szamoltuk meg. (1 pont)

Ilyen hosszu vonal 1étezik is a 2016 csicsu teljes grafban. Ehhez felhasznaljuk azt a jol
ismert tényt, hogy egy Osszefiiggs graf éleit akkor és csak akkor lehet bejarni egy vonallal,
ha a graf minden cstucsénak, ketts kivételével, paros a foka. Szamozzuk meg a teljes graf
cstcsait 1-t6l 2016-ig, és hagyjuk el a 3 és 4, az 5 és 6, stb., a 2015 és 2016 sorszamu
cstcsok kozotti élt. A megmaradt grafban az 1 és 2 szamu csicsok foka paratlan, az Gsszes
tobbi csiics foka péros, igy a grafot egyetlen vonallal be lehet jarni, amelynek a hosszat
éppen a fenti kifejezés adja meg. (1 pont)

A feladat (b) részének megoldasahoz vegyiik észre, hogy minden egyes él felsorolasakor két
bolha mozgott. Osszesen (2016) él és 2016 bolha van, tehat valamelyik bolhanak — és igy

2
a gybztesnek is — legalabb
9. (2016

2) _
S = 2015

helycserét kellett végeznie. (1 pont)

Megmutatjuk, hogy a cstucsokat fel lehet sorolni olyan sorrendben, hogy minden bolha
pontosan 2015 helycserét végezzen, igy a valasz a (b) kérdésre 2015.

A bolhék ,fordulokban” végzik a helycserét. Minden bolha minden forduléban pontosan
egy helycserét végez, és 2015 fordulo lesz, ami a kivant végeredményt adja. A fordulok
szervezéséhez helyezziik el a 2016 csicsot a kovetkezSképpen. Koziiliik 2015-6t helyezziink
el egy szabalyos 2015-sz6g cstcsaiban, az utolsot pedig tegyiik a sokszog kozéppontjaba.
Az i-edik forduloéban az i-edik cstucsban iil6 bolha helyet cserél a kézéppontban iilével, a
tobbi bolha pedig az erre az egyenesre merdleges atlok mentén végzi a helycserét. (2 pont)
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