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1.  Adott hirom egymastdl és nullatol kiilonb6z6 szadmjegy, melyekbdl elkészitjiik az Gsszes

lehetséges tizes szamrendszerbeli haromjegyt szamot.

Azt tapasztaljuk, hogy a kapott haromjegyli szdmok koziil a két legnagyobb szam Gsszege

1444 .
Hatarozza meg a harom szamjegyet!

1. Megoldas: jel6lje a harom szdmjegyet a;b;c.
Mivel a szamjegyek kiilonbozok, foltehetjiik, hogy a >b >c > 0.

Ekkor a két legnagyobb haromjegyti szam az abc és az ach, tovabba nyilvanvalé, hogy
abc > ach .

A feltétel szerint abc + ach =1444 | ezért abc > acb alapjan azt kapjuk, hogy

(1) 2-abc >1444 és 2-ach <1444 .

Az (1) 6sszefiiggésekbdl adodik, hogy

) abc > 722 és ach <722 .

A (2) eredmeények szerint csak a =7 lehetseges.

Ekkor viszont ach < 722 miatt ¢ < 2.

A c =2 esetben a feltételek figyelembe vételével csak b =1 lenne lehetséges, de ez ellentmond
a b > c egyenl6tlenségnek. Mivel a szamjegyek mindegyike pozitiv, ezért csak ¢ =1 allhat
fenn.

1 pont

1 pont

2 pont

2 pont

1 pont



Az a=7 és c =1 eredmények és az abc + ach =1444 feltétel miatt

3) (700 +10b +1)+ (700 +10 + b) = 1444 .

A (3) egyenletbdl egyszerli szamolassal adddik, hogy b =3.
Ezért a keresett harom szamjegy: a=7, b=3 és c=1.

Az a=7, b =3 és c=1 szamjegyekbdl dsszesen hat haromjegyii, kiilonb6z6 jegyekbol alld

szamot készithetiink, ezek koziil a két legnagyobb az abc = 731 és az acb = 713, ezek dsszege
val6ban 1444 .

Osszesen:

2. Megoldas: jel6lje a harom szamjegyet a;b;c.
A szamjegyek kiilonbozok, ezért foltehetjik, hogy a>b>c>0.

Ekkor a két legnagyobb héromjegyti szém az abc és az ach, amelyek sszege a feltétel szerint:

abc + ach = 1444
azaz

(1) 200a+11-(b +c)=1444 .

Az (1) egyenletbdl ekvivalens atalakitasokkal kapjuk, hogy 11- (b + C) —44 =200 - (7 - a),
illetve

) 11-(b+c—4)=200-(7-a).

A (2) egyenlet bal oldala oszthato 11-gyel, igy a vele egyenld jobb oldalnak is oszthatonak kell
lennie 11-gyel.

Mivel azonban a 11 és 200 szamok relativ primek, ezért csak a jobb oldalon szereplé 7 —a

kifejezés lehet 11-gyel oszthato.

Figyelembe véve, hogy a tizes szamrendszerbeli szdmjegy, a 7 —a kifejezés csak akkor lehet
11-gyel oszthatd, ha a=7,ekkor 7—a=0.

1 pont

1 pont

1 pont

10 pont

1 pont

2 pont

2 pont

1 pont

1 pont



Ez azt is jelenti, hogy a (2) egyenlet mindkeét oldalanak érteke zérus.
Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy

b+c-4=0,
vagyis

3) b+c=4.

A feltételek szerint b és ¢ kiilonb6z6 pozitiv szamjegyek, tovabba kezdeti feltevésiink szerint
b > c, igy (3)-bdl azt kapjuk, hogy csak

b=3,c=1
lehetséges.
Ezért a keresett harom szamjegy: a=7, b=3 és c=1.

Az a=7,b=3 és c=1 szamjegyekbdl dsszesen hat haromjegyii, kiilonb6z6 jegyekbdl alld

szamot készithetiink, ezek koziil a két legnagyobb az abc = 731 és az acb = 713, ezek dsszege
valGban 1444 .

Osszesen:

3. Megoldas: jel6lje a harom szamjegyet a;b;c.
A szamjegyek kiilonbozok, ezért foltehetjlik, hogy a>b>c >0.

Ekkor a két legnagyobb haromjegyli szam az abc ésaz ach, amelyek dsszege a feltétel szerint:

abc +ach =1444 |
a helyiértékek figyelembe vételével

(1) 200a +11-(b+c)=1444 .

Mivel a;b; ¢ kiillonboz6 szamjegyek, amelyek koziil a a legnagyobb, tovabba 200 -8 > 1444 |
ezért

2) a<7.

1 pont

1 pont

1 pont

10 pont

1 pont

1 pont

2 pont



Ebbél az a > b > ¢ > 0 feltétel miatt

3) b+c<5+6,

azaz 11-(b+¢) <121, ebbél pedig (1) miatt 200a > 1444 —121, vagyis a > —1:02;

kovetkezik.
Y 1 en 1323 A . .
Szamolassal ellendrizhetjiik, hogy 6 < —— <7, ésmivel az a szamaz 0 <a <9 feltételeknek
200
. 1 .
megfeleld pozitiv egész, tovabba a > 200’ ezért

4) a>7.

A (2) és (4) osszefliggések egyuttesen azt jelentik, hogy csak
a=7

lehetséges.

A kapott értéket az (1) egyenletbe helyettesitve és az egyenletet rendezve azt kapjuk, hogy
b+c=4,

amelybdl b > ¢ miatt csak

®) b=3c=1

kdvetkezhet.

A keresett harom szamjegy tehat: a=7, b=3 és c=1.
Az a=7, b =3 és c =1 szamjegyekbdl dsszesen hat haromjegyii, kiilonb6z6 jegyekbdl alld

szamot készithetiink, ezek koziil a két legnagyobb az abc = 731 és az acb = 713, ezek 0sszege
valéban 1444 .

Osszesen:

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

10 pont



2. Legyenek p;t; r pozitiv primszamok.
Tekintsiik azt a szimtani sorozatot, amelynek elsé tagja a, = —r, differencija d =7t.
Hatarozza meg a p;t;r primszamokat, ha teljestl, hogy

a-p-t+a,-t-r+a,-r-p=d-p-t-r!
1. Megoldas: a szamtani sorozat elsé harom tagja a sorozat képzési szabalya szerint
a=-r,a,=-r+d=-r+7t ésa,=—r+2d =—-r+14t.
Ezeket beirhatjukaz &, - p-t+a,-t-r+a,-r-p=d-p-t-r gsszefliggésbe:
(1) —r-p-t+(=r+7t)-t-r+(-r+14t)-r-p=7t-p-t-r.
Az (1) egyenlet mindkét oldalat oszthatjuk a pozitiv r szammal, ekkor azt kapjuk, hogy
—pt+(=r+7t)-t+(-r+14t).-p=7t>- p,

innen a zarojelek felbontasaval adodik 13p-t=7t*- p—T7t> +r- p+r-t, ebbél pedig egyszerii
atalakitasokkal:

(2) 13p-t=7t% - (p-1)+r-(p+t).

A p;t primszamok nem lehetnek egyszerre paratlanok, mert akkor (2) bal oldala paratlan, mig
jobb oldala paros szam lenne.

Ezért harom esetet kell megvizsgalnunk:

a) a p;t primszamok mindegyike paros, azaz p=2;t=2,

b) a p prim péaros, vagyis p =2, a t primszam paratlan,

c) at primparos, vagyis t=2,a p primszam paratlan.
Az a) esetben a p =2;t =2 értékeket (2)-be helyettesitve azt kapjuk, hogy r = 6, ez azonban
nem primszam, ezért a feladat feltételei mellett az a) eset nem fordulhat eld.

A b) esetben a p =2 szamot a (2) egyenletbe irva 26t = 7t* +r - (2 +t), ahonnan rendezéssel és
szorzattd alakitassal:

A3) t-(26-7t)=r-(2+1).

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont



A (3) egyenlet jobb oldala pozitiv, ezért a bal oldalnak is pozitivnak kell lennie, ez azonban
3-nal nagyobb t primekre mar nem teljesul.

Figyelembe véve, hogy a b) esetben a t primszdm pératlan, csak t = 3 lehetséges.
Ha t = 3, akkor (3)-bol egyszerii szamolassal kapjuk, hogy r = 3. 1 pont

A c) esethen a t = 2 szadmot a (2) egyenletbe helyettesitve 26p =28-(p—1)+r-(p+2),
ahonnan rendezéssel kapjuk, hogy:

(4) 28=2p+r-(p+2).

A (4) egyenletben a bal oldal paros szam, ezért a jobb oldalnak is paros szamnak kell lennie, ez
azonban csak (gy lehet, haaz r-(p+2) tényezé paratlan.

Mivel a c) esetben a p primszam péaratlan, ezért p + 2 is paratlan, tehat az r primszamnak
szlikségképpen parosnak kell lennie, azaz r =2.

Az r =2 szamot a (4) egyenletbe irva egyszerli szamolassal adodik, hogy p=6.
Ez nyilvan nem megoldasa a feladatnak, hiszen p =6 nem primszam. 1 pont

Minden lehetséges esetet megvizsgaltunk, azt kaptuk, hogy a feltételeknek csak a

primszamok felelnek meg. 1 pont

Szamolassal ellendrizve ezekre a primszamokra a feladatbeli szdmtani sorozat kulénbsége
d =21, els6 harom tagja a, = -3;a, =18;a, =39, és ezeket a szdmokat a

a-p-t+a,-t-r+a,-r-p=d-p-t-r egyenletbe irva mindkét oldal értéke 378. 1 pont

Osszesen: 10 pont



2. Megoldas: a szamtani sorozat els6é harom tagja a sorozat képzési szabalya szerint
a=-r,a,=-r+d=-r+7t és a,=—r+2d =—-r+14t.

Ezeket beirva a feltételként szolgal6 a, - p-t+a,-t-r+a,-r-p=d-p-t-r egyenletbe,

—r-p-t+(-r+7t)t-r+(-r+14t)-r-p=7t-p-t-r,

innen a pozitiv r szammal az egyenlet mindkét oldalat osztva és a kapott egyenletet rendezve

(1) BBp-t=7t - (p-1)+r-(p+t). 2 pont

A p;t;r primszamok paritésa szerint 8 esetet kell megvizsgalnunk.

Ezek az esetek a kovetkezok:

a)  mindharom primszam paratlan,

b)  mindhérom primszdm péros, azaz p=2;t=2;r =2,

C) p paros prim,azaz p =2, t;r paratlan primek,

d) t parosprim,azaz t=2, p;r paratlan primek,

e)  r paros prim,azaz r =2, t; p paratlan primek

f) p;t paros primek, azaz p=2;t=2, r paratlan prim,

9) p; r paros primek, azaz p=2;r =2, t paratlan prim,

h)  t;r péaros primek, azaz t =2;r =2, p paratlan prim. 2 pont

Az a) és az e) eset nem valosulhat meg, mert haa p;t primszamok mindegyike paratlan, akkor

(1) bal oldala paratlan szam, mig a jobb oldal két zardjeles kifejezése paros szam, ezért a jobb

oldal is péaros lenne.

A b) eset sem allhat fenn, merta p = 2;t = 2;r =2 szamok behelyettesitése esetén a bal oldal
értéke 52, mig a jobb oldal értéke 36. 1 pont



A c) esethen p = 2 behelyettesitése utan (1)-bél azt kapjuk, hogy 26t = 7t? +r-(2 +1), illetve
rendezés es kiemelés utan

() t-(26-7t)=r-(2+1).

A (2) egyenlet jobb oldala pozitiv, ezért a bal oldalnak is pozitivnak kell lennie, ez azonban
3-nal nagyobb t primekre mar nem teljesul.

Mivel a c) esetben a t primszam paratlan, csak t =3 lehet. Ebb6l (2) alapjan azt kapjuk, hogy
r=3.

A d) esetben, amikor t =2, és p;r péaratlan primek, az egyenlet két oldal&nak paritasa eltéro,
mégpedig a bal oldal paros, a jobb oldal paratlan. Ezért a d) eset nem allhat fenn.

Az f) esetben, amikor p=2;t =2, és r paratlan prim, akkor ezeknek az értékeknek az (1)
egyenletbe valo beirasaval arra az eredményre jutunk, hogy

r==6,

ez azonban nem primszam, ezeért a feladat feltételei mellett az f) eset sem lehetséges.

A g) esetben, amikor p;r paros primek, vagyis p =2;r =2, és t paratlan prim, behelyettesités

utan azt kapjuk, hogy a bal oldal értéke paros, mig a jobb oldal paratlan pozitiv egész szam,
ezért ez az eset sem valosulhat meg.

Véqgul a h) esetben, mikor t =2;r =2, és p paratlan prim,a t = 2; r = 2 értékeket (1)-be
helyettesitve azt kapjuk, hogy
p= 6,

de ez nem primszam, igy a h) eset sem allhat fenn.

Minden lehetséges esetet megvizsgaltunk és azt az eredményt kaptuk, hogy a feladat minden
feltételét csak a c) esetben kapott

primszamok elégitik Ki.

Szamolassal ellendrizve ezekre a primszamokra a feladatbeli szdmtani sorozat kiilonbsége
d =21, els6 harom tagja a, = -3;a, =18;a, =39, ezeket a szdmokat a

a-p-t+a,-t-r+a,-r-p=d-p-t-r egyenletbe irva mindkét oldal értéke 378.

Osszesen:

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

10 pont



3. Megoldés: a szamtani sorozat els6 harom tagja a sorozat képzési szabalya szerint
a=-r,a=-r+d=-r+7t ésa,=—r+2d =—r+14t.
Ezeket beirva a feltételként szolgalé a, - p-t+a,-t-r+a,-r-p=d- p-t-r egyenletbe,
—r-p-t+(=r+7t)-t-r+(-r+14t)-r-p=7t-p-t-r,
innen a pozitiv r szammal az egyenlet mindkét oldalat osztva és a kapott egyenletet rendezve
(1) TP —7p-t? —t-r+13p-t=p-r.
Az (1) egyenlet mindkét oldalat oszthatjuk a pozitiv t szammal:

@) 7t—7p-t—r+13p=¥.

A (2) egyenlet bal oldala egész szam, ezért a jobb oldalnak is egész szamnak kell lennie.
Ez csak (gy lehetséges, ha a t pozitiv prim osztéjaa p €és r pozitiv primek szorzatanak, de ez

csak akkor allhat fenn, ha
t=pvagy t=r,

a tovabbiakban ezt a két esetet vizsgaljuk.

Ha t = p, akkor a (2) egyenletbdl behelyettesités, rendezés €s szorzatta alakitas utan azt kapjuk,
hogy t- (-7t +20) = 2r, a kapott egyenlet mindkét oldalat a pozitiv t szammal osztva pedig

(3) —7t+20=%.

A (3) egyenlet bal oldala egész szam, ezért a jobb oldal csakis gy lehet egész szdm, ha a t
pozitiv prim oszt6ja a 2 és r primszamok szorzatanak, vagyis, ha

t=2vagy t=r.

A t =2 értéket (3)-ba helyettesitve r = 6 adddik, ez nem felel meg a feladat feltételeinek,
hiszen r =6 nem primszam.

A t =r behelyettesitésével pedig azt kapjuk, hogy t = ? , €z nem felel meg a feltételeknek,

tehat nem megoldasa a feladatnak.

2 pont

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont



Végil, ha t =r, akkor a (2) egyenletbe helyettesitve, rendezve, szorzatta alakitas utan azt
kapjuk, hogy p- (7t —12)= 6t , a kapott egyenlet mindkét oldalat a pozitiv p szammal osztva

(4) 7t—12:6—;.

A (4) egyenlet bal oldala egész szam, ezért a jobb oldal csakis gy lehet egész szam, haa p
pozitiv prim osztéjaa 6t =2-3-t szorzatnak, és mivel p pozitiv prim, ezért csak

p=2; p=3;vagy p=t
lehetséges. 1 pont

Ezek koziil a p =t feltételt nem sziikséges ujra elemezniink, mert az elébbiekben lattuk, hogy
ebbdl nem kapunk a feltételeknek megfeleld p;t;r szamharmast.

Ha p =2, akkor a (4) egyenletbdl azt kapjuk, hogy t =3, igy a t =r figyelembe vételével
kapott p = 2;t =3;r =3 szamharmas kielégiti a feladat feltételeit.

Ha p =3, akkor (4) szerint t = % ez nyilvan nem megoldéasa a feladatnak.

Minden lehetséges esetet megvizsgaltunk, azt az eredményt kaptuk, hogy a feladat minden
feltételét csak a

primszamok elégitik ki. 1 pont

Szamolassal ellendrizve ezekre a primszdmokra a feladatbeli szamtani sorozat kiilonbsége
d =21, els6 harom tagja a, = -3;a, =18;a, =39, ezeket a szdmokat a
a-p-t+a,-t-r+a,-r-p=d-p-t-r egyenletbe irva mindkét oldal értéke 378. 1 pont

Osszesen: 10 pont

10



3. Az ABC hegyesszogli haromszog AB;BC és CA oldalain Ugy vettik fel a D;E és F

belsé pontokat, hogy DE = BE és FE =CE .
Igazolja, hogy az ADF haromszog kore irt kor kozéppontja illeszkedik a DEFZ
szogfelezdjére!

Megoldas: készitsiink a feladat feltételeinek megfeleld abrat (1. abra).

1. é&bra 1 pont

Legyenek az ABC haromszog A; B; C csucsoknal levo bels6 szogei rendre «; B3; y .

Mivel a feltételek miatt DE = BE és FE =CE , ezért az 1. bra BDE és CFE haromszdgei
egyenld szart haromszdgek, amelyekben a BD és CF alapokon fekvd szogek rendre S €s . 2 pont

A BDE és CFE héaromszdgekben a szarak szdgei

(1) BED./ =180°—2/ és CEF./ =180°—2y .

Nyilvanvalo, hogy BEDZ + CEF £ + FED £ =180°, ezért az (1) 6sszefiiggés alapjan
180° — 28 +180° — 2y + FED £ =180°,

amibdl rendezés utan azt kapjuk, hogy FED £ =24 + 2y —180°

(2) FEDZ =2-(8+y)-180°. 2 pont

11



A haromszog belsé szogeinek 6sszege 180°, ezért S+ y =180° — «, €S igy (2)-bol

3) FED/ =180° - 2a
kovetkezik. 1 pont

Az ADF haromszdg koré irt korben a DAF £ = o sz6g az A pontot nem tartalmazé DF
ivhez tartoz6 keruleti szog.

A kertleti és kdzépponti szogek 0sszefliggése szerint ehhez az ivhez
DOF/ =2a
nagysagu kdzépponti szdg tartozik. 1 pont
Eredményiink és a (3) 0sszefliggés szerinta DEFO négyszogben két szemben levé szog
0sszege
FEDZ + DOF£ =180° -2 + 2 =180°,
ezért a DEFO négyszog hurnégyszdg. 1 pont

A DEFO negyszogben a DO és FO azonos hosszusagu hurok, hiszen ezek a szakaszok az
ADF héaromszog kordlirt korének sugarai.

A DEFO hurnégyszdgben azonos hosszusagi hurokhoz egyenld nagysagu kertileti szogek
tartoznak, ezért
DEO/Z =FEOZ =97,
ahogy azt a 2. abran lathatjuk. 1 pont

Ez pedig azt jelenti, hogy ADF haromszog kordlirt kérének O kdzéppontja illeszkedik a
DEF Z szogfelezdjére, €s éppen ezt akartuk bizonyitani. 1 pont

Osszesen: 10 pont
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