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Javitasi-értékelési utmutato

1. Egy adott foldteriilet felasasat harom munkés végzi. Eppen elkésziilnek a munkaval,
ha az els6 5 napot, a méasodik 7 napot, a harmadik 4 napot dolgozik. Akkor is éppen
elkésziilnének a munkaval, ha az els6 munkds 7 napot, a masodik 9 napot ¢és a
harmadik 2 napot dolgozna. Hany napot kellene a munka elvégzéséhez a harmadik
munkasnak dolgoznia, ha az elsd csak 2 napot, a masodik pedig csak 4 napot

dolgozna?

Megoldas:

Tegyiik fel, hogy az elsé munkas X nap alatt, a masodik y nap alatt, a harmadik z nap

alatt végezné el egyediil a munkat.

Ha az els6 5 napot, a masodik 7 napot, a harmadik 4 napot dolgozik, akkor rendre

. 7.
elvégzik a munka > ;— illetve 4 -ed részét.

X'y Z
Azt is tudjuk, hogy harman egyiitt igy az egész munkat elvégzik:
1) > +— ! + 4 =1.

X y 2

Hasonloan kapjuk, hogy ha az elsd 7 napot, a masodik 9 napot és a harmadik 2 napot

dolgozna, akkor rendre elvégeznék a munka ! ;g illetve 2 -ed részét.
X'y z

Ebbdl azt kapjuk, hogy

2 —+—+—-=1
Xy z

A két egyenlet bal oldalait egyenlové téve:

. 5,7,4.7,9,2
Xy 7 X Yy 1

A (3) egyenletbdl rendezés és 2 -vel valo egyszertisités utdn adodik, hogy

@ Thio2
X

y

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
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A (2) egyenlet ! + 9 +Z = ! +Z +g +Z =1 alakban is irhato, ez pedig (4) alapjan
Xy zZ X Yy y 2
azt jelenti, hogy

(5) E+g =1. 1 pont

y ¢

Ha az els6 munkas 2 napig, a masodik 4 napig dolgozna, akkor tegyiik fel, hogy a
harmadik munkasnak d napra lenne sziiksége a teljes munka elvégzéséhez.

Ekkor (4) ismételt felhasznalasaval g+ﬂ+g:g+z+E +g:z+z+g,azaz
Xy z XYy 71 1Yy 12

(6) 2 +M =1 2 pont
Yy z

Az (5) és (6) Osszevetése utan azt kapjuk, hogy d +2 =9, ahonnan
d=7. 1 pont

A harmadik munkdasnak tehat 7 napot kellene dolgoznia a teljes munka
elvégzéséhez, ha az els6 munkas 2 napot, a masodik munkas 4 napot dolgozna. 1 pont

Az (1) és (2) egyenleteket kielégitd X;y;z valos szamok léteznek, példaul az

X =Yy =20 és Z=10 szdmharmas mindkét egyenletnek megoldasa. 1 pont
Osszesen: 10 pont
Megjegyzés:

Az (1) és (2) egyenletek felirasa utan az (1) egyenlet mindkét oldalanak 5-tel vald
szorzasa, és a (2) egyenlet mindkét oldalanak 3-mal valé szorzasa utan a kapott
egyenleteket kivonhatjuk egymasbol.

Ekkor ﬂ+§+E =2, innen 2-vel egyszerisitve g+ﬂ+z =1.

X y z X Yy z

Ebbdl pedig leolvashato, hogy a harmadik munkasnak /7 napot kellene dolgoznia a
teljes munka elvégzéséhez, ha az els6 munkas 2 napot, a masodik munkas 4 napot
dolgozna.

Ez lehetséges is, mert példaul x =y =20 és z =10 esetén a felirt egyenletek
teljesiilnek.

Ha a versenyz0 ezt a megoldasi utat valasztja, akkor helyes megoldas esetén teljes
pontszamot kap.
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2.  Huzzon egy vizszintes egyenest, majd egy erre merdleges fiiggdleges egyenest,
ezutan az utdbbira merdleges vizszintes egyenest, €s igy tovabb. Minden tjabb
egyenes legyen merdleges a kozvetlen eldtte huzott egyenesre és kiillonbozzon az
Osszes eldz6 egyenestdl! Bizonyitsa be, hogy az eljaradst barmikor abbahagyva a
keletkez6 metszéspontok szama vagy két egymast kovetd természetes szam
szorzataval vagy egy négyzetszammal egyenld!

Megoldas:

A lehetséges metszéspontok szamat aszerint csoportositjuk, hogy az eljarast fiiggdleges,
vagy vizszintes egyenes megrajzoldsa utan hagyjuk abba.

A vizszintes egyenesek parhuzamosak egymassal, a fliggéleges egyenesek is
parhuzamosak egymassal, ezért metszéspontok csak vizszintes és fliggdleges egyenesek

talalkozasanal jonnek létre. 1 pont

Amennyiben fliggéleges egyenes behuizasa utan hagyjuk abba az eljarast, akkor
nyilvanval6, hogy ugyanannyi vizszintes és fliggdleges egyenes lesz. 2 pont

Ha pedig az eljarast vizszintes egyenes behtizasa utan hagyjuk abba, akkor pedig 1-gyel
tobb vizszintes egyenes lesz, mint fiiggdleges. 2 pont

Az elsd esetben N darab vizszintes €s N darab fliggdleges egyenes megrajzoldsa utan
abbahagyva az eljarast, mindegyik vizszintes egyenest N darab fliggdleges egyenes metsz.

Ezért n-n=n? metszéspontot kapunk, tehat a kapott metszéspontok szama négyzetszam. 2 pont

A masodik esetben, amikor az eljarast vizszintes egyenes rajzolasa utan hagyjuk abba,
akkor n fiigg6leges egyenes esetén N+1 vizszintes egyenest rajzoltunk meg.

Ekkor az n+1 vizszintes egyenes mindegyikén N darab metszéspont van, ez pedig azt
jelenti, hogy a metszéspontok szama n- (n +l), vagyis két egymast kdvetd pozitiv egész
szam szorzata. 2 pont

Ezzel belattuk, hogy az eljarast barmikor abbahagyva a keletkezett metszéspontok szama

valoban vagy négyzetszam, vagy két egymast kdvetd pozitiv egész szdm szorzata. 1 pont
Osszesen: 10 pont
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3. Bizonyitsa be, hogy minden X valos szam esetén 2-|sin X| +3- |COSX| >2!
Mikor all fenn egyenléség?

1. Megoldés:

Az f (X) =sIn X fiiggvény tulajdonsagai alapjan minden X valds szamra teljesiil, hogy
—1<sinx<1, és ezért

(1) 0<lsinx <1.

Az (1) sszefliggés alapjan azt kapjuk, hogy [sin x|2 <[sinx, és mivel [sin x|2 =sin’x,

ezért

(2) [sin X >sin® x.

Hasonloképpen a g(x) =COSX fliggvény tulajdonsagai alapjan minden X valos szamra
—1<cosx <1, ésigy

(3) 0<|cosx <1.

1 . : 2 o 2 .
Ebbél pedig az kévetkezik, hogy |c0sX~ <|cosX|, és mivel [cOSX~ = COS’ X, ezért

(4) |cosx > cos® X.
A (2) és (4) osszefiiggesek Osszevetésével adodik, hogy
(5) 2-[sin x|+3-|cog > 2-sin? x+3- cos® x.

Az (5) egyenlétlenség jobb oldalan 2-sin® X+3-c0os® X = 2-sin” X+ 2-c0s® X +C0S° X,

ebbdl pedig a sin® x+cos® X =1 trigonometrikus azonossag alapjan az kdvetkezik, hogy

(6) 2-|sin x| +3-|cog > 2+cos” ..

Mivel cos? x>0, ezért (6)-bol a
2.|sin x|+3-|cosx| >2

bizonyitand¢ allitas azonnal adodik.

Egyenléség pontosan akkor 4ll fenn, ha cosx =0, ekkor [sinx| =1, azaz sinx ==1.

Az egyenlGtlenségben az egyenlség esete tehat az X=7—2[+k-7z (keZ) valds

szamokra all fenn.

Osszesen:

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

2 pont

10 pont
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2. Megoldas:

Mivel [sinX>0 ¢és |cosx >0, ezért a bizonyitando 2-[sin X +3-|cosx| > 2
egyenldtlenség mindkét oldalanak négyzetre emelése ekvivalens atalakitas.

A négyzetre emelés utan azt kapjuk, hogy

L) 4-[sin X" +12-fsin X -|cosX +9-[cosX” > 4.
Nyilvanvalo, hogy [sin X|2 =sin? X és |COSX|2 =c0s? X, ezért az (1) dsszefliggésbol eldbb

4-sin® x+12-|sin X -|co§ +9-cos’ x > 4, illetve

(2) 4. (s.in2 X +C0s x)+12 -|sin x| -|cos x| +5-cos® x > 4
kovetkezik.
A sin? x+cos’ x =1 trigonometrikus azonossag alapjan (2)-bél azt kapjuk, hogy

(3) 12-|sin x|-|cosx +5-cos” x > 0.

A (3) egyenl6tlenség pedig nyilvanvaloan teljesiil, hiszen |sin X|ZO és |COSX|20,
tovabba

cos’ x>0.

Egyenldség esctén 12-[sin X -|cosx| +5-|cosX” =0, azaz

4 lcos |- (L2-[sin x| +5-|cosx|) = 0.

Mivel |sin X| >0 és |COSX| >0, ezért 12- |sin X| +5- |COSX| =0 csak akkor allhatna fenn, ha

|sin X| =0 és |COSX| =0 egyszerre lenne igaz, de ez nem teljesiil egyetlen X valds szamra
sem.

Ezért csak [cosX =0 lehetséges, ekkor c0sx =0, és igy |sinX| =1, azaz sinx ==1.

Az egyenlStlenségben az egyenléség esete tehat az x=7—2[+k-7z (keZ) valos

szamokra all fenn.

Osszesen:

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

10 pont
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3. Megoldas:

A derékszogil koordinatarendszerben megrajzolt, origd kozéppontu, egységnyi sugart
korben COSX és Sin X rendre az T(ZI.;O) egységvektortdl X radian szoggel elforgatott
egységvektor koordinatai.

Ha sinx =0, akkor |cosx| =1.

Ekkor a bizonyitand6 2- |sin X| +3- |COS X| > 2 egyenl6tlenség nyilvanvaloan teljestil.

Egyenléség azonban nem allhat fenn, mert 2-0+3-1> 2.

Ha pedig cosx =0, akkor [sinx| =1.

A bizonyitandé 2-|sinX|+3:|coSX >2 egyenl8tlenségben ekkor az egyenl8ség escte 4ll

fenn.

Végiil, ha sinx=0 ¢és cosx=0 egyszerre igaz, akkor [sinX és [cosx| az egységnyi

atfogdju derékszogili haromszog befogoi.
Erre a haromszogre teljesiil a hdromszog-egyenldtlenség, azaz

(1) lsin x| +|cosx| >1.
Az (1) ésszefiiggésbdl kapjuk, hogy

2-[sinx|+2-|cosx > 2,
innen pedig |cosx| >0 miatt adodik a bizonyitandd

2-[sin x| +3-|cos x| > 2
egyenldtlenség.

Minden lehetséges esetet megvizsgaltunk, azt kaptuk, hogy az 2-[sin X/ +3-|cosx| > 2

egyenl6tlenség minden X € R szamra igaz.

Egyenléség akkor és csak akkor van, ha cosx =0, ekkor [sin X =1, vagyis sinx=+1.

Az egyenlGség esete tehat az X = 7—2Z +k-7z (k € Z) valos szamokra 4ll fenn.

Osszesen:

1 pont

2 pont

2 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

10 pont

2015/2016 6 OKTYV 2. fordulo



Matematika I. kategoria

4. Hatirozza meg a 214095\& .32.|ogﬁﬁ .43-I0gﬁ\/§ ..“.20152014!ogm\/§

szamjegyét!
Megoldés:

Tekintsiik a szorzat egyik tényezjét, ebben a hatvanyalap legyen K (k =23 4;...;2015), ez
esetben a hatvanykitevo rendre
(k-1)-log ; V2.

Ekkor a hatvanyozas azonossaga alapjan:
(1) k(k_l).mgﬁﬁ _ \/Ez(k—l)logﬁﬁ.

Az (1) jobb oldalan alkalmazva a hatvanyozas azonossagat, azt kapjuk, hogy

(2 \/EZ-(k—l)'logﬁﬁ :(( \/E)Iog“ ﬁjZ(k_l)

V2
A logaritmus definicidja szerint (\/E )Iogﬁ 2 2 , ezért (1) és (2) felhasznalasaval

(3) k(kfl)-logﬁ\/i _ (\/E)Z.(kfl) _ 2k—1.

A (3) alapjéan a szorzat minden tényezdje azonosan atalakithato tigy, hogy 2-nek a k
hatvanyalapnal éppen 1-gyel kisebb hatvanyat kapjuk.

Eszerint a szorzat felirhato a kovetkez6 formaban is:

(4) ol.92 92013 92014 _ ol+2+.+20132014

(4) jobb oldalan a kitevOben lathatd 6sszeg egy olyan szamtani sorozat elsd 2014 tagjanak
Osszege, amelyben az elsd tag @, =1 és a differencia d =1. A szamtani sorozat

Osszegképletével felirva

20142015
(5) 21+2+...+2013—2014 =2 2 — 210072015

Felhasznaljuk, hogy a 2 hatvanyainak utols6 szamjegyei 2;4;8;6 négyes ciklussal

ismétlddnek. Ezért a 2 hatvanykitevéjének 4 -es maradéka meghatarozza a szorzat utolso
szamjegyét.

Az 1007 és a 2015 szamok 4 -es maradéka egyarant 3, ezért szorzatuk 4 -es maradéka 1.

Emiatt a 2'9°%%° tehat a 2“0%\E -3240%& -43409“\5 20152014]09@\@ szorzat utolsd
szamjegye a 2.

Osszesen:

Megjegyzés: A versenyzd az 1007-2015= 2029105 szorzat 4 -es maradékat
szamologéppel is kiszamolhatja.

szorzat utolso

1 pont

2 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

10 pont
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5. Az ABC haromszdgben a szokasos jelolések mellett @ =60° és S =40°.

Legyena P ponta BC oldal egy belsd pontja.
Bizonyitsa be, hogy az ABP hdromszog koriilirt korének kozéppontjat az AP
egyenesre tiikrozve a PCA haromszog koriilirt korének egy pontjat kapjuk!

Megoldas:
A feltételeknek megfeleld abrat készitiink (1. dbra).

1. ébra\ 1 pont

Az 1. dbran az ABP haromszog koré irt p korének kozéppontja az O pont.
A p korben az ABPZ =40° keriileti szog, ez a sz6g ahhoz az AP ivhez tartozik, amelyen
az A pontbol a P pontba negativ irdnyban haladva juthatunk el. 1 pont

Az AOPZ pediga p korben ugyanehhez az ivhez tartoz6 kdzépponti szog.
fgy a keriileti és kozépponti szogek tétele alapjan AOPZ=2- ABPZ=80°. 2 pont

Legyen az O pontnak az AP egyenesre vonatkozdé tiikkorképe a K pont.
A tengelyes tlikrozeés a szogek nagysagat nem valtoztatja meg, ezért

(1) AOP/ = AKPZ=80°. 2 pont
Ugyanakkor az ABC haromszog C cstcsanal fekvd belsd szogére

y=ACBZ=80°. 1 pont
Nyilvanvalo, hogy a K és C pontok az AP egyenesnek ugyanazon oldalan vannak, hiszen
P ponta BC oldal belsé pontja.
Eszerintaz AP egyenesnek ugyanazon oldalan levé K és C pontokbdl az AP szakasz
egyenld nagysagu szogekben latszik, ezért a K és C pont is rajta van az AP szakasz folé
rajzolt 80° -os latoszogkoriven. 2 pont

Ez azt jelenti, hogy a K pont rajta van a PCA haromszog koriilirt kérén, és éppen ezt
akartuk bizonyitani. 1 pont

Osszesen: 10 pont
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Megjegyzés: Megmutathato, hogy a feladat allitasa altalanosabb esetben is igaz.

Megoldasunk soran ugyanis lényegében csak azt hasznaltuk ki, hogy az ABCL = f és az
ACBZ =y jeloléssel ¥ =2/, valamint azt a fontos feltételt, hogy az O és B pontok az

AP egyenes altal hatarolt két félsik koziil ugyanabba a félsikba esnek.

Ezt ki kell egésziteniink azzal, hogy mivel y+ =30 ¢és y+  <180°, ezért 34 <180°,

azaz [ <60°.

Eszerint az allitas teljesiil minden olyan haromszogre, amelyben 0° < < 60°, tovabba
y=2,¢ésaz O és B pontok az AP egyenes altal hatarolt két félsik koziil ugyanabba a
félsikba esnek.
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