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1. feladat

Az {1,2,...,n} halmaz egy részhalmazat kicsinek nevezziik, ha iires vagy kevesebb eleme
van a legkisebb eleménél. Hany kicsi részhalmaz van?

Megoldas: A kicsi részhalmazok szamat K (n)-nel jellve, az elsé néhany n-re K(1) =1,
K(2) = 2, K(3) = 3, K(4) = 5. Ennek alapjan azt sejtjiik, hogy K(n) = fnt1, az
(n + 1)-edik Fibonacci-szam (f1 = fo =1, és f, = fn—1 + fu_2, han > 2). (1 pont)

Mivel K (1) = fo és K(2) = f3, ezért elég belatni, hogy a K(n) fiiggvény is eleget tesz a
Fibonacci-féle rekurzionak, azaz n > 2-re K(n) = K(n — 1) + K(n — 2) (). (3 pont)

Soroljuk két osztalyba {1,2,...,n} kicsi részhalmazait aszerint, hogy az n szamot nem
tartalmazzak (A), illetve tartalmazzak (B). Az A-beliek szdma nyilvan K (n —1). Igy elég
megmutatnunk, hogy a B-beliek szama megegyezik {1,2,...,n — 2} kicsi részhalmazainak
a szamaval. Ehhez kolcsonosen egyértelmii megfeleltetést 1étesitiink kozottiik, éspedig a
kovetkezGképpen. (3 pont)

Ha a B-beli H halmaz elemei a1 < as < --- < ax_1 < ar = n, ahol a feltétel szerint
1 < k < ay, akkor a H-nak megfelel§ H' halmaz alljonaz a1 —1 < < as—1<--- < ap_1—1
elemekbdl (k = 1 esetén H' {ires). Mivel a1 —1<n—-2¢ésk<a; < k—1<a; —1,

ezért H' valoban {1,2,...,n — 2} egy kicsi részhalmaza. Az is vilagos, hogy minden ilyen
halmaz elGall egy B-beli halmaz képeként, és a megfeleltetés kolcsonosen egyértelmd.
(3 pont)

(Osszesen 10 pont)

Egy masik bizonyitasi lehetGség a kovetkezs. Az {1,2,...,n} halmazban egy j elemi

részhalmaz pontosan akkor kicsi, ha nem tartalmazza az 1,2,...,7 elemek egyikét sem,

tehat mind a j eleme a 7+ 1,75 + 2, ..., n szdmok koziil keriil ki. Ennek alapjan a j elemd

n—=7j
J

kicsi részhalmazok szama ( . Innen

K(n) = Lnf (” ~J ) (5 pont)



-1 -1
Ennek a képletnek az alapjan, az ( 8) = (S > + (s ) Osszefiiggés felhasznélasaval
m m m—1

kénnyen igazolhaté a (x) rekurzio. ) (5 pont)
(Osszesen 10 pont)

2. feladat

Anna tetsz6legesen beosztja az n+ 1,n+2,...,n+ 2k szamokat k darab diszjunkt parba.
Ezutan megmondja Balédzsnak, mennyi az egyes parokban az elemek szorzata. Legyen f(n)
az a maximalis k, amelyre ebbdl a k£ darab szorzatértékbdsl Balazs mindig ki tudja talalni
az Anna &ltal gondolt szamparokat. Bizonyitsuk be, hogy vannak olyan ¢ és d, az n-t6l
fliggetlen pozitiv konstansok, hogy minden elég nagy n-re cy/n < f(n) < dy/n.

Megoldas: Eloszor a fels6 becslést igazoljuk. Az aq,as,...,a¢ szamokat ugy fogjuk
megadni, hogy
ai1as = asag, a3a4 = a5ao és as5ae = A104 (1)

teljesiiljon. Ekkor, ha Anna ezt a hat szamot akar (ay,as2), (a3, a4), (as,ag), akar (as, ag),
(ag2,as5), (a1,a4) parokba osztja, ugyanazok a szorzatok jonnek létre, tehat Balazs nem
tudja kitalalni a parositast.

Legyen t egy késGbb n-t6l fiiggGen alkalmasan megvalasztando6 pozitiv egész, és legyen

a; = (t=2)(t+2) = t*—4, ay = (t—1)t = t*—t, az = (t—2)t = 1> —-2t,
ag = (t—1D)(t+1)=1t>~1, as=(t—-2)t+1)=t*~t—-2, ag= (t—1)(t+2) =t>+t—2.

Ekkor (1) fennall. Az a; szamoknak n + 1 és n + 2k kozé kell esniiik. Mivel ¢ > 2-re a3 a
legkisebb és ag a legnagyobb a hat szam koziil, ezért ez azt jelenti, hogy

n+l1<as=t>—2t—1 és ag =t>+t—2<n+2k

kell, hogy teljesiiljon. Az els6 egyenlStlenségbdl t > 1++/n + 3, tehat a legkisebb lehetséges
valasztas t = 1+ [v/n + 3] (ahol [z] az x szam felsS egészrészét jeloli, azaz a legkisebb,
x-nél nem kisebb egész szamot). Ezt a masodik egyenlStlenségbe beirva

2k > (t—1)(t+2) —n=[vVn+3|([Vn+3] +3) —n.

Ez biztosan teljesiil, ha

2k>(vn+3+1)(Vn+3+4)—n=n+3+5vn+3+4—n=5vn+3+7,

azaz elég nagy n-re k > 3y/n esetén a fenti konstrukcié megvalosithato. (5 pont)
Az als6 becsléshez megmutatjuk, hogy f(n) > [/n/2], mert

(n+b1)(n+b2):(n+bg)(n—|—b4), 1<b; <by < né81§b3<b4§\/ﬁ

teljesiilésébdl by = by és by = by kivetkezik (azaz ekkor barmelyik par szorzata kiillonb6zé
eredményt ad). A beszorzas elvégzése és Gsszevonasok utan (by +bg —bs —by)n = bsbs—b1by
adodik. A jobb oldali, n-nel oszthatd egész szam abszolit értéke kisebb n-nél, tehat csak 0
lehet, azaz 0 = bgby — b1by = by + by — b3 — by. Ez azt jelenti, hogy g(x) = (x4 b1)(z+b2)—
—(x 4 b3)(x + by) a nulla polinom (minden egyiitthatoja nulla), vagyis (z + b1)(x + b2) és
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(x + bs)(x + bsy) mint polinomok azonosak, és igy a gyoktényezds alak egyértelmiiségébdl a
kivant by = bs, bo = by kovetkezik. (Ugyanezt gy is megkaphatjuk, hogy a by +bs = b3 +by
(%) egyenlGség négyzetébdl levonjuk a biby = bsby egyenlGség 4-szeresét, négyzetgyokot
vonunk, és az igy adodo be — by = by — bz Osszefiiggést hozzaadjuk (xx)-hoz, illetve levonjuk
abbol.) (5 pont)

(Osszesen 10 pont)

3. feladat

Az ABC héaromszog A-val atellenes oldalan felvettilk az A; pontot, a B-vel atellenes
oldalon Bj-et, a C-vel atellenesen C1-et ugy, hogy az AA;, BB, C'C szakaszok athaladnak
ugyanazon a P ponton. Bizonyitsuk be, hogy

AP-PA;+BP -PB; +CP PC; < %(BCQ+CA2+ABQ).

Megoldas: A tomorség kedvéért hasznaljuk az S = AP - PA, + BP - PB; + CP - PCh,
a= BC, b= CA, c = AB jelléseket, ezekkel a bizonyitando allitas S < (a? + b* + ¢2)/3.

Legyen
PA, _ PBy PC

A4, Y7 BB, © T ooy

Célunk, hogy S-et kifejezziik a, b, ¢ és x, y, z segitségével. Nyilvan AP-PA; = x(1—x)AA3,
BP-PB; =y(1 —y)BB? ¢s CP- PCy = 2(1 — 2)CC%.

xr =

A B

Az x, y, z ardnyszamok rendre egyenl6k a BCP, C AP, illetve ABP részharomszogek
teriiletének az ABC haromszog teriiletéhez viszonyitott ardnyaval, ezért egyrészt érvényes
az x +y+ 2z = 1 egyenlGség, masrészt x, y és z egymas kozti aranyai megegyeznek ezeknek
a részharomszogeknek a teriiletardnyaival. Két ilyen részharomszégnek van kozos oldala
(példaul ABP és CAP esetében AP), teriiletaranyuk tehat az ehhez az oldalhoz tartozo
magassagaik aranya, ami pedig az ABC' haromszog szemkozti oldalanak két szelete kozti
arannyal (a példaban A; B és C'A; aranyaval) egyenls. Ezért

y:2=CA: A1B, z:x=AB;:BC ¢és x:y= BC;:CiA.
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Ezt felhasznélva az AA;, BBj, C’C’i vektorok az alabbi moédon irhatok fel az ABC harom-
szog oldalvektorai segitségével:

o yA§+zA8 L ZBZ%—}-:L‘BZ e wC71+yC§
A, =2 """ B =""""""" (OCi="—"-—"7"7"
Y+ z zZ+x r+y

Ezekbol skalaris szorzast alkalmazva képleteket kaphatunk AA%-re, BB3-re és CC%-re;
példéaul AA; esetében

AA? = ;2(3;202 + 2% + 2yz1ﬁ . B)

(y + 2)

Itt a® = (@—B)Q :bz+02—21@'@miatt 21@‘@:b2+c2—a2, ezzel tehat

1
AAT = SR (2 4+ 2% + yz(b* + ¢ — a?)) =
—Yyz 2 z 2 Y 2
— b _J

(1—m)2a +1—m —i_l—xc7

ahonnan s
AP-PA; =x(1 —2) AA? = —%cf + 2z b? + 2y 7.

-

Hasonl6 formulakat kapunk a mésik két szorzatra is, ezeket végiil 6sszeadva a bizonyitandd
egyenl6tlenség bal oldalara az

S = 2yz—% a® + 22z — Y% v’ + 2xy—% =
11—z 1—y 1—2
1 1 1

=yz (3 — a?+zx(3— — |2 4ay(3— c?
1—=x 1—y 1—=2

képlet adodik. (3 pont)
Ratériink az S < (a?+b2+c?)/3 egyenl6tlenség igazolasara. Ehhez csak annyit hasznalunk
fel, hogy a fenti formulaban a, b, ¢ valamely haromszog oldalai (tehat olyan pozitiv
szamok, amelyekre a harom héaromszogegyenlGtlenség érvényes), tovabba z, y, z nem-
negativ szamok, melyekre x + y 4+ z = 1.

Az egyenlStlenség nyilvanvalé moédon érvényes, ha a fenti képletben mind a?, mind b2,
mind ¢? egyiitthatoja 1/3-nal kisebb. Elgszor megmutatjuk, hogy ez igy van, ha z, y
és z mindegyike legalabb 1/6. (Altaldban nem varhaté, hogy az egyiitthatok mind 1/3-
nal kisebbek legyenek, példaul ha z = 0 és y = z = 1/2 (vagyis amikor P a BC' oldal
felez6pontja), a? egyiitthatoja 1/2.)

Tegyiik fel tehat, hogy x,y,z > 1/6, és tekintsiik példaul a? egyiitthatojat (a masik ketts
esetében hasonloképpen lehet eljarni). Az yz szorzatot

e () - () = () - (5)
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alapjan lehet feliilrél becsiilni, és ezzel valoban

2 2
1 1—x 1 5
— < — < | — .
(o) = (57) ()= ()
Ugyancsak konnyt ellendrizni, hogy mindharom egyiitthaté 1/3-nél kisebb, ha z, y és
z koziil kettd is kisebb 1/6-nal. Az egyiitthatokat add haromtényezds szorzatok tényezoi

k6zott ugyanis ekkor mindharom esetben szerepel olyan, amelynek az értéke 1/6-nal kisebb,
a masik két tényezs pedig legfeljebb 1, illetve 2. (3 pont)

2
16

<

Wl

9
5

Tekintsiik végiil a fennmarado6 esetet, vagyis amikor z, y és z kozil pontosan az egyik
kisebb 1/6-n4l. Feltehetjiik, hogy x < 1/6, ekkor 1/6 <y, z < 5/6.

Ilyenkor a? egyiitthatoja nagyobb lehet 1/3-nél, ezért ebben az esetben annak az 1/3-ot
meghalado részét atcsoportositjuk a masik két taghoz. Ekozben felhasznaljuk a harom-
szogegyenl6tlenségbdl nyerhets a? < (b + ¢)? = 2b% + 2¢® — (b — ¢)? < 2b + 2¢? becslést:

b o) el ) )
oo ) o)1)

Azt akarjuk belatni, hogy itt b2 és ¢ egyiitthatoja is legfeljebb 1/3. Elég b? egyiitthatojat
megvizsgalni, hiszen a masik ebbdl atbettizéssel szarmazik. Allitasunk tehat az, hogy

1 1
ze (3 — —— | +2yz (3 — < I
1—y 1—=x

Ennek igazolasahoz folhasznaljuk, hogy 1-nél kisebb z-re és y-ra érvényesek az

1 1
> 14z, illetve —— > 4y
1—=z 1—y

egyenl6tlenségek, és ezért elegend6 azt megmutatni, hogy
zx(3 —4y) +2yz(2 —z) < 1,
illetve ezzel egyenértékd modon azt, hogy
3zx + 4dyz — 6zyz < 1.
A bal oldalon y > 1/6 miatt 6xyz > zx, ezért elég belatni, hogy 2zx + 4yz < 1. Itt
y+2z=1—x miatt yz < (1 — )?/4, tehat elegends a 2zz + (1 — x)? < 1 egyenlétlenséget
bebizonyitani. Atrendezéssel ez egyenértéki x(x 422z —2) < 0-val, ami pedig nyilvanvaloan

igaz, hiszen 0 <z < 1/6 és z < 5/6. (4 pont)
(Osszesen 10 pont)



