3 Oktatasi Hivatal

A 2016/2017. tanévi
Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
elso6 fordulo
MATEMATIKA I. KATEGORIA
(SZAKGIMNAZIUM, SZAKKOZEPISKOLA)

Javitasi-értékelési atmutatd

1.  Egy hurtrapéz pontosan harom oldalanak hosszusaga egyenld, a negyedik oldal hossza
eltér a tobbitél. Tudjuk, hogy a kétféle oldalhossz Gsszege 50 cm, a hurtrapéz teriilete
375 cm?. Mekkorak a htrtrapéz oldalai?

Megoldas:
A hurtrapéz parhuzamos oldalai nem lehetnek egyenlk, mert akkor a négyszog paralelogramma

lenne, és ebben az esetben nem lehetne pontosan harom azonos hosszusagu oldala. 1 pont
Jeloljiik a trapéz harom, egyenld hosszusagu oldalanak hosszat b-vel, ekkor a negyedik, b-t6l
kiilonb6z6 hosszusagh oldal hossza legyen a, a feltétel szerint ezek 6sszege

a+b=50cm.

A trapéz magassagat m-mel jeldlve a trapéz teriilete

a+b
S m= 375 cm?.
Innen a + b = 50 beirasaval azt kapjuk, hogy
m = 15 cm. 2 pont
Az a és b hosszusagok kiilonbozok, ezért a > b, vagy a < b lehetséges. 1 pont

Ha a > b, akkor a csak a trapéz hosszabbik parhuzamos oldala lehet (1. abra).

D b C
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Az 1. dbra BCE derékszogl haromszogében

a—b_50—2b_

BE =
2 2

25 —b. 1 pont

Felirjuk a Pitagorasz-tételt a BCE deré¢kszogli haromszogre:
152 + (25 — b)? = b
A miveletek elvégzése utan azt kapjuk, hogy b = 17 cm, és ezért a = 33 cm.
A hurtrapéz harom oldala tehat b = 17 cm, a negyedik oldala pedig a = 33 ¢m hosszusagu. 1 pont

Vizsgaljuk meg az a < b esetet is (2. abra). Ekkor az a hosszlsagu szakasz csak a trapéz
rovidebb parhuzamos oldala lehet.

D a C

A b E B
2. abra
A fenti gondolatmenet szerint
b—a 2b-50
BE =——=—>—=b-25 1 pont

A Pitagorasz-tételt a BCE derékszogli haromszogre alkalmazva:

152 + (b — 25)% = b2.
A miveletek elvégzése utan azt kapjuk, hogy b = 17 cm és ezért a = 33 cm. 1 pont
Ez azonban az a < b feltétel miatt nem allhat fenn. 1 pont

Minden lehetséges esetet megvizsgaltunk és azt kaptuk, hogy a feltételeknek egyetlen trapéz
felel meg, ennek parhuzamos oldalai AB = 33 ¢cm, CD = 17 cm, a trapéz szérai

BC = DA = 17 cm hosszusaguak. 1 pont
Osszesen: 10 pont
b_
Megjegyzés: a BE = | Zal jeloléssel az a < b és a > b esetek egyszerre targyalhatok.
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2. Oldja meg a valds szamparok halmazan az
5x +8-,/xy + 5y = 113
(2-vx+.y) (Wx+2-\/y)=56

egyenletrendszert!

Megoldas:
A négyzetgyok értelmezése miatt x = 0 ésy > 0. 1 pont

Az els6 egyenlet mas alakba irasabol kovetkezik, hogy
(1) 5-(x+y)+8-/xy=113.

A masodik egyenletbdl a miiveletek elvégzésével azt kapjuk, hogy

2x + 2y + 5+ /xy = 56,
ahonnan

(2) 2-(x+y)+5-\/x—y=56. 1 pont

Alkalmazzuk az a = x + y és b = \/xy helyettesitéseket, ezekkel az (1) és (2) egyenletekbdl
az

(3) S5a + 8b = 113,
2a +5b =56
elséfoku egyenletrendszerhez jutunk. 2 pont

A (3) egyenletrendszert a behelyettesitd, vagy az egyenld egyiitthatok modszerével megoldva
az
a=13,b=6
megoldast kapjuk. 2 pont
Eszerint x + y = 13 és ,/xy = 6, utobbibodl négyzetre emeléssel xy = 36 kovetkezik.

Mivel y = 13 — x, ezért x - (13 — x) = 36, ahonnan a miiveletek elvégzésével és

rendezéssel adodik, hogy

(4) x? —13x + 36 = 0.

A (4) egyenlet megoldasai x; = 4 és x, = 9.

Innen y = 13 — x-bdl azonnal kovetkezik, hogy y; = 9 és y, = 4. 2 pont

Az egyenletrendszer megoldasai tehat az x; = 4,y; =9 és x, = 9,y, = 4 szdmparok. 1 pont

Behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy ezek a szdmparok a kiinduld egyenletrendszer mindkét
egyenletét kielégitik, ezért valoban megoldasai a feladatnak. 1 pont

Osszesen: 10 pont

Megjegyzés: mivel x > 0,y > 0, ezért x = \/EZ ésy = yz, ezért bevezethetjiik a vVx = a,
\/; = b jeloléseket, innen az 5a2 + 8ab + 5b? = 113, 2a? + 5ab + 2b? = 56
egyenletrendszert kapjuk, amelyet megoldva a = 2,b = 3 vagy a = 3,b = 2 adddik.
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3. Egy labdarigo csapat 11 jatékosanak magassagmérését végzi a csapat orvosa. Az elsé
jatékos magassaganal 1 cm-rel kisebb az els6 két jatékos atlagmagassaga, viszont az
elso két jatékos atlagmagassaganal 1 cm-rel nagyobb az elsé harom jatékos
atlagmagassaga. Az els6 harom jatékos atlagmagassaganal 1 cm-rel kisebb az els6
négy jatékos atlagmagassaga, és igy tovabb. Mekkora a legmagasabb jatékos
magassaga, ha a legalacsonyabb jatékos éppen 174 cm-es?

1. Megoldés:
Legyen a mérési sorrendben elso jatékos testmagassaga x cm.

Ekkor a feladat feltétele szerint az elsé két jatékos magassadganak atlaga x — 1 cm. 1 pont
Ez pontosan azt jelenti, hogy a sorrendben masodik jatékos magassaga x — 2 cm, hiszen

x+(x—2)

i x—1. 1 pont

A feltételbdl kovetkezik, hogy az els6 harom jatékos atlagmagassaga x cm, ami csak Ggy
lehetséges, hogy a harmadik jatékos magassaga x + 2 cm, mert

x+(x—2;+(x+2)=3?x=x. 1 pont

Ennek megfeleléen a negyedik jatékos magassaga x — 4 cm kell legyen, és a feltételekbdl az
is kovetkezik, hogy az 6todik jatékos magassaga x + 4 cm. 2 pont

Ehhez hasonloan kapjuk, hogy a hatodik és hetedik jatékos magassaga x — 6 cm, illetve
x + 6 cm, mig nyolcadik és kilencedik jatékos magassaga x — 8 cm, valamint x + 8 cm,

végiil a tizedik és tizenegyedik jatékos magassaga x — 10 cm, illetve x + 10 cm. 1 pont

Ezekbol kovetkezik, hogy a legalacsonyabb jatékos magassaga x — 10 cm,
0 all a mérési sor utolso elotti helyén. 2 pont

A feladat feltétele volt, hogy a legalacsonyabb jatékos 174 cm-es, ezért
x — 10 = 174 cm, ahonnan x = 184 cm kovetkezik. 1 pont

A legmagasabb jatékos magassaga viszont x + 10 cm, ez x = 184 cm alapjan azt jelenti, hogy
a legmagasabb jatékos 194 cm-es. 1 pont

Osszesen: 10 pont
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2. Megoldas:

Az els6 néhany jatékos magassaga egyenletrendszer megoldasaval is kiszamithato.

Legyenek a mérési sorrendben vett magassagok rendre: hy, h,, hs, ..., hq;. 1 pont
A feltételek alapjan:
ho_1= hy + h,
1 - 2 .

Ebbdl az egyenletbdl azt kapjuk, hogy
(1) h, = hy — 2. 2 pont

A feladat feltételei szerint az is teljesiil, hogy
h1+h2+1_h1+h2+h3

2 3 '

ahonnan h, = h; — 2 behelyettesitésével
2) hs = hy + 2. 2 pont

Felirhatjuk a feladat feltételeinek megfelelé tobbi egyenletet is, amelyekbdl az (1) és (2)
Osszefiiggésekhez hasonléan valamennyi mért magassagot kifejezhetjiik hq-gyel, ezek a
kovetkezok:
hy = hy —4, hs = hy + 4,
he = hy — 6, h; = hy + 6,
hg = hy — 8, hg = hy + 8,
hyo = hy — 10, végiil hy; = hy + 10. 2* pont

Nyilvanval6, hogy a legalacsonyabb jatékos magassaga h,;y = h; — 10, 6 all a mérési sor
utolso eldtti helyén.
A feladat feltétele szerint a legalacsonyabb jatékos 174 cm-es, ezért

h10 = h1 —10=174 cm,

ahonnan egyszerli szamolassal adodik, hogy hy = 184 cm, tehat a mérési sorban elsé jatékos
magassaga 184 cm. 1 pont

Az is nyilvanvald, hogy a mérési sorrendben utolsé jatékos magassidga a legnagyobb, mert
h11 = hl + 10
A legmagasabb jatékos magassaga tehat h;; = 194 cm. 2 pont

Osszesen: 10 pont
Megjegyzés: a 2* pontot akkor is megkaphatja a versenyz6, ha a h, és h; magassagok h,-gyel

valo kifejezése utan nem oldja meg mindegyik egyenletet, de felismeri és megindokolja a
hypn = hy —2nés hypy1 = by +2n (n = 1,2, 3,4, 5) Osszefiiggéseket.
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4. Az ABCD paralelogrammaban AB = 28 egység és AD = 42 egység.
A D pontot a BC oldal E pontjaval 6sszekoté egyenes és az AB egyenes metszéspontja
F. Tudjuk, hogy az ABED négyszogbe kor irhatd, valamint azt, hogy a BFE és az EDC
haromszogek beirt koreinek sugara megegyezik.
Hatarozza meg a DAB4 nagysagat!

Megoldas:
Készitsiink a feltételeknek megfeleld abrat (3. dbra).

D

(o]

,

,

Ry
L

A
3. abra
A BFE és az EDC haromszogekben BEF#A = CED4#4 mert csucsszogek, ugyanakkor a CD és
BF oldalak parhuzamossaga miatt FBE4 = ECD4, illetve BFE4 = EDC4, mert ezek a
szogparok valtoszogek.

Ezeket felhasznalva a BFE ¢és az EDC haromszogek megfeleld szogeinek nagysaga egyenld,
tehat a két haromszog hasonlo. 1 pont

A feltételek alapjan azt is tudjuk, hogy a BFE és az EDC haromszogek G, illetve H
kozéppontu beirt kdreinek sugara egyenld, ez pedig a két haromszog hasonldsaga alapjan azt
is jelenti, hogy a haromszogek egybevagok. 2 pont
Ebbdl kovetkezik, hogy BE = CE, ezért az E pont a BC szakasz felez6pontja. 1 pont

Az ABCD paralelogramma szemkozti oldalai egyenld hosszuak, ezért BC = 42 egység, igy

BE = CE = 21 egység. 2* pont
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A feladat feltételébdl tudjuk, hogy az ABED négyszogbe kor irhato, €z a négyszog tehat
érinténégyszog. Teljesiil ra az érintdnégyszogek tulajdonsaga, vagyis az, hogy szemkdzti
oldalai hosszanak Osszege egyenld. Az érinténégyszogek tulajdonsaga alapjan:

BE 4+ AD = AB + DE.
Ebbdl a BE = 21,AD = 42 ¢és AB = 28 értékek behelyettesitése utan

DE = 35 egység
adodik. 1 pont

Az EDC haromszogben tehat DE = 35 egység, CD = 28 egység, tovabba CE = 21
egyseg.

CE =3-7,(D =4-7¢és DE =5 -7 alapjan vegyiik észre, hogy
CE? + CD? = DE?, 1 pont

ebbdl a Pitagorasz-tétel megforditasa szerint az kovetkezik, hogy az EDC haromszog
derékszogli, mégpedig

DCE4 = 90°. 1* pont

Az ABCD paralelogramma szemkozti szogei egyenlok, ezért DCE4 = DABA., igy azt
kapjuk, hogy
DAB# = 90°.

Ezzel azt is belattuk, hogy az ABCD paralelogramma téglalap. 1 pont
Osszesen: 10 pont

Megjegyzések:

e aversenyzO a 2* pontot akkor is megkapja, ha a kovetkezokre hivatkozik:
a BFE és EDC haromszogek egybevagdsaga miatt BF = 28 egység, tehat B az AF
szakasz felezOpontja. Ugyanakkor BE|| AD, ezért az FAD haromszog kozépvonala
BE, a kdzépvonal tulajdonsaga miatt pedig BE hossza az AD szakasz hosszanak
fele, tehat BE = 21 egység, és igy CE = 21 egység

e aversenyz6 az 1* pontot nem kaphatja meg, ha a Pitagorasz-tétel megforditasa
helyett a Pitagorasz-tételre hivatkozik

e aDAB4A az FAD haromszogre alkalmazott koszinusztétellel is kiszamolhato
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5. Valaki 1-t6l indulva 6sszeadta a pozitiv egész szamokat és eredményiil 2016-0t
kapott. Utdlag rajott, hogy az dsszeadas soran tévedett. Az egyik szamban felcserélte
az egyesek ¢€s a tizesek helyén allo két kiillonbdzd szamjegyet, amelyek koziil
pontosan az egyik primszam, €s az igy kapott szdmmal végezte az 6sszeadast.
Meddig adta 6ssze a szamokat és melyik szamot rontotta el?

Megoldas:
Legyen a feltételek szerint a helyes Osszegben szerepld, a szdmjegyek felcserélésével

elrontott, legalabb kétjegyli szam A, ebben a tizesek és az egyesek helyén alloé szamjegyek
legyenek rendre a és b.

Ekkor az A szam felirhato
A=B+10a+b»b

alakban, ahol B az utolsé két szamjegy levagasaval keletkez6 szam, ez a szam 0 is lehet.
Ha az A szamban folcseréljilk az a és b szamjegyeket, akkor az igy kapott A’ szam a
kovetkezoképpen irhato fel:

A'=B+10b +a. 1 pont

Ha a pozitiv egész szamokat 1-t61 kiindulva egy bizonyos pozitiv egész szamig Osszeadjuk,
akkor a kétféle 6sszeg kiilonbsége éppen

(1) AA—A=9-(b—a)
lesz. 1 pont

Az (1) kiilonbség legfeljebb 81 lehet, mivel a és b kiilonbdz6 szamjegyek, tovabba a hibas
¢s a helyes Osszeg kiilonbsége (1) szerint 9-cel oszthato. 1 pont

A fentiek szerint az 6sszeadas helyes 0sszege ezért a 2016-t61 legfeljebb 81-gyel térhet el
¢s a kiilonbség 9-cel oszthatd, vagyis, ha a helyes 0sszeget S-sel jeldljiik, akkor

(2) 1935 < § < 2097,
ahol S € N. 1 pont
Ha az 6sszeadas 1-t61 kiindulva 61-ig tortént volna, akkor az 6sszeg
1+61
> 61 = 1891

lett volna, ez (2) szerint nem lehetséges. Hasonloképpen nem torténhetett az 6sszeadas
61-n¢l kisebb szamig sem.
Ha az 6sszeadas 1-t61 kiindulva 65-ig tortént volna, akkor az 6sszeg

1+65
65 = 2145

lett volna, ez (2) miatt szintén nem lehetséges. Ugyancsak nem torténhetett az sszeadas
65-nél nagyobb szamig sem.
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Az eddigick szerint az 6sszeadas 1-t61 kiindulva 62-ig, 63-ig, vagy 64-ig tortént. 1 pont

Az 6sszeadas nem valosulhatott meg 1-t61 Kiindulva 64-ig, mert akkor az 6sszeg

1+ 64

64 = 2080
2

lett volna, amelynek a 2016-t6] valo eltérése 64, de ez a kiilonbség 9-cel nem oszthato.

Ha 1-t61 63— ig adta volna 0ssze a pozitiv egész szamokat, az 6sszeg éppen 2016 lenne, azaz
nem lett volna szamjegycsere. 1 pont

Az egyetlen lehetséges eset, ha 1-t6] 62-ig tortént az Gsszeadas.

Ekkor a helyes 0sszeg

1+62
62 = 1953

értéket ad, ez 63-mal kevesebb, mint a 2016, és ez a kiilonbség 9-cel oszthato. 1 pont

Ez pedig (1) alapjan azt jelenti, hogy a hibas és helyes dsszeg kiilonbsége
A'—A=9-(b—a)=63,igy

3) b—a=7. 1 pont
Figyelembe véve, hogy a feltétel szerint az elrontott szam egyik szamjegye prim, a (3)
Osszefliggés a b = 9,a = 2vagy a b = 7,a = 0 szdmpérokra 4ll fenn. 1 pont

Ugyanakkor a b = 7,a = 0 szampar nem megoldasa a feladatnak, mert az ezekbdl képzett,
¢s a helyes 0sszegben szereplé 10a + b szam nem kétjegyii.

Eszerint az Osszeadds 1-t6l 62-ig tortént, az elrontott szdm a 29-es volt, és a hibas
osszeadaskor 29 helyett 92 hozzaadasa valosult meg, igy alakult ki a hibas 2016-o0s dsszeg. 1 pont

Osszesen: 10 pont
Megjegyzés: eredményiink szerint az Osszeadds sordn egyjegyli és kétjegyll szamok

Osszeadasa tortént, ezért az A = B+ 10a + b illetve A" = B + 10b + a egyenletekben
szerepld B szdmra nyilvanvaléan B = 0 teljesiil.
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6.  Bizonyitsa be, hogy ha a, 5,y egy haromszog szogei, akkor

V1 —cos2a + /1 — cos2B > /1 — cos2y!

1. Megoldés:
Ismert trigonometrikus azonossagot alkalmazva

1 —cos2a = 2-sin®a, 1 — cos2f = 2 - sin?p, illetve 1 — cos2y = 2 - siny.

Ezekkel az atalakitasokkal a bizonyitand6 egyenlStlenség:
(1) V2sinZa +/2sin2B > /2sin?y.

A négyzetgyok tulajdonsaga alapjan (1) atalakithato:
(2) V2 - |sina| + V2 - |sinB| > V2 - |siny|,

ezért (2) a bizonyitandoval ekvivalens egyenlétlenség.

Mivel a, B,y egy haromszog szogei, ezért sina, sinf és siny pozitiv szamok,

igy (2) mindkét oldalanak v/2-vel valé osztasa utan az egyenlStlenséget az abszolut-érték

jele nélkiil is felirhatjuk, tehat a bizonyitando egyenl6tlenség:
(3) sina + sinf > siny.
A pozitiv siny tényezdvel osztva (3) mindkét oldalat:

sina  sinf
—_—t—>1
siny  siny

a bizonyitando.

Legyenek a haromszog a, 8,y szdgeivel szemben levo oldalak hossziisagai rendre a, b, c.

. . B . Sina a . . sinf b , ,
Felirjuk a szinusztételt, amely szerint —— = —, valamint —— = —, és igy az
siny c siny c

a b

4) z + p >1

bizonyitandd egyenldtlenséghez jutunk.

A (4) egyenl6tlenségbdl a pozitiv ¢ szammal torténd szorzas utan kapjuk, hogy
a+b>c,

ez pedig a minden haromszdgre igaz haromszogegyenldtlenség.

Atalakitasi 1épéseink megfordithatok voltak, tehat a kiindulasi egyenlStlenség igaz.

Osszesen:

1 pont

2 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

10 pont
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2. Megoldas:

Legyen R a haromszog koriilirt korének sugara, az «, 5,y szogekkel szemkdzti oldalak
hossza rendre a, b, c.

A haromszog «a szdge lehet hegyesszog, tompaszog, vagy derékszog, az elsé két esetet a 4.
abra szemlélteti.

T~

4. jbra

A kertileti és kozépponti szogek 0sszefliggése szerint az a oldalhoz tartozé kozépponti szog
2a. 1 pont

A 4. dbra OBC haromszdgeiben felirva a koszinusztételt:
a’? =R?*+ R? —2R ‘R - cos2a,

illetve
a’? = R?+ R? — 2R R+ cos(360° — 2a). 1 pont
Mindkét egyenlet az
(1) a? = 2R? - (1 — cos2a)
egyenletre vezet, hiszen egy trigonometriai azonossag szerint cos(360° — 2a) = cos2a. 2 pont

Nyilvanvald, hogy a > 0 és R > 0, ezért (1) szerint 1 — cos2a > 0, igy

(2) a=R-\2-V1-cos2a. 2 pont

Végil, ha a = 90°, akkor a = 2R.
A (2) osszefiiggés azonban ekkor is fennall, hiszen 2a = 180°,
ezért cos2a = cos180° = —1, ésigy a = R - v/2-+/2 = 2R valdban igaz. 1 pont

OKTV 2016/2017 11 1. forduld



Matematika I. kategoria

A (2)-h6z hasonldan adddnak a

(3) b=R-v2-J1-cos2p

és
(4) c=R-V2-/1—cos2y
Osszefiiggések is. 1 pont

frjuk most f6l a minden haromszogre érvényes haromszog-egyenlétlenséget:
) a+b>c. 1 pont

Helyettesitsiik az (5) egyenl6tlenségbe az a, b, ¢ oldalhosszakra vonatkozo (2), (3) és (4)
eredményeket, ezzel

R-V2-vV1—cos2a +R V21— cos2B >R -\2-/1—cos2y,

ahonnan a nyilvan pozitiv R - V2 tényezével valé osztassal kapjuk a bizonyitando

V1 —cos2a + /1 — cos2f > /1 — cos2y
egyenldtlenséget. 1 pont

Osszesen: 10 pont

Megjegyzések:

e aharomszogegyenldtlenség miatt nyilvanvalod, hogy nem allhat fenn egyenldség

¢ a fentiekhez teljesen hasonldan bizonyithatd, hogy tetszdleges haromszogben a

V1 —cos2a + /1 — cos2y > /1 — cos2f
és

J1—cos2B + /1 —cos2y > V1 — cos2a

egyenldtlenségek is teljesiilnek
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