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MATEMATIKA

II. KATEGORIA
(GIMNAZIUM)

Javitasi—értékelési utmutatd

1. Van harom dobokockéank, feldobjuk mind a harmat. Azokat, amikkel hatost dob-
tunk, félretessziik. Ha mindharom hatos, abbahagyjuk a jatékot. Kiilonben a megmaradt
kockékkal Gijjra dobunk. Ezt addig ismételjiik, amig minden kockan hatos nem lesz. Mennyi
a valoszintisége, hogy legfeljebb harom dobés utan véget ér a jaték?

Megoldas: Tekintsiink egyetlen dobokockat és azt dobjuk fel haromszor. Annak a

5 125

valoszintisége, hogy a harom dobés egyike sem hatos p = (5)3 = 57¢- Tehat annak a

valoszintisége, hogy a hidrom dobésbdl legalabb egy hatos lesz g =1 —p = %. 3 pont

Most gondolatban jatsszuk gy a jatékot, hogy a félretett kockdkat is tovabb dobéljuk.

A jaték véget ér legfeljebb harom dobés utédn, ha mindharom kocka esetén az elsé harom

dobés valamelyike hatos. 2 pont
91

Ennek a valosziniisége ¢° = (m)3 ~ 0.0748. 2 pont

Osszesen 7 pont

2. Igazoljuk, hogy ha z, y, és z eleme a [—5, 3] intervallumnak, akkor

3z — 5y —ay + 15+ /3y — 5z —yz + 15+ V32 — bx — w2 + 15 < 12,
Mikor all fenn egyenléség?
Megoldas: A gyokjel alatti kifejezések szorzatta alakithatok:

VEr)B -9 +Vy+5)B-2)+/(z+5)B—2) < 12. 2 pont

Mivel az = valos szam az [—5; 3] intervallumbol valo, ezért ©+5 > 0 és 3 —x > 0. Hason-
l6képpen igaz ez az y és z szamokra is. A gyokjelek alatt minden zaréjelben nemnegativ
szam all, igy a bal oldal értelmezett. 1 pont
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A gyokjelek alatt szerepls zarojeles kifejezések elGjelére vonatkozd iménti észrevétel
alapjan felirhato a szamtani—mértani kozepek kozotti egyenlétlenség:

VFnE—y) < Tt
PRSP
VErnE-a) < TRt

Ezek megfelel6 oldalait dsszeadva éppen a bizonyitando egyenlGtlenséget kapjuk. 2 pont

Egyenl6ség akkor van, ha
r+H5=3—-y, y+5=3—2 2z4+5=3—-=x,

amib6l r = y = z = —1 adodik.
2 pont

Osszesen 7 pont

3. Hatarozzuk meg, mely a, b, c nemnegativ egész szamok esetén teljesiil:

3%+ 17-4° = &2

Megoldas: Megmutatjuk, hogy az egyetlen megoldés az a = 0,0 = 3,¢c = 33.
Amennyiben a értéke nem 0, akkor a bal oldalon 3* harommal oszthatd. Mivel minden
nemnegativ b esetén a 17 - 4° szorzat 3-as maradéka 2, ezért a bal oldal harmas maradéka
2. A jobb oldalon ¢? all, négyzetszam harmas maradéka nem lehet 2, igy nem kaphatunk
megoldast. 2 pont
Azt kaptuk, hogy a csak 0 lehet. Vonjunk ki mindkét oldalbol 3° = 1-et:

174 = —1=(c+1)(c—1).

A b értéke nem lehet 0, mivel a 17 prim és nem all el6 két olyan egész szam szorzataként,
amelyek kiilénbsége 2. 2 pont

A tovabbiakban b > 0, azaz a bal oldal paros, ebbdl kovetkezik, hogy ¢+ 1 és ¢ — 1 is
paros. A bal oldal primtényezés felbontasa 17 - 22, A jobb oldalon két szomszédos paros
szam all, ezek egyike 2-vel oszthato, de 4-gyel nem. 1 pont

Igy a bal oldalt tekintve a 17-et meg kell szoroznunk a 2 vagy a 2?°~'-nel ahhoz, hogy
megkapjuk a jobb oldali tényez6k egyikét. Mivel a jobb oldalon 4ll6 két tényezé kiilonbsége
2, ezért két lehetséges csoportositas maradt:

17-2=c+1, 2% 1=c—1; vagy 17-2=c—1, 2% 1 =c41.

Az els6bdl kapjuk, hogy ¢ = 33 és b = 3, a masodikbol nem kapunk megfelelé megol-
déast. 2 pont

Osszesen 7 pont
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4. Tekintsiik az ABCD hurnégyszoget. Az AC szakasz a hurnégyszog koré irhato k
korének az atmérGje. Az AD és BC egyenesek metszéspontja legyen M. A k kort a B
és D pontban érinté érinték az N pontban metszik egymast. Bizonyitsuk be, hogy AC
merdleges M N-re.

Megoldas: Jelolje a k kozéppontjat, azaz az AC' szakasz felez6pontjat O. Legyen
BCDZ/ =7, ez a BD ivhez tartozo6 keriileti szog, ezért a kozépponti szog BOD/ = 27. Az
N BOD négyszogben most mar harom szoget ismeriink, hiszen B-nél és D-nél derékszog

van, igy BND/ = 180° — 27. 1 pont
Tekintsiik az M DC' haromszoget, ebben D-nél derékszog van, hiszen rajta van AC
Thalesz korén, C-nél ~, tehat DMCZ = 90° — ~. 1 pont

Mivel NB = ND, ezért az N kozépponta N B sugari kor BD hurjahoz tartozo kézép-
ponti szog BN D/ = 180° — 27, a keriileti sz6g ennek fele. Mivel BMC/ = 90° — v, ezért
M is rajta van ezen a Koron. 2 pont

A k korben az AD ivhez tartozo keriileti szog legyen ACD/ = «, az AD ivhez tar-
tozd érintd szaru keriileti szog is ugyanekkora, ADN/ = a. Mivel ND = NM, ezért
NMD/ =NDM/ = a. 2 pont

Jelolje M N és AC metszéspontjat L. Az LM A haromszogben M-nél levs szog a. A
csucsszogek egyenlsk, MAL/Z = DACZ. Az ADC haromszogben D-nél derékszog van,
hiszen rajta van AC Thalesz korén, igy DAC'Z = 90° — . Azt kaptuk, hogy az LMA
haromszogben M-nél o, D-nél 90° — «v sz6g van. Ebbdl kovetkezik, hogy L-nél levs szoge
derékszog és ezzel az allitast igazoltuk. 1 pont

Osszesen 7 pont

Megjegyzés: A feladat allitdsa a polus-poléris ismeretében azonnal adodik. Az AC
és BD atlok P metszéspontjanak polarisa merdleges a P-n dthalad6 atmérére, mésrészt
ezen a polarison rajta van M és N is.
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