Oktatasi Hivatal

A 2016/2017. tanévi
Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny

donto fordulo

MATEMATIKA 1. KATJEGC')RIA
(SZAKGIMNAZIUM, SZAKKOZEPISKOLA)

Javitasi-értékelési Utmutatd

1.  Felirtuk egy tablara az 1, 2,3, ...,2015,2016 szamokat. Egy lépésben két tetszéleges
szamot letdrolve kdziluk, vagy az dsszegiiket, vagy a kiillonbségik abszolutértékét irjuk
helyettik a tablara. Ilyen 1épések sorozataval a tablan levé szamok darabszama csokken,
végul egy szdm marad a tablan.

Lehet-e az utolsd szam
a) 2017
b) 20167

Megoldas:
Kezdetben a szdmok 6sszege a tablan a szdmtani sorozat 6sszegképlete szerint

142016

> +2016 = 2033136.

€Y
Eszerint a feladatban leirt 1épések sorozatanak végrehajtasa el6tt a tablan levé szamok 6sszege
paros szam volt. 1* pont

Ha egy lépést végrehajtunk, és ennek soran a torolt szamok helyett az 6sszeglket irjuk a
tablara, akkor a tablan levé szamok Osszege nyilvanvaloan egyenld lesz a 1épés végrehajtasa
el6tti Osszeggel.

Ha pedig egy lépésben a torélt szamok helyett a killonbsegik abszolltértékét irjuk a tablara,
akkor a tablan levd szamok 0Osszege a kisebb szdm kétszeresével csokken a lépés eldtti
0sszeghez képest.

Tehat a megengedett lepések barmelyikének végrehajtasaval a tablan marad6 szamok 6sszege
vagy valtozatlan marad, vagy paros szammal csokken. 2** pont



Mivel a 1épéssorozat megkezdése el6tt a szamok dsszege paros volt, akkor ez azt jelenti,
hogy a lépéssorozat végén a tablan utoljara megmaradt szdm csak paros lehet, tehat 2017
nem maradhat a tablan. 1*** pont

A feladat b) részének megvéalaszolasahoz megadunk egy olyan konstrukciot, amely
bizonyitani fogja, hogy a tablan az utoljara megmaradt szam lehet 2016.

A konstrukcidé megadasahoz el6szor az 1,2, 3, ..., 2015,2016 szdmok kdzil olyan parokat
képeziunk, amelyek kilonbségének abszolutertéke 1008, ezek a szdmparok:

(1,1009); (2,1010 ); (3,1011);...; (1007,2015); (1008,2016),
ez pontosan 1008 darab szdmpar. 1 pont

A 1épéssorozat elsé részében egy-egy Iépés soran ezeket a parokat toroljik és helyettik a
kilénbséguk abszolutértékét, vagyis 1008-at irunk a tablara.
Ezutan 1008 darab 1008-as szerepel a tablan.

Az 1008 darab szambdl ismét parokat képezink, ezzel a tablan pontosan 504-szer fog
szerepelni az
(1008, 1008)
szampar. 2 pont

A kovetkez6 1épéssorozatban az 504 sz&mparbol 503 szampart torllnk, és helyettik a
kilonbséguk abszolutértékét, azaz 0-t irunk a tablara.
Az utolsé
(1008,1008)
szampart szintén toroljik, de itt a két szam Osszegét irjuk a tablara. 1 pont

Ezzel azt értik el, hogy a tablan 503 darab 0 és egy darab 2016-0s szam szerepel.

A tablan igy megmaradt 504 darab szammal a megengedett 1épések barmelyikét végrehajtva
a tablan szerepl6 0-ak mellett mindig pontosan egy darab 2016-0s marad meg. 1 pont

A konstrukci6 tehat valaszt ad a feladat b) kérdésére; eszerint a megengedett Iépések
alkalmazéasaval a tablan utoljara megmaradd szam lehet 2016, és ez a fenti konstrukcid
alkalmazéasaval meg is valosul. 1 pont

Osszesen: 10 pont



Megjeqyzés:

A versenyz6 a feladat a) részében a *-gal megjeldlt pontokat a kovetkez6 indoklas esetén
IS megkapja:

A 1épéssorozat megkezdése el6tt a tablan 1008 darab paros és 1008 darab paratlan szam
van. 1* pont

Vizsgaljuk a tablan lev6 paratlan szamok szamanak valtozasat.

Ha egy Iépésben két paros szamot torliink le, akkor helyettiik akar az 6sszegiiket, akar a
kilonbségik abszolutértékét irjuk vissza a tablara, az szintén paros lesz, ezért tablan
levé paratlan szamok szama nem valtozik.

Ha egy péros és egy paratlan szamot torliink le, akkor barmelyik megengedett lépést
valasztjuk, a tablara paratlan szdmot irunk vissza, tehat a paratlan szamok szama szintén
nem valtozik.

Végul, ha két paratlan szamot torlink le, akkor a tablara visszairt szam csak paros lehet,
ezeért a paratlan szamok szama kettével csokken.

Eszerint a Iépéssorozat barmely Iépése a tdblan levo paratlan szamok szdmat vagy
valtozatlanul hagyja, vagy kettével csokkenti. 2** pont

Mivel a Iépéssorozat megkezdése elbtt a paratlan szamok szama paros volt, akkor ez azt
jelenti, hogy a Iépéssorozat végén a tablan utoljara megmaradt szam csak paros lehet,
ezéert 2017 nem maradhat a tablan. 1*** pont



2. Asikon a C és D pontok az AB szakasz altal meghatérozott egyenes ugyanazon oldalara
esnek ugy, hogy az ABC és ABD haromszogek kordlirt kre azonos.
Legyen az ABC haromszdg beirt korének kdzéppontja E, az ABD haromszdg beirt korének
kdzéppontja F, a C és D pontokat nem tartalmazo AB iv felez6pontja G.
Bizonyitsa be, hogy az A, B, E, F pontok egy G kdzéppontu koron helyezkednek el!

1. Megoldas:

Készitsiink a feltételeknek megfeleld abrat, amelyen legyenek az ABC haromszog bels6 szogei

CAB4 = a, ABC4 = B és BCA4 = y (1. abra).

Nem serti az altalanossagot, ha feltessziik, hogy az ABC haromsz6g k koralirt korén az A

pontbol negativ iranyban haladva a pontok A; C; D; B sorrendben kovetik egymast.

Az ABD haromsz6g D csucsabdl a feltételek miatt az AB szakasz ugyanakkora szogben

latszik, mint a C pontbdl, ezért BDA4 = y. 1 pont

1. &bra
Legyen az ABD haromszdg masik két bels6 szoge DAB4 = 6§ és ABD4 = .

Az E és F pontok rendre az ABC és ABD haromszogek beirt kbreinek kbzéppontjai, tehat a két
haromszog belsd szogfelezdinek metszéspontjai.

Az ABC haromszogben ezért a CE egyenes felezi a y szoget, és igy felezi a y sz0ghoz tartozo,
a C és D pontokat nem tartalmazo AB ivet, azaz a CE egyenesre illeszkedik a G pont.

Mivel azonban a C eés D pontok az AB egyenes ugyanazon oldalan vannak és
BCA#% = BDA4 =,

ezért az ABD haromsz0g DF szogfelezdje ugyancsak athalad a G ponton, vagyis a CE és DF
egyenesek az ABC és ABD haromszogek kdzos korulirt korének G pontjaban metszik egymast. 1 pont



Egy korben azonos nagysagu kerileti szogekhez azonos nagysagu ivek és azonos hosszusagu
harok tartoznak, ezért az el6z6 eredményiink azt is jelenti, hogy

(1) GA=GB. 1 pont

Az ACE haromszdogben
a

N=

és mivel a GEA4 az ACE haromszog kiils6 szoge, ezért
a+y
(2) GEA% = ——.

A Keruleti szogek tétele miatt CGA4 = CBA4 = B, ésigy EGA4 = B is teljesul, ezért a GAE
haromszdgben
a+y

2 )

GAE4 = 180° — § —

de az ABC haromszogben a + 8 + y = 180°, és igy 180° — B = a + y, ebbdl egyszerli
szamolassal kapjuk, hogy

a+y
(3) GAE4 = :

2

2 pont

A (2) és (3) eredmények szerint a GAE haromsz0g egyenld szaru, tehat
(4) GA = GE . 1 pont

A BDF haromszdgben
€ Y
FBD4 = — BDF# = —
i 2’ % 2’

tovabbd a GFB4 az BDF haromszog kuls6 szoge, ezért

&+
(5) GFBA = T”

A keruleti szdgek tételenek alkalmazasaval addodik, hogy DGB4 = DAB4 = &, ezzel

FGB4 = § is fennall, igy a GBF h&romszogben

E+Yy
GBF4 = 180°—§ — >

ugyanakkor az ABD haromszdgben § + € + y = 180°, ezért 180° — § = € + y, ebbdl pedig
azt kapjuk, hogy

£+
(6) GBFs ="

2

2 pont



Az (5) és (6) eredmények egylittesen azt jelentik, hogy a GBF haromszog is egyenld szarq,
ezért

(7) GB = GF .
Az (1), (4) és (7) 6sszefiiggések szerint
GA = GB = GE = GF,
vagyis a C és D pontokat nem tartalmazo AB iv G felezGpontja egyenld tavol van az

A, B, E, F pontoktol, tehat ezek a pontok egy G kézéppontl koron vannak, és éppen ezt
akartuk bizonyitani.

Osszesen:

2. Megoldas:
El6szor azt bizonyitjuk, hogy az A, B, E, F pontok egy kdrdn vannak.

Ehhez az 1. dbra jel6léseit hasznaljuk.

Nem seérti az ltalanossagot, ha ebben a megoldasban is feltessziik, hogy az ABC haromszdg
k korulirt korén az A pontbdl negativ iranyban haladva a pontok 4; C; D; B sorrendben
kovetik egymast.

Az ABD haromszdg D csucsabol a feltételek miatt az AB szakasz ugyanakkora szdgben
latszik, mint a C pontbdl, ezért

BDA4 =vy.
Az ABC haromszog bels6 szogfelezdinek metszéspontja az E pont, ezért
a+
AEB4 = 180° — —

mivel azonban az ABC hadromszogben a + 8 + y = 180°, ezért egyszerii szamolassal
kapjuk, hogy

AEB4 = 90° + g
Az ABD héromszdg AF és BF szogfelez6i miatt az ABF haromszdgben
6+e¢

AFBZ4 = 180° — >

viszont az ABD haromszdgben § + € + y = 180°, és igy

AFBA = 90° + g
Az E; F pontok az AB egyenes ugyanazon oldalan vannak és el6z6 eredmeényeink szerint az
E és F pontokb6l az AB szakasz azonos nagysagu szogben latszik, ezért az A, B, E, F pontok
valéban egy koron helyezkednek el.
Az E és F pontok rendre az ABC és ABD haromszogek beirt koreinek kdzéppontjai, tehat a
két haromszog belsd szogfelezdinek metszéspontjai.
Az ABC haromszogben ezért a CE egyenes felezi a y szdget, és igy felezi a y sz6ghoz

tartozo, a C és D pontokat nem tartalmazo AB ivet, azaz a CE egyenesre illeszkedik a G pont.

Mivel az el6z6ekben mar belattuk, hogy

BCA% = BDA% =,
ezért az ABD haromszdg DF szogfelezdje szintén felezi a C és D pontokat nem tartalmazo
AB ivet, ezért ugyancsak athalad a G ponton, vagyis a CE és DF egyenesek az ABC és ABD
haromszogek kdzos korilirt kérenek G pontjaban metszik egymast.

1 pont

1 pont
10 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont



A tovabbiakban azt kell bizonyitanunk, hogy az A, B, E, F pontokra illeszked6 k. kor
kdzéppontja a G pont.

Hosszabbitsuk meg a CE és DF szakaszokat ugy, hogy a k; kort masodszor is messék,
mégpedig rendre a H; K pontokban (2. abra).

‘D

Az A, B, E, F pontokra illeszked6 k¢ kor EF hurja a keruleti szogek tétele szerint az

A; K; H; B pontokbdl azonos nagysagu szdgek alatt latszik, ezt a szoget a 2. abran ¢-vel
jeloltik, eszerint

EAF4 = EKF4 = EHF4 = EBF4 = ¢. 1 pont

Ugyancsak a keriileti szogek tételébdl kovetkezik, hogy

EFA4 = EBA4 = [2—3,

valamint

6
FAB4 = FEB4 = 5

Az ABFE négyszdg harnégyszdg, amelyben a szemkozti szogek dsszege paronként 180°,
ezért EAB4 + EFB4 = 180°, vagyis

EAF4 + FAB4 + EFA4 + AFB4 = 180°.

Ebbdl pedig el6zd eredményeink szerint az kovetkezik, hogy

6 B g o
¢+E+E+9O +E—180,
azaz
5§ B v
1 —+—=—4+==90°. 1 pont
() g0+2-l-2+2 90 p



A BCE haromszog kiils6 szoge a BEHZ., igy

B v
BEHA = —+ =,
4 2 + 2
tovabba
)
FEB4 = >
ezért az FEH haromszdgben
)
FEHA+EHF4=FEBA+BEH4+EHFA=E+§+g+<p. 1 pont

Ebbdl (1) alapjan azt kapjuk, hogy FEH4 + EHF4 = 90°, eszerint az EHF haromszdg
derékszogli haromszog, amelyben
HFEZA =90°.

Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy EHF derékszogli haromszog EH atfogoja a k; kor

atmérdje. 1 pont
Hasonldképpen bizonyithatd, hogy az KFE is derékszogli haromsz6g, amelyben
FEK# = 90°,
és a haromsz0g KF atfogdja a k; kor atmérdje. 1 pont
Ebbdl az is kovetkezik, hogy az EKHF négysz0g téglalap, amelynek EH és KF &tloi felezik
egymast a G pontban.
A téglalap atléinak metszéspontja pedig a téglalap koré irt kor kozéppontja, ezért a G pont
valoban az A, B, E, F pontokra illeszked6 k. kor kdzéppontja. 1 pont
Osszesen: 10 pont

Megjeqyzések:

a)  Teljes értékii a megoldas, ha a versenyz6 igazolja, hogy a k kdrben a GA és GB harok
egyenld hosszuak, majd belatja, hogy a GAF haromszogben GAFA = GFA4%, ezért a
haromszog egyenl6 szart, igy GA = GF, valamint bizonyitja, hogy a GBE
haromszdgben GBE4 = GEB4, tehat ez a haromszdg is egyenld szaru, ezért
GB = GE, végll pedig felismeri, hogy GA = GB = GE = GF a feladat allitasaval
egyenértékil.

b) A feladat megoldasa alapjan azt is belattuk, hogy a G kdzéppontu, GA = GB sugarl
korre illeszkedik minden olyan haromszdg beirt korének kozeppontja, amelynek két
csucsa A és B, harmadik csucsa pedig az ABC haromszog korlirt korének C pontot is
tartalmazo korivére illeszkedik.



3. Avalds szamok halmazan értelmezett egész egyutthatos
fxX)=ax?*+bx+c (a'b-c#0)
fliggvényrdl tudjuk, hogy

fla) =f() = f(c)=0.

Adja meg az 6sszes ilyen tulajdonsagu flggveényt!
Megoldés:
Az a-b-c # 0 feltétel miatt az f(x) = ax? + bx + c egyik egy(tthatdja sem lehet zérus,
tehat az f(x) masodfoku figgvény. 1 pont

A valés szamok halmazan értelmezett f(x) = ax? + bx + ¢ masodfokul fliggvénynek nem
lehet harom kiilonboz6 zérushelye, tehat az

fl@=fb)=f()=0
feltétel csak akkor teljesiilhet, ha az a; b; c egytthatok kdzott vannak azonosak. 1 pont

Ha mindharom egyiitthat6 egyenld, azaz a = b = c, akkor az f(x) fliggvény a kovetkez6
alakban irhato fel:

(D fX)=a - x*+x+1).
Az (1) fuggvénynek azonban nincs zérushelye, hiszen a # 0 és az x? + x + 1 masodfoku
fliggvény diszkriminansa negativ.

Ezértaz a = b = c eset nem allhat fenn. 1 pont

Ha két egyenld egylitthato van €s a harmadik ezektdl kiilonb6z0d, akkor tobb eset is
lehetséges.

Ha a = b # c, akkor egyrészt f(x) = ax? + ax + ¢, masrészt f(a) = f(c) = 0, azaz

2) a+a’+c=0,
illetve
3 ac’+ac+c=0.

A (2) és (3) egyenletek megfeleld oldalait kivonva egymdasbol, azt kapjuk, hogy
a® — ac? + a® — ac = 0, ahonnan szorzatta alakitassal

(€)) a-(a—c)-(a+c+1)=0.

A (4) egyenletben csak a + ¢ + 1 = 0 lehetséges, hiszen a feltételek miatt a # 0, illetve
a+c.
Ebbdl azt kapjuk, hogy

c=—-a-—1.



A (3) egyenlet mindkét oldalat oszthatjuk a ¢ # 0 szammal, ebb6l adodik az
acta+1=0
egyenlet, amelybe a kapott ¢ = —a — 1 Gsszefliggést helyettesitve egyszerli szamolassal az

(5) a’=1
egyenletet kapjuk.

Az (5) egyenlet megoldasai az a = 1 és a = —1 egész szamok.

Ezek kozill az a = —1 nem felel meg a feltételeknek, mert ebbél ¢ = —a — 1 szerintc = 0
kovetkezne.

A feltételek és a = 1 alapjan b = 1 és ¢ = —2 adddik, eszerint a feladat megoldéasa az
fX)=x*+x-2
masodfoku fuggvény, amelynek egytthat6 egész szamok.

Ha a = c # b, akkor f(x) = ax? + bx + a, illetve f(a) = f(b) = 0 miatt

(6) ai+ab+a=0,
illetve
(7) ab’+b*+a=0.

A (6) és (7) egyenletek megfeleld oldalait egymasbol kivonva az a®> — ab? + ab — b? = 0
egyenletet kapjuk, ahonnan szorzatta alakitassal

(8) (a=b)-(a*+ab+b)=0.

A (8) egyenletben a # b miatt a — b = 0, igy csak a? + ab + b = 0 lehetséges, amelybdl
a’+b =—ab

kovetkezik.

A (6) egyenlet mindkét oldalat az a # 0 szdmmal osztva a? + b + 1 = 0, ahonnan
a’+b=-1

adodik, ezt el6z6 eredményiinkkel 6sszevetve az

) ab=1

egyenletet kapjuk.

10

2 pont



A (9) egyenlet megoldasaiaz a = 1;b = 1 ésa = —1; b = —1 egészekbdl allo szamparok.

A feladatnak azonban egyik szampéar sem megoldésa, mert feltételeink szerint
a#*b.

Végul, hab = ¢ # a, akkor az f(x) = ax? + bx + b, illetve az f(a) = f(b) =0
feltételeket figyelembe véve

(10) al+ab+b=0,
illetve
(11) ab?+b?>+b=0.

A (10) és (11) egyenletek megfeleld oldalait kivonjuk egymasbdl, igy szorzatté alakitas
utan az

(12) (a—=b)-(a®?+ab+b)=0
egyenletre jutunk, amelyik pontosan megegyezik az el6z6 esetben kapott (8) egyenlettel.

A (12) egyenletben a # b miatt a — b # 0 nem lehetséges, ezért a? + ab + b = 0,
ahonnan

ab+ b = —a?
adaodik.

A (11) egyenlet mindkeét oldalat oszthatjuk a b # 0 szammal, ebbdl ab + b + 1 = 0,
ahonnan
ab+b=-1
kovetkezik.
Az ab + b kifejezésre kapott két egyenlet 6sszevetésével

(13) a?=1.

A (13) egyenlet megoldésai az a = 1 és a = —1 egész szdmok. A feltételeknek azonban
egyik szdm sem felel meg, mert a = 1 és ab + b = —1 figyelembe vételével

b_1
2

kovetkezne, ez pedig ellenkezik a feladat egész szdmokra vonatkozé feltételével, az
a = —1 pedig ab + b = —1 alapjan lehetetlen eredményre vezet.

Minden lehetséges esetet megvizsgaltunk és azt kaptuk, hogy a feladat feltételeinek
egyetlen fliggvény felel meg, az a = b = 1 és ¢ = —2 egeész egyltthatokkal felirt

fxX)=x*+x-2

masodfoku fliggvény, ez a feladat egyetlen megoldéasa.

Osszesen:

11

2 pont

2 pont

1 pont
10 pont



