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MATEMATIKA III. KATEGORIA
(a specidlis tanterv szerint halad6 gimnazisték)

Javitasi-értékelési utmutato

Keérjiik a javito tanarokat, hogy a feladatok javitasakor vegyék figyelembe a versenyzk
szamara kiadott tajékoztatot. Kiilon is felhivjuk szives figyelmiiket arra, hogy minden fel-
adatra csak egy helyes megoldésért jar a megfelel6 pontszam. Kérjiik, hogy a dolgozatokon
konkrétan jelezzék a hibakat és az egyes feladatokra adott pontszamot, a dolgozat kijavitasa
utan pedig toltsék ki a dolgozathoz mellékelt értékels lap rovatait. A dolgozatokat nem
kell osztalyzattal mindsiteni. A pontszamok indokolt esetben bonthatok.

A TII. kategoridban versenyzdé tanulok dolgozatait 12 ponttol kell tovabbkiildeni az
iskolakbol, kozvetleniil az OKTV Matematika III., Oktatasi Hivatal, 1363 Budapest, Pf. 84.
cimre. A feltételeknek megfelels dolgozatok koziil azonban csak azok kiildheték tovabb,
amelyek tartalmazzak legalabb két feladat lényegében teljes (5—7 pontos) megoldasat.
Tajékoztatasul megjegyezziik, hogy a versenykiiras alapjan a versenybizottsag legfeljebb
50 versenyz6t juttathat be a dontébe.

A pontozasi dtmutatéban nem szerepld més helyes megoldas vagy megoldasrészlet
esetén az aranyos pontszamot sziveskedjenek megadni.

Budapest, 2016. november A versenybizottsag

1. feladat
Legyen az ABC haromszogben az A, illetve B csiicsbdl hiizott magassag talppontja Aq,
illetve By, tovabbd a = BC, b = AC, m, = AA;, m, = BB;. Bizonyitsuk be, hogy

CAy-CBy =ab—mgmy.

Megoldas: Ha a haromszog C cstucsanal levs v szog derékszog, akkor A, = By = C,
a = mg, b =my, és az egyenléség mindkét oldala 0. (1 pont)
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Ha v < 90°, akkor az AA;C és BB1C' derékszogi haromszogekbdl a

CA; = b cosn, mg = bsin~y,
CB; = a cosvy, mp = asin~y
képletek olvashatok ki. (3 pont)

Osszeszorozva és 6sszeadva
CA; - CBy + mgmyp = ab cos? v+ ab sin? v = ab

kovetkezik, ami a bizonyitandé allitassal egyenértékii. (2 pont)
Ha v > 90°, akkor a fenti derékszogii haromszogekben « helyett 180° —  szerepel, ez C' Ay

és C'B; képletében elGjelvaltast eredményez. Az Gsszeszorzas utan a két elGjel kiesik, ezért
az eredmény ebben az esetben is helyes. (1 pont)

2. feladat
Ha k pozitiv egész szam, jelolje pi a k-adik primszamot (tehat py =2, po =3, p3 =5, ...).
Vannak-e olyan k és n pozitiv egész szamok, amelyekre p;-ps-... -pr = 2016" +10n—267

Els6 megoldas: Megmutatjuk, hogy minden pozitiv egész n esetén 2016™ + 10n — 26
oszthato 25-tel. (1 pont)

A binomiéalis tétel alapjan

n

2016" = (20154 1)" = < ) 2015" + (nf 1) 2015" ' +...+2015n+1. (1 pont)

n

Ennek az 6sszegnek az utolso6 kettd kivételével mindegyik tagja oszthato 25-tel, igy a 2016™
szam 25-tel osztva ugyanannyi maradékot ad, mint 2015n + 1. (1 pont)
A 2015n + 1+ 10n — 26 = 2025n — 25 szam 25-tel oszthato, ezért 2016™ + 10n — 26 is
oszthato 25-tel. (2 pont)
A p1-p2 ... pr szorzat barmelyik primtényezsje, koztiikk az 5 tényezs is legfeljebb els6
hatvanyon szerepelhet, ezért ez a szorzat sohasem oszthato 25-tel. Tehat nincsenek olyan
k és n pozitiv egész szamok, amelyekre teljesiil a szoban forgd egyenlGség. (2 pont)

Masodik megoldas: Teljes indukcidval belatjuk, hogy 2016™ + 10n — 26 oszthato 25-tel.
(1 pont)

Az n = 1 esetben 2016 + 10 — 26 = 2000 oszthato 25-tel. Tegyiik fel, hogy valamilyen
n-re 25 | 2016™ + 10n — 26. Megmutatjuk, hogy ekkor ugyanez n helyett (n + 1)-gyel is
érvényes:

2016"*+! +10(n 4 1) — 26 = 2016 - (2016" + 101 — 26) — 20150n + 52400. (3 pont)

Az els6 tag az indukcits feltevés alapjan oszthato 25-tel, és a kovetkezd két tagban is
oszthatok az egytitthatok 25-tel. Tehat az oszthatosag (n+1) esetében is teljesiil. (1 pont)

Innen az elsé megoldés utolsé bekezdése szerint fejezziik be a megoldast. (2 pont)

OKTYV 2016/2017 2 1. fordulo



Matematika III. kategoria

3. feladat

Oldjuk meg a
16m4—|— L sin(7mx)
3 622

egyenletet a valos szdmok halmazan.

Els6 megoldas: Bontsuk két egyenls részre az 1/(6z2) tagot, és az igy kapott harom
pozitiv szadmra alkalmazzuk a szamtani és a mértani kozép kozotti egyenlStlenséget:

44 L _ Rt + oz + e . i/ExAl' 11 /1 1 (2 pont)
3 3 - 3 1222 1222 27 3
Innen 16 n
4
adodik.
Barmely z-re sin(7z) < 1, ezért az egyenlet két oldala csak ugy lehet egyenls, ha mindkét
oldal 1-gyel egyenld, (1 pont)

valamint a szamtani kozép egyenl a mértani kézéppel. Ez utébbi csak akkor allhat fenn,
ha egyenld szdmokrol van szo, azaz

16, 1
—rt=—.
3 1222
Ebbél 25 = 1/64, vagyis x = 4 1/2 kovetkezik. (2 pont)

Ezeket az értékeket az egyenlet jobb oldalaba is behelyettesitve kapjuk, hogy x = —1/2
nem megoldasa az egyenletnek, mig x = 1/2 igen. Tehat x = 1/2 az egyenlet egyetlen
megoldasa. (1 pont)

Masodik megoldas: Az egyenlet bal oldaldn &ll6 f(x) = (16/3)x* + 1/(62?) fiiggvény
minimumat differencidlszamitas segitségével keressiik meg. A fliggvénynek csak ott lehet

szélsGértéke, ahol a derivaltja nulla: (1 pont)
64 2 6425 — 1
1o 3 -3 _ _
A derivalt akkor nulla, ha 642° — 1 = 0, azaz ha x = +1/2. (1 pont)

Ha 0 < x < 1/2, akkor f’(x) < 0, ha pedig > 1/2, akkor f/(z) > 0. Ezért a pozitiv
szamokra szoritkozva a fiiggvénynek x = 1/2 minimumbhelye, és a minimum értéke 1. Az
f fiiggvény paros, ezért a negativ szamok korében az x = —1/2 helyen veszi fel ugyanezt a
minimumeértéket. Tehat (z = 0-ra az egyenlet bal oldala nincs értelmezve, és) x # 0 esetén

16 , 1

3% —I—@ > 1. (2 pont)
Barmely z-re sin(mz) < 1, ezért az egyenlet két oldala csak ugy lehet egyenls, ha mindkét
oldal 1-gyel egyenls. Ez a bal oldalon csak x = £ 1/2 esetén lehetséges. (1 pont)
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Ezeket az értékeket az egyenlet jobb oldaldba behelyettesitve kapjuk, hogy x = —1/2
nem megoldasa az egyenletnek, mig z = 1/2 igen. Tehat x = 1/2 az egyenlet egyetlen
megoldasa. (1 pont)

Megjegyzés: A mésodik megoldas kozépss részében, miutan az x = +1/2 értékeket mint
a derivaltfiiggvény zérushelyeit megkaptuk, azt, hogy ezek az f fliggvénynek valoban mi-
nimumbhelyei, azzal is lehet indokolni, hogy a pozitiv szdmokra szoritkozva f két konvex
fiiggvénynek ((16/3)z*-nek és 1/(622)-nek) az Gsszege, tehat maga is konvex fiiggvény.

4. feladat

Bizonyitsuk be, hogy barmely adott (nem feltétleniil konvex) négyszoghoz talalhato olyan
pont, hogy a négyszognek erre a pontra vonatkozo6 kdzéppontos tiikorképe az eredeti négy-
szOg teriiletének legalabb a harmadrészét lefedi.

Megoldas: Tekintsiink el6szor egy H haromszoget, és allitsuk el a silypontjara mint
kozéppontra vonatkozo kozéppontos tiikorképét, a H' haromszoget. (2 pont)

Mivel a stlypont harmadolja a silyvonalakat, és kdzéppontos tiikrézésnél barmely egyenes
vele parhuzamos egyenesbe megy at, a H' haromszog oldalai H-bol harom darab, H-
val 1 : 3 aranyban hasonl6 részharomszoget vagnak le. Ezért a H és H' kozos részeként
keletkezd hatszog a H haromszog teriiletének 1—3-(1/3)% = 2/3 részét foglalja el. (2 pont)

Az adott N négyszognek legalabb az egyik atloja a négyszogben halad. Vagjuk ketté a
négyszoget egy ilyen atloval, és legyen H a keletkez§ két részharomszog koziil a nagyobb
teriilett (egyenld tertiletek esetén barmelyik). Ha a tiikkrozés kézéppontjaul H sulypontjat
valasztjuk, akkor a fentiek alapjan H-nak a H' tiikorkép altal lefedett része N teriiletének
legalabb (2/3) - (1/2) = 1/3 része. Viszont H C N és H' C N’ miatt N-nek az N’ altal
lefedett része sem lehet ennél kisebb. (3 pont)

Megjegyzés: A megoldasbol latszik, hogy a feladatban megkovetelt egyenlGtlenségnél kicsi-
vel tObb is igaz: a négyszog teriiletének hatarozottan tobb mint harmadat fedi le a tiikor-
képe. Megmutathato viszont, hogy az 1/3 arany helyett nagyobb szammal mar nem volna
igaz a feladat allitdasa: barmely ¢ > 1/3 szamhoz taldlhaté olyan négyszog, amelynek
akarmilyen pontra vonatkozo kézéppontos tiikorképe a teriiletének kevesebb mint c-szeresét
fedi le.
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5. feladat
Tegyiik fel, hogy az A1, As, ..., A, fiiggetlen események valoszintisége legfeljebb 1/2. Mu-

tassuk meg, hogy annak a valdszintisége, hogy koziiliik pontosan egy kovetkezik be, szintén
legfeljebb 1/2.

Els6 megoldas: Teljes indukcioval bizonyitunk. Az n = 1 eset nyilvanvalo.

Tegyiik fel, hogy n — 1 esemény esetén igaz az allitas, és Ay, ..., A,_1 koOzil pontosan
egy bekovetkezésének a valoszintisége 1/2 — ¢, ahol ¢ > 0. Legyen tovabba az A,, esemény
valoszintisége 1/2 — d, ahol a feltétel szerint d > 0. (2 pont)

Ha az Aq, ..., A, kozil az egyetlen bekovetkezd esemény A4, ..., A,_1 valamelyike, akkor
ennek a valoszintisége (1/2 — ¢)(1/2 + d). (1 pont)
Ha a pontosan egy bekdvetkezs esemény az A,, akkor ennek a valoszintiisége legfeljebb
(1/2 + ¢)(1/2 — d), hiszen az, hogy A1, ..., A,_1 kozil egyik sem kiévetkezett be, része
azon esemény komplementerének, hogy koziiliik pontosan egy kovetkezett be. (2 pont)

Igy annak a valoszintisége, hogy A, ..., A, koziil pontosan egy kovetkezik be, legfeljebb
(1/2=¢c)(1/2+d)+(1/2+¢)(1/2—=d) =1/2 — 2¢cd < 1)2. (2 pont)

Masodik megoldas: Legyen A; valoszintisége p;, tovabba ¢; = 1 — p;. Ekkor a p; < 1/2
feltétel egyenértékid azzal, hogy p; < ¢;. Annak valoszintisége, hogy az események koziil
pontosan egy kovetkezik be, a fliggetlenség miatt

S=p1¢2¢3.- - Gn +@P293-- -G+ ...+ 9192 ... Gn-1Dn - (2 pont)

A feltétel szerint (g1 — p1)...(¢gn — pn) > 0. Végezziik el a beszorzast. Az eredményben
2™ tag szerepel, mindegyik egy n-tényezds szorzat, amelynek az i-edik tényezGje p; vagy
qi, és e szorzat elGjele pozitiv, ha a szorzatban paros sok p; szerepel, kiilonben negativ.
Legyen P a pozitiv, N a negativ elGjellel szerepls tagok abszolit értékének 6sszege. Ekkor

a szorzat értéke P — N > 0, azaz P > N. (2 pont)
A fenti S részosszege N-nek, hiszen S mindegyik tagjaban egy darab p; szerepel. A tagok
mind nemnegativak, ezért S < N. (1 pont)

Végiil p; +¢; = 1 minden i-re, ezért ezek szorzata is 1. A szorzatot kibontva P+ N adodik,
tehat P+ N =1, vagyis P > N miatt N <1/2. Igy S < N <1/2. (2 pont)
Harmadik megoldas: Legyen A; valoszintisége p;, és legyen ¢; = 1 —p;. A p; < 1/2
feltétel egyenértékd azzal, hogy ¢; > 1/2. Annak a valészinisége, hogy csak az i-edik
esemény kovetkezik be, ¢1q2...¢—1(1 — ¢;)qi+1 - .- qn. A bizonyitando allitas igy a

n

1—gq
Q1Q2---an < 1/2 (*)

i=1 1
alakban irhato. (2 pont)

Tegyiik fel indirekt moédon, hogy az allitas hamis, és vegyiink egy olyan ellenpéldat, amely-
nél az események n szama minimalis.

El6szér megmutatjuk, hogy olyan ellenpélda is létezik (minimalis n mellett), amelyben
legfeljebb egy ¢; kiilonbozik 1/2-t8]. Tegyiik fel, hogy a ¢; szamok koziil kettének az értéke
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is nagyobb, mint 1/2, a szimmetria miatt feltehets, hogy ezek ¢; és g2. Véaltoztatni fogunk
q1 és g2 értékén oly modon, hogy a qq2 szorzat értéke valtozatlan maradjon. Ekkor a (x)
bal oldalan szerepld q1qs .. .q, (pozitiv) szorzat valtozatlan, és az Osszegnek is csak két
tagja valtozik. Ezek 6sszege

1—Q1_|_1—Q2 (@1 +q2) —2q1q2

q1 g2 q142

Ismert, hogy ha két pozitiv szam szorzata rogzitett, akkor 6sszegiik annél nagyobb, minél
nagyobb a kiilonbségiik. (Ez a ¢1 + ¢2 = \/(q1 — ¢2)? + 4q1¢2 azonossiagbol azonnal le-
olvashato.) Igy, ha q; és o értékén tgy valtoztatunk, hogy szorzatuk valtozatlan maradjon,
de a kiilonbségiik nagyobb legyen, ezzel a (x) bal oldalan lathato kifejezés értékét noveljitk
(és tovabbra is ellenpéldat kapunk). (3 pont)

Ha 1/2 < ¢1q2 lenne, akkor ily moédon a q1,q2 part a ¢; = qiq2 és ¢4 = 1 szamokbol
allo parra cserélhetjiik, ekkor azonban (x)-ban ¢, = 1-et elhagyva a bal oldal értéke nem
valtozik, és n helyett n — 1 szammal kapnank ellenpéldat, azonban ez n minimalitasa miatt
nem lehetséges. Vagyis csak 1/2 > g1 lehet, és a ¢1,qo part ¢f = 1/2-re és ¢4 = 2q1go-re
cserélhetjiik. Ennek a lépésnek az ismételgetésével elérhets, hogy a ¢; szamok mindegyike,
legfeljebb egy kivételével 1/2 legyen, és tovabbra is ellenpéldat kapjunk.

Legyen o annak a ¢;-nek az értéke, amelyik esetleg nem 1/2 (de a = 1/2-et is megengedjiik).
Ekkor a (%) bal oldalan 1évé kifejezés értékére az

<n—1+1_0‘> < n=Zatl ()

o 2n—1

(6%
2n—1

fels6 korlatot kapjuk. Ha n = 1, akkor av > 1/2 miatt ez a felss korlat legfeljebb 1/2. Ha
n > 2, akkor (xx) jobb oldala legfeljebb (n — 1)/2" 1-nel egyenls. Ez n = 2 esetén éppen
egyenld 1/2-del, ha pedig n értékét tovabb noveljiik, minden lépésben a szamlalo legfeljebb
a 2-szeresére nd, a nevezG pedig pontosan a 2-szeresére, tehat a hanyados tovabbra is
legfeljebb 1/2 marad. Igy semmilyen n-re nem létezik ellenpélda ()-ra, amivel az allitast
igazoltuk. (2 pont)
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