% Oktatasi Hivatal

A 2017/2018. tanévi
Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
els6 fordulo
MATEMATIKA |I. KATEGORIA
(SZAKGIMNAZIUM, SZAKKOZEPISKOLA)

Javitasi-értékelési utmutato

1.  Hatérozza meg azt a tizes szdmrendszerben felirt legkisebb természetes szamot, amely
57-ed részére csokken, ha az elsd szamjegyét elhagyjuk.

Megoldas:
Legyenek a keresett A szam szdmjegyei sorrendben, a legmagasabb helyi értékii szamjeggyel
kezdve
Ap,0p_1,,01,0q -
Ekkor a szam a tizes szamrendszerben felirva:
A=a, 10" +a,_4 10" 1+ +a; 10+ qa,.

Ha az A szam els6, azaz a legmagasabb helyiértékii jegyét elhagyjuk, akkor a kapott szam
értéke
B =an_1'10n_1+'"+a1'10+a0.
A feltétel szerint A = 57 - B, azaz
an - 1011, + an_1 - 1071—1 + -+ a1 - 10 + aO = 57 " (an_1 " 10n_1 + -+ a1 - 10 + ao) )

vagyis
(1) an - 1071 = 56 " (an_1 " 10n_1 + + a1 - 10 + ao) .

Az (1) egyenlet jobb oldalan 56 oszthatd 7-tel, ezert az egyenlet bal oldala is oszthatd 7-tel.

Mivel 7 és 10 relativ primek, ezért 7 és 10™ is relativ primek, ami pontosan azt jelenti, hogy
a,, 0szthato 7-tel.

Nyilvanvalo, hogy a,, # 0, tovabba a,, szamjegy, ezért csakis a,, = 7 lehetséges.

1 pont

2 pont

2 pont
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Az (1) egyenlet mindkét oldalat az a,, = 7 szdmmal osztva azt kapjuk, hogy
(2) 10" =8 (ay_; - 10" 1+ -+ a;-10 + ay) . 1 pont
A (2) egyenlet jobb oldalén all6 kifejezés oszthatd 8-cal, igy a bal oldal is oszthato kell legyen
8-cal.
Mivel (8;10) = 2 és 8 = 23, ezért ez csakis Ugy allhat fenn, ha
n=3. 1 pont

A feladat feltételeinek megfelel6 legkisebb szdmot keressiik, ezért megvizsgaljuk a (2)
egyenletet n = 3 esetén:

103 =8 (a,- 100 + a; - 10 + a,) .
A kapott egyenlet mindkét oldalat 8-cal osztva

125=a,-100+a, - 10 + ay,
ahonnan

a2=1, a1=2, a0=5. 1p0nt
A feladat feltételeinek megfeleld legkisebb tizes szamrendszerbeli szam tehat:

7125. 1 pont

Erre a szamra val6ban teljesiinek a feltételek, hiszen

7125 =57 -125 1 pont
Osszesen: 10 pont
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2. Oldja meg a valds szdmparok halmazan az
T 1=1-Z xXS+yS+x2+y2=0
y x’
egyenletrendszert.

Megoldas: Az els6 egyenletbdl kezdeti feltételként az kovetkezik, hogy x # 0 ésy # 0.

Az els6 egyenlet mindkét oldalat az x - y # 0 kifejezéssel szorozva, rendezés utan azt kapjuk,

hogy:
x2+y2—-2xy=0,

amelybdl a nevezetes algebrai azonossag alkalmazasa utan az kdvetkezik, hogy
(1) (x—y)2=0.

Az (1) egyenlet pontosan akkor teljesil, ha x —y = 0, azaz, ha
X=y.

A kapott dsszefiiggés miatt az egyenletrendszer masodik egyenlete a kovetkez6:
x>+ x5 +x2+x2=0,

vagyis

2x°> +2x% =0,
ahonnan szorzatta alakitassal
(2) 2x2-(x3+1)=0.

A (2) egyenlet egyik megoldésa az x = 0 val6s szdm, ez azonban nem felel meg a kezdeti
feltételnek, ezért nem megoldas.

A (2) egyenlet masik megoldasa az x3 + 1 = 0 egyenletbdl ad6dé x = —1 valds szam.

Ez megfelel a kezdeti feltételnek, és szamoléssal egyszeriien ellendrizhetd, hogy az ebbdl
adodo

x=-1, y=-1.
szampar az egyenletrendszer mindkét egyenletét kielégiti, ez a szampar a feladat egyetlen
megoldésa.

Osszesen:

1 pont

2 pont

1 pont

2 pont

1 pont

2 pont

1 pont

10 pont
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Megjegyzések:

a)

b)

c)

Az els6 egyenlet mindkét oldalat kdzos nevezoére hozva az

xX—y x-—y

y X

egyenletet kapjuk, amelybél x = y kdvetkezik.

A versenyzd az x = y 0sszefliggéshez példaul ugy is eljuthat, hogy az els6 egyenletbdl

az
X
Yo
y X
atalakitast végrehajtva hivatkozik
X
—-—=aQa
y

valasztassal, a nyilvanvalé a > 0 mellett fennalld
1
at+t—=2
a

nevezetes egyenldtlenségre, illetve arra, hogy ebben az egyenlétlenségben az
egyenl6ség pontosan akkor igaz, haa = 1.

Az els6 1 pontot akkor is megkapja a versenyzd, ha a megoldas végén indokolja, hogy

az x = 0 miért nem lehet megoldas.
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3. Adjamegaz

xZ

x—1
kifejezés minimalis értékét, ha x olyan val6s szam, amelyre x > 1 teljesl.

1. megoldés: Vizsgaljuk, hogy milyen k értékekre oldhaté meg az
2
X

x—1:k

egyenlet.

Mivel x2 és x — 1 is pozitivak, ezért csak a legkisebb lehetséges k értéket kell megtalalnunk.

Szorozzuk meg az egyenlet mindkeét oldalat a pozitiv (x — 1)-gyel, majd rendezzik nullara

az egyenletet:
x> =kx—-k,

(1) x2—kx+k=0.

A kapott masodfoku egyenletnek csak abban az esetben vannak valés gyokei, ha a

diszkriminansa nemnegativ:

azaz

Ennek az egyenldtlenségnek a megoldasai a
]—00; 0] U [4; ool .
halmazba tartozé k szamok.
Innen mar egyszertien lathato, hogy a tort legkisebb lehetséges pozitiv értéke
k=4.

A tort ezt az értéket fel is veszi, mikor az (1) egyenlet diszkriminansa éppen 0.
Ekkor az egyenlet

x2—4x+4=(x—-2)2=0,
ennek megoldasa pedig
x=2.

Osszesen:
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1 pont

2 pont

2 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

10 pont
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2. Megoldés: Az

x—1

algebrai tortet ekvivalens atalakitasokkal mas alakba irjuk.
A tort szamlalojabol 1-et elvéve és 1-et hozzdadva:

x* (P -1D+1

1 2 pont
M x—1 x—1 P
A szamlalo zarojeles kifejezése szorzatta alakithatd, ezért:
x> (-1 -(x+1)+1
x—1 x—1 '
ahonnan tovabbi ekvivalens atalakitasokkal azt kapjuk, hogy
2 1
(2) =x+1+——. 2 pont
x—1 x—1
A (2) dsszefugges igy is irhato:
3) x = 1+ ! +2 2 pont
x—1 7 x—1 P
Az x > 1 feltétel miatt x — 1 > 0. Egy pozitiv szam és reciprokénak 6sszege legalabb 2, ezért
1
x—1+T1+224. 1 pont
Egyenléség pontosan akkor van, ha x — 1 = 1, azaz, ha x = 2. 1 pont
Az
x2
x—1
kifejezés minimalis értéke tehat 4. 1 pont
Ezt az értéket a kifejezés x = 2 eseten veszi fel. 1 pont
Osszesen: 10 pont
6
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3. megoldas: Tekintsik az

2

fGx) =

x—1
fliggvenyt.
A feltétel miatt a fuggvény értelmezesi tartomanya a Dy = ]1; oo[ szamhalmaz.

Az f(x) fuggvény differencialhato, els6 derivaltja

N ’_x2—2x_x-(x—2)
f(x)—<x_1> G- oD 1 pont

Az f(x) fuggvénynek azon az x, helyen lehet szélséértéke, ahol f'(x,) = 0. 1* pont
Az f'(x) fliggvenynek csak a szamlaloja lehet zérus, ezért f'(x) zérushelyei az

x01 = 0, x02 = 2
val6s szamok. 1 pont

Az xo; = 0 megoldas nem eleme a Dy = ]1; oo értelmezési tartomanynak, ezért kizarjuk. 1 pont

Az x,, = 2 megfelel a feltételnek, ez az f'(x) fliggveny egyetlen zérushelye. 1 pont
Meg kell még vizsgalnunk, hogy f'(x) fuggvény az x,, = 2 helyen eléjelet valt-e. 1* pont

Ha x € ]1; 2[, akkor vilagos, hogy minden ilyen x-re f'(x) < 0, valamint, ha x € ]2; oo,
akkor minden ebbe az intervallumba es6 x valés szdmra f'(x) > 0.

Ez pontosan azt jelenti, hogy f'(x) az x,, = 2 pontban el6jelet valt. 2* pont

Mivel x € |1;2[ esetén f'(x) < 0, ezért ezen az intervallumon f(x) szigorian monoton
csokkend, tovabba, ha x € ]|2; o[, akkor ezen az intervallumon f'(x) > 0 miatt f(x)
szigortian monoton névekvo. 1* pont

Ebbdl az kovetkezik, hogy az f(x) flggvénynek az értelmezési tartomany x,, = 2 helyén
minimuma van.
A minimum értéke behelyettesitéssel f(2) = 4. 1 pont

Osszesen: 10 pont
Megjegyzés: a versenyz6 a *-gal megjelolt pontokat nem kaphatja meg, ha nem hivatkozik
arra, hogy f'(x,) = 0 sziikséges, de nem elégséges feltétele a szélséértéknek, illetve nem

vizsgélja f'(x) el6jelvaltasat az x,, = 2 helyen, valamint f(x) monotonitasat x,, = 2 bal-
illetve jobb oldali kdrnyezetében.
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4. Megoldas:
Megmutatjuk, hogy a kifejezésre teljesil, hogy
2

x
(1)

> 4. 1 pont
x—1

Kiindulva az (1) egyenl6tlenségbdl, ekvivalens atalakitasokat hajtunk végre.

Mivel a feltétel szerint x > 1, ezért x — 1 > 0, tehat (1) mindkét oldalat az x — 1 kifejezéssel
szorozva a relécidjel nem fordul meg, azaz

x2>4-(x—1)
ekvivalens atalakitas. 2 pont
A kapott egyenldtlenségbdl az
x*>4x —4,
illetve
(2) x?—4x+42>0
egyenldtlenségek is ekvivalens modon kdvetkeznek. 2 pont

Ismert algebrai azonossag alapjan x? — 4x + 4 = (x — 2)2.
Eszerint a (2) egyenldtlenség igy is irhato:
(x=2)2>0. 1 pont

A kapott egyenlOtlenség a valdos szamok halmazan nyilvanvaloan teljesiil. Egyenloség
pontosan akkor van, ha

x=2. 1 pont
Atalakitasaink a feltétel figyelembevételével ekvivalensek voltak, ezért a kiindulo
egyenl6tlenség is igaz. 1 pont
Ezértaz
xZ
x—1
kifejezés minimalis értéke 4. 1 pont
Ezt az értéket a kifejezés x = 2 esetén veszi fel. 1 pont
Osszesen: 10 pont
8
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4.  lgaz-e, hogy 50 pozitiv egész szdm kdzul mindig ki lehet valasztani 8-at ugy, hogy
a kivalasztottak kozul barmely két szam kilonbsége oszthatd legyen 7-tel?

Megoldas:
Két pozitiv egész szam kulonbsége pontosan akkor oszthat6 7-tel, ha 7-tel osztva azonos
maradékot adnak.
Pozitiv egész szamokat 7-tel osztva a lehetséges maradékok:

0,1,2,3,4,5,6,
azaz 0sszesen hétféle maradék.
Alkalmazzuk a skatulyaelvet!
Ha pozitiv egész szamok egy halmazat vizsgalva a halmazban minden 7-tel val6 osztasi
maradék legfeljebb hétszer fordulna eld, akkor ebben a halmazban legfeljebb

7-7 =49

pozitiv egész szam lehetne.

A feladatbeli halmazban azonban 50 pozitiv egész szd&m van, ezért biztosan van olyan
7-es maradék, amely legaldbb 8-szor fordul el6.

Az ennek a 7-es maradéknak megfelel6 nyolc pozitiv egész szamot kivalasztva, barmely
kett6 kiilonbsége oszthato lesz 7-tel.

A indoklés alapjan kijelenthetjik, hogy a feladatbeli allitas igaz, tehat tetszéleges 50
pozitiv egész szam kozul mindig ki lehet valasztani 8-at gy, hogy a kivalasztottak kdzl

barmely két szam kiilonbsége oszthatd legyen 7-tel.

Osszesen:

Megjegyzés: A feladat allitasa 50 darab egész szamra is igaz.

1 pont

2 pont

2 pont

2 pont

2 pont

1 pont

10 pont
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5. Matyas kirdly egy csatdban aratott gy6zelmet iinnepel a visegradi palotaban. A
tronteremben elészor négy hadvezérét fogadja.

a) A tronteremben a kiralyon és a hadvezéreken kivil mas nem tartozkodik. Mindenki
kezében egy-egy kupa bor van, sétalgatnak, beszélgetnek a gy6ztes csatardl. Azt veszik
¢szre, hogy minden pillanatban barmely két személy kozott a tdvolsag kiilonbozo. A
kiraly adott jelére mindenki (a kirdly is) atadja a kupdjat a hozza legkdzelebb levo
személynek.

Igazoljuk, hogy ezutan lesz olyan személy a tronteremben, akinek a kezében egynél
tobb kupa van.

b) A hadvezérek tadvozasa utdn Matyas kirdly 50 lovagjat fogadja a tronteremben.
Mindenki kezében ismét egy-egy kupa bor van és a beszélgetés minden pillanataban
barmelyik két tinnepld személy kozotti tavolsag kiilonbozo. A kiraly a lovagoknak is
jelez, a jelre az 50 lovag és a kirdly is atadja kupajat a hozza legktzelebb allé
személynek.

Mutassuk meg, hogy ezuttal is lesz olyan személy a teremben, akinek a kezében
legalabb két kupa van.

Megoldas:

a)  Atronteremben tartdzkodd 5 személy kozotti tavolsdgok szama pontosan 10, és a
feladat feltétele szerint ez a 10 tavolsag mind kiilonb6z6, legyenek ezek a tavolsdgok nagysag
szerint ndvekvo sorrendben

G <a,<az<--<daq-

Jel6ljik a tronteremben tartozkoddk kozil A;-gyel és A,-vel azt a két személyt, akik kdzott
a tavolsag az elobbi 10-féle tavolsag kozil a legkisebb, azaz a; .

A feltétel szerint a tobbiek kozil senki nincs, akinek akar A,-t6l, akar A,-t61 valo tavolsaga
a, lenne. Ezért ez a két személy a kiraly jelére biztosan kicseréli egymassal a kupajat.

Ha masik harom személyt A5, A,, As-tel jeloljik, és van koztik olyan, akinek A;-t6l, vagy
A,-t6] mért tavolsaga a,, akkor ez a személy atadja A,-nek, vagy A,-nek a kupdjat, ezért
A;-nek, vagy A,-nek biztosan legalabb két kupaja lesz.

Ha pedig A3, A4, As k0z6tt nincs olyan, akinek, A;-t6l, vagy A,-t6] mért tavolsaga a, lenne,
akkor ez a tavolsag As, A4, As kozll valamelyik két személy kozott van, ez a két személy
kicseréli egymas kozott a kupdjat.

Ekkor viszont az 6tddik személy valamelyikiiknek, a hozza legkdzelebb levének atadja a
kupdjat, akinek igy két kupdja lesz.

10
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1 pont

1 pont

1 pont
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b)  Jeldljik a tronteremben tartézkodd 50 lovagot és a kiralyt A;, A,, As, ..., As;-gyel,
akik kozott a fellépd tavolsagok ismét mind kiilonbozok, ezek szama

(521) — 1275,

legyenek ezek a tavolsagok névekvé sorrendben
a, < ay <az < <daps.
A teremben biztosan van két személy, akik kdzotti tavolsag éppen a4, legyen ez a két
személy A4, A,, 6k a kiraly jelére kicserélik egymas kozott a kupaikat, és a tovabbiakban
mar senkinek nem adjék azt at.
Ha a teremben tartozkodo tovabbi 49 személy, azaz As, Ay, ..., Ag, k6z06tt van valaki,
akinek A;-t61 vagy A,-t6l valo tavolsaga éppen a nagysagrendi sorrendben kovetkezo, azaz
a, tavolsag, az a feltétel szerint atadja a kupajat A;-nek vagy A,-nek, és ezért egyikiknek
legaldbb két kupéja lesz. 1 pont

Ha As, Ay, ..., Agq k0z6tt senki sincs, akinek A;-t6l vagy A,-t6l valo tavolsaga éppen a,

akkor ez atavolsag az As, A,, ..., Asq kozul valamelyik két személy kozott 1ép fel.

Nem sérti az altalanossagot, ha feltessziik, hogy ez a két személy A5 és A,. Ok biztosan

Kicserélik egymas kozott a kupaikat és késd6bb mar senkinek nem adjak azt at. 1 pont

Ezutan az A,, A,, A3, A, személyek barmelyik két-két tagja kozt fellép6 6sszesen

(-

tavolsagot toroljlk, hiszen A4, A,, A5, A, semelyik tagja mar nem ad &t kupat senkinek. 2 pont

Vizsgaljuk a megmaradt tavolsagokat, nyilvan ezek kozott is van legkisebb, legyen ez a,.
Haez az Ag, Ag, ..., Asq SZemélyek valamelyike és az A4, A,, A, A, barmelyik tagja kozt
Iép fel, akkor ez a személy atadja a kupajat az A,, A,, A5, A, személyek kodzil valakinek,
akinek igy legalabb két kupéja lesz.

Ha ez nem all fenn, akkor a,, biztosan az As, 4, ..., Asq személyek koziil valamelyik kettd,
példaul Ag, Ag kozott 1ép fel, akik a feltételek miatt Kicserélik egymas kdzott a kupaikat.

Ezutdn az A,, A,, A, A4, As, A SZemélyek kozétti mindazon tavolsagokat toroljik,
amelyeket még nem toroltlink, és kivalasztjuk a megmaradt tavolsagok kozil a legkisebbet.

Az eljarés folytatasaval eljutunk 6t személyhez, legyenek ezek A,;, Asg, Asg, Asg, Agy.

A meég nem torolt tdvolsagoknak nyilvan ismét van minimuma, legyen ez a,,.

Ha a,, az A4;, Asg, Asg, Ao, As, SZeEMélyek valamelyike, és az A, A,, ..., Ays, Asg

személyek valamelyike kdz6tt van, akkor A4, Asg, Asg, Asg, Asq Valamelyike atadja a

kupdjat A;, A,, ..., Ass, Ase valamelyikének, akinek igy legalabb két kupaja lesz. Ellenkez6

esethen a,,, az Ay, Aug, Aso, Asg, As1 SZemélyek kozil valamelyik kettd kozott 1ép fel. 1 pont

Ot személy esetén pedig az a) pontban mar belattuk, hogy a feltételek figyelembe vételével
biztosan lesz olyan, a tronteremben tartozkodo személy, akinek a kezében legalabb két kupa

van. 1 pont
Osszesen: 10 pont
Megjegyzés:

Ezzel a modszerrel belathatd, hogy a feladat feltételei mellett barmely 2n + 1 személy
esetén (n pozitiv egész) mindig van valaki, akinél legalabb két kupa lesz az atadas utan.

11
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6. Az ABCD téglalap BC oldalanak felezOpontja E, a CD oldal felez6pontja F. Legyen G
a DE és BF szakaszok metszéspontja, G tikorképe az EF egyenesre legyen H.
Bizonyitsa be, hogy az A, E, H, F pontok egy korre illeszkednek.

Megoldas: a feltételeknek megfelel6 abrat készitiink.
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Az abra jeloléseivel FAE< = a, FGE< = §,FAD< = y,ABD< = § végul BAEX = «.

Mivel BAD<« = 90°, ezért
a+y+e=90°.

A tlikrozés szogtarto tulajdonsadga miatt FGE< = FHE< = 3.

1 pont

1 pont

Azt fogjuk megmutatni, hogy az AEHF négyszog két szemben levo szogének dsszegére

FAE< + FHEX = a + B = 180°
teljesal.

1 pont

Az ADF és BCF haromszdgekben a feltételek miatt AD = BC és DF = CF, tehat két-két
oldal hossza egyenld, tovabba a megfelel6 oldalak altal bezart sz6g mindkét haromszdgben

derékszog, ezért az ADF és BCF haromszdgek egybevagok.

Ez azt is jelenti, hogy

(D FADX =FBCx =Y.

A megfelel6 oldalak egyenldsége és a megfeleld oldalak altal bezart derékszdgek miatt
egybevagok az ABD és CDB haromszogek, illetve az ABE és DCE haromszogek.
Egybevago haromszogekben a megfeleld szogek egyenldk, ezért

(2) ABD« =CDBx =6,
valamint
(3) BAE< = CDEX = ¢.

12
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Az &brén megrajzoltuk az ABCD téglalap BD atldjat. A csucsszogek egyenlésége miatt a
BGD haromszégben
BGDx = f. 1 pont

A szogekre vonatkozd (1)-(2)-(3) egyenldségek segitségével kifejezhetjiik BGD hdromszdg
szOgeit:
GDBx =6 —¢,

illetve
GBDx=a+¢e—6. 1 pont

Ugyanakkor a BGD haromszogben a belsé szogek 6sszege 180°, ezért a kapott
Osszefuiggeseket felhasznalva

BGD<« + GDB<x + GBD<« = 180°,
azaz
f+6—c+a+e—56=180°

ebbdl azonnal adodik, hogy
a+ [ =180°.

Ezzel megmutattuk, hogy az AEHF négyszog két szemben levo szogének dsszege 180°. 2 pont

A hurnégyszogek tételének megforditasa alapjan ez azt jelenti, hogy az AEHF négyszog

hdrnégyszog, csicsai tehat valdban egy korre illeszkednek. 1* pont
Osszesen: 10 pont
Megjegyzések:

a) A feltételeket figyelembe véve nyilvanvalg, hogy 6 > &, vagyis § — € > 0.

b) Az utolso, 1*-gal jelzett pontot a versenyz6 nem kaphatja meg, ha a hdrnégyszogek
tételének megforditasa helyett a hurnégyszégek tételére hivatkozik.
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