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Megoldasok

1. feladat

A Tatuin bolygo6 arrél hires, hogy az egén két nap ragyog. A Tatuin ugyanis az A és
B csillagokbol allo kettdscsillag-rendszer koriil kering. A bolygét az Eré olyan korpalyan
tartja, amely a sikjaban tartalmazza az AB szakaszt, kozéppontja az AB szakasz egy C
belsé pontja, és sugara az AB tavolsagnal nagyobb. Az A, B, C pontok és a korpalya
r sugara ismeretében szerkessziik meg a palyanak azt a pontjat, ahonnan nézve a Tatuin
egén a két nap a lehets legnagyobb szogtavolsagra latszik egyméstol.

Megoldas: Jeldlje k a bolygd palyajat. Azt a T pontot keressiik a k koron, amelyre az
AT B sz6g maximélis. Az AT B szbg mindig hegyesszog, mivel A és B a k egy atmérdjének
belsé pontjai. Tehat az AT B szog akkor a legnagyobb, amikor az A, T, B pontokon atha-
lado k&’ kor sugara a lehetd legkisebb. Ez akkor valosul meg, ha &k’ beliilrél érinti a k kort.
A keresett T pont a két kor érintkezési pontja, amelyet megkapunk, ha megszerkesztjiik
azt a k' kort, amely athalad az A és B ponton, és a k kort beliilrsl érinti.

T

Tekintsiik ennek a k' kérnek a C' ponton (k kozéppontjan) athalado AB és TT' szelsit. A
szelédarabok szorzata egyenls, ezért AC' - CB =TC - CT’. Mivel TC = r, ebbdl a

CT :AC=CB:r



aranypart kapjuk. Itt C'T’ kivételével az aranyparban szerepls tavolsagok adottak, ezért
ebbdl a CT’ tavolsag megszerkeszthets (példaul a parhuzamos szel6k modszerével). A
korok érintkezése miatt a T'C' szakasz athalad k' kozéppontjan, igy r + CT' = 2r’, ahol
r’ jeloli a k' kor sugarat. Ebbdl az r’ tavolsig megszerkeszthets. Az AB har és az 1’/
sugar ismeretében a k' kor kozéppontjat, majd a T pontot is meg tudjuk szerkeszteni. Két
megoldast kapunk, amelyek az AB egyenesre szimmetrikusan allnak.

2. feladat

Legyen p > 1 egész szam. Egy egységnyi keriiletd koérvonalon p darab pontot pirosra
szineziink gy, hogy a kor barmelyik, piros ponton &t nem halad6 dtmérGegyenesének a
két oldalan a piros pontok szaméanak az eltérése legfeljebb 100. Bizonyitsuk be, hogy a
korvonal barmely pontjanak a piros pontoktol mért kori tavolsagainak az Gsszege legalabb
(p/4) — 25. (Két pont kori tavolsagan az Sket Gsszekots két koriv koziil a révidebbnek az
ivhosszat értjiik.)

Els6 megoldas: Ha A és B a kdérvonal két pontja, jeldlje AB a koztiik levé kori tavolsagot.
A korvonal barmely A pontjara legyen ¢(A) a piros pontok A-t6l mért kori tavolsdgainak
Osszege.

Vegyiik észre elGszor, hogy ha A és A’ atellenes pontok a koron, akkor
t(A) +t(A") =p/2. (1)

Valoban, barmelyik, A-t6l és A’-t6] kiilonb6z6 P piros pont az A és A’ kozti egyik 1/2
hosszisagu félkorivet osztja két részre, tehat AP+ PA' = 1 /2 (és ez az egyenlGség nyil-
vanvaloan fennall a P = A és P = A’ esetekben is). Ezt az egyenlGséget minden P piros
pontra felirva és Gsszeadva az (1) formulat kapjuk.

Szinezziik kékre a korvonal mindazon pontjait, amelyek valamelyik piros ponttal atellene-
sek, és maguk nem pirosak. Ezzel a kdrvonalon véges sok (legfeljebb 2p darab) szines, azaz
piros vagy kék pontot kaptunk. Legyen A a korvonal tetszSleges pontja, jelolje A’ a vele
atellenes pontot. Valasszuk ki az egyik félkorivet A és A’ kozott, és soroljuk fel koriiljaras
szerint a rajta levs szines pontokat hozzajuk véve A-t és A’-t is (akkor is, ha 6k maguk
nem szinesek) az A = Ay, Ay, Ao, ..., A, = A’ sorozatban. Végiglépkediink ezeken a
pontokon, és megbecsiiljiik, mennyit névekedhet a t(A;) fiiggvényérték a lépések soran.

A=A,




Legyen i =1,2,... ,n-re f; egy az A;_1 és A; pontokat elvalasztd dtmérSegyenes (példaul
a szakaszfelezd merdleges A; 1 és A; kozott). Ha valamely P piros pont az f; egyenesnek
az A;_1-et tartalmazo6 félsikjaban van, akkor

PA, = PA,_, + AT—1\Ai, (2)
hiszen ekkor mindhéarom pont az A;-n atmend atmérdegyenes szerinti ugyanazon félkéron
van, mégpedig P, A;_1, A; sorrendben (a P = A;_; egybeesést megengedve). Ha pedig
egy () piros pont az f; masik félsikjaban van, akkor hasonl6 médon

QA; = Q/A:l - Ail\14i7 (3)

ahol kivonéas all, mivel a sorrend most A;_1, A;, Q (esetleg Q = A;).

Hasonlitsuk 6ssze a t(A;_1) és t(A;) Osszegeket a (2) és (3) formulak felhasznalasaval:

HA) ~ t(Ai) = (X PA+ Y QA) — (Y PAS + ) QA =
P Q P Q
=3 (P&~ PA) + 3 (@A~ QA ) =
P Q

STAA Y A4, (4)
P Q

ahol az 6sszegzésekben P, illetve ) az f; egyenes két félsikjaban fekvs piros pontokat futja
be. A (4) képletben az Aj_l\Ai kori tavolsagnak csak annyi példanyban vett 6sszege marad
meg (pozitiv vagy negativ el6jellel), amennyivel tobb piros pont van f; egyik félsikjaban,
mint a masikban.

A feladat feltevése szerint a két félsikban a piros pontok szama legfeljebb 100-zal térhet el
egymastol, ezért a (4) képletbdl a

H(A;) — t(Aim1) <100 A1 4

egyenl6tlenség adodik, amely minden i = 1,2, ... ,n-re fennall. Osszeadva Sket a

t(A") —t(A) = Zn: (t(A;) — t(A;—1)) <100 - Zn:Ail\Ai =100 - AA’ =100 - (1/2) = 50

=1

egyenl6tlenség, vagyis t(A) —t(A") > —50 kovetkezik. A megoldas elején megallapitott (1)
képlettel ezt Gsszevetve t(A) > (p/4) — 25 adodik. Ezzel a bizonyitandd egyenlGtlenséget
belattuk.

Masodik megoldas: Hasznéljuk az els6 megoldasbeli ¢(A) jellést a szoban forgd tavol-
sagosszegre. Nevezziik vagasnak a piros pontok halmazanak egy a piros pontok egyikén
sem athalado atmérdegyenessel torténd kettéosztasat. Legyen m a maximalis kiilonbség,
amely valamely vagasnal a két részhalmaz elemszama kozott elGallhat. Be fogjuk bizonyi-
tani, hogy minden A pontra t(A) > (p —m)/4. A feladat feltevése szerint m < 100, ezért
ebbdl kovetkezik a (p/4) — 25 also korlat.



Legyen k a lehet6 legegyenlStlenebb vagasnal a kisebb részhalmazban maradé piros pontok
szama. Ekkor m = (p—k) —k, azaz k = (p—m)/2. Azt kell tehat belatnunk, hogy minden
A-ra t(A) > k/2. Nyilvan feltehetjiik, hogy k& > 0.

Minden vagéas mindkét oldalan tehat legalabb k darab, és legfeljebb p — k darab piros pont
van. Legyen A tetszdlegesen adott pont a kérvonalon. Soroljuk ol a piros pontokat pozitiv
koriiljaras szerint egy Aq, As, ..., A, sorozatban gy, hogy az A pont az A,A; ivre essen.
(Ha az A pont piros, akkor legyen A; = A.)

Tekintsiink most a ciklikus felsorolasban egymas utan kévetkezs k+ 1 piros pontot. Ezeket
mindig jelolhetjik A;, A;y1, ..., A;1x-val, ha megéllapodunk abban, hogy az indexeket
modulo p értjiik. Vegyiik észre, hogy

() barmely i-re az A;-bdl pozitiv koriiljaras szerint A, x-ba vezets iv hossza < 1/2 (azaz
legfeljebb félkornyi).

Valoban, a szoban forgd iven a végpontjaival egyiitt k 4+ 1 piros pont van. Ha ez az iv
hosszabb volna 1/2-nél, akkor létezne olyan vagas, amely mindkét végpontjat levalasztana
rola, és igy a vagas egyik oldalan legfeljebb k£ — 1 piros pont maradna, ami lehetetlen.

Jeloljiik A’-vel az A-val atellenes pontot a koron, és tegyiik fol, hogy ez a pont a pozitiv
koriiljaras szerinti felsorolasban az A; és A,.q piros pontok kozé esik (az A" = A4
egybeesést megengedve, ha A’ piros pont). Az Ap-t6l pozitiv irdnyban Ay-ig terjeds iv a (x)
észrevétel szerint nem lehet félkornél hosszabb, emiatt Ay megel6zi A'-t a koriiljaras szerint,
tehat k < j. Hasonl6 moédon az A,_j1-t6l A;-ig terjeds ivet hasznalva j +1 <p—-k+1,
azaz j < p — k adodik.

Allitsuk parba minden i = j —k + 1, — k + 2, ... ,j indexre az A; pontot A;,j-val.
Ezzel a piros pontok koziil £ darab diszjunkt part valasztottunk ki. Tekintsiik az A pont
kori tavolsagat valamely part alkoto két piros ponttol, A;-t6l és A, p-tol. A fentiekbdl
kovetkezs 1 < ¢ < j, illetve j + 1 < i+ k < p egyenlStlenségek miatt A; és A;4, mindig
az AA’ atmeérs két kiilonbozs oldalara (esetleg valamelyik végpontjaba) esik, ezért a két
szoban forgd kori tavolsagot egy-egy A-bol induld, egymést at nem feds iv adja. Ha A;
és A;. atellenes, akkor e két kori tavolsag Gsszege 1/2. Ha nem, akkor az A pont a (x)
észrevétel miatt a két pont kozti 1/2-nél hosszabb iven van, és igy a két kori tavolsag
Osszege 1/2-nél nagyobb.

Az A pontnak az Gsszes piros ponttol mért kori tavolsagainak az Osszege tehat legalabb a
parok szaménak és 1/2-nek a szorzata, azaz valoban legalabb k/2.

3. feladat

Létezik-e minden k természetes szamra olyan pozitiv egészekbdl allo k-elemid halmaz,
amelynek minden nemiires részhalmazaban az elemek 6sszege teljes hatvany? (Egy szamot
teljes hatvanynak neveziink, ha a? alakban irhato, ahol a és g természetes szamok, g > 2.)

Elsé megoldas: Megmutatjuk, hogy minden k-ra létezik a kivant tulajdonsigu szamhal-
maz. Teljes indukciot alkalmazunk k szerint, és azt is elGirjuk, hogy a keresett halmaz
minden eleme 1-nél nagyobb legyen. A k = 1 eset nyilvanvalo, példaul a {4} halmaz ilyen.

Tegyiik f6l, hogy valamilyen k > 1 mellett létezik egy H szamhalmaz a kivant tulajdon-
sdgokkal. A H halmazbdl kiindulva el fogunk késziteni egy k 4+ 1 elembdl all6 megfelels
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H’ halmazt. Képezziink osszegeket H 0Osszes nemiires részhalmazabol, és irjuk fol ezeket
a szamokat af', ad®, ..., al alakban, ahol mindegyik a; és ¢; 1-nél nagyobb egész szam.
Legyen r a ¢; szamok egy kozos tobbszorose, és b; = al' +1 (i = 1,2,... ,n). Valasszunk
n kiillonbozd primszamot, pi-et, po-t, ..., py-et Ggy, hogy egyikiik se legyen r-nek osztdja.
Azt allitjuk, hogy létezik olyan m pozitiv egész, amelyre m”"b; egy egész szam p;-edik
hatvanya minden i = 1,2, ... ,n esetén.

Valoban, ilyen m szamot m = b7'b5? ... bj» alakban allithatunk el6, ahol minden i-re az s;
kitevé az alabbi n darab kongruencia kézos megoldésa:

rs;+1=0 (mod p;)
si=0 (modpj), haj#i.

Mivel a modulusok paronként kiilonb6zé primek, a kinai maradéktétel garantéalja, hogy
ennek a kongruenciarendszernek létezik s; pozitiv megoldasa. Ham = b7'b5% ... b5 ezekkel
az s; kitevSkkel, akkor m”"b; = b7°* ... bfsiH ... bren . Ttt mindegyik kitevs oszthato p;-vel,
tehat m"b; teljes p;-edik hatvany.

A keresett (k + 1)-elemii H' halmazt most mar agy allithatjuk els, hogy H mindegyik
elemét megszorozzuk az m” hatvannyal, és (k + 1)-edikként hozzavesszitk még magat az
m” szamot. Az 1 ¢ H feltevés miatt igy (k + 1) kiilonb6z6 szdmot kapunk, valamint
nyilvanvaléan tovabbra is 1 ¢ H'.

Ha H’ egy nemiires részhalmazaban m” nem szerepel, akkor ezeknek a szamoknak az
osszege valamely H-beli részosszegnek, azaz egy a' alakd szamnak az m”-szerese. Ez a
szadm ¢; | r miatt teljes ¢;-edik hatvany.

Végiil ha H' valamely nemiires részhalmaza az m” szamot tartalmazza, akkor elemeinek
az Osszege vagy maga m”, ami teljes r-edik hatvany, vagy pedig valamilyen i-re egyenld az
m”al +m” = m"b; szammal, ami teljes p;-edik hatvany.

Masodik megoldas: Barmely adott £ esetén el fogunk allitani egy a feladat kivénal-
mainak megfelel6 H halmazt, mégpedig olyan alakban, hogy egy alkalmas = természetes
szam els6 k tobbszoroseét tekintjik: H = {x, 2z, ..., kx}.

Az ebbdl a halmazbdl a feladat szerint szarmaztatandoé Osszegek pontosan az x, 2z, ...,

ma szamok, ahol m = k(k+1)/2. Legyen az els6 m primszam p1, pa, ..., Pm. Az x szamot
x=1".2". ..m'™
alakban keressiik, ahol minden 7 = 1,2,... ,m-re

r;+1=0 (modp;), és
ri =0 (modp;), hayj#i.

Ennek a kongruenciarendszernek létezik pozitiv megoldésa a kinai maradéktétel alapjan,
de akar explicit megoldast is adhatunk az

pi—1
r; = pPpri—t — (E)
Di

képlettel, ahol P = p1ps...pm. (A kis Fermat-tétel miatt a levonando 1-gyel kongruens
modulo p;, ezért az els§ kongruencia teljesiil, a tobbi pedig magatol értetsdik.)

A konstrukci6 folytan barmely ¢ = 1,2,... ,m-re az ix részosszeg teljes p;-edik hatvany,
tehat a H halmaz valéban megfelels.



