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1.  Oldja meg a valds szdmok halmazan a VX +x V2 + V2-Vx+/8=38 egyenletet.

Megoldas:
A négyzetgyok értelmezése miatt x > 0.

Az x = 0 feltétel miatt a négyzetgyokvonas azonossaga alkalmazhato, és igy

Va3 =x-x,
V8 =22, 1 pont

valamint

Ennek alapjan az eredeti egyenletet atalakithatjuk a kovetkezOképpen:

(1) \/x-(ﬁ+\/§)+\/2-(x/§+\/§)=8. 2 pont

Az (1) egyenlet bal oldalan a v+/x + /2 tényez6t kiemelhetjiik, és igy

(2) Vx+v2-(Vx++2) =8. 2 pont
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A (2) egyenlet bal oldalanak zardjeles kifejezését vVx + V2 = [(Vx + \/7)2 alakban irva azt

kapjuk, hogy
/(& +v2)’ =8,

amelybdl a négyzetgyokvonas azonossaganak alkalmazasaval adodik

(3) </\/§+\/§> = 23, 2 pont

A feltételek alapjan a (3) egyenlet csak ugy allhat fenn, ha

/\/§+\/§=2,
azaz

(4) Vx=4—-+2.
Mivel 4 — V2 > 0, ezért a (4) egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelhetjiik:

x =18 —8V2. 2 pont

Atalakitasaink a feltételnek megfelelé szamhalmazon ekvivalensek voltak, ezért a kapott
pozitiv szam a feladat egyetlen megoldasa. 1 pont

Osszesen: 10 pont
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2.  Adja meg az 0sszes olyan haromszdget, amelynek egyik oldala 10 egység hosszusagu,
¢és a szOgei szamtani sorozatot alkotnak, az oldalai pedig

a) Szamtani
b) mértani
sorozatot alkotnak.

Megoldas:
Vizsgaljunk egy haromszoget, amelyre a feladat feltételei teljesiilnek.

Nem sérti az altalanossagot, ha a haromszog szogei altal alkotott szamtani sorozat §
kiilonbségérdl feltessziik, hogy § = 0.

Ekkor a hdromszog szdgeit a kovetkezdképpen jelolhetjiik:
a=B-6 B yv=p+6.

A haromszog szogeinek 0Osszege 180°, tehat f—&+ B+ B + 6 = 180°, ahonnan a
miiveletek elvégzésével és egyszeriisitéssel

B = 60°, 2 pont

A § = 0 feltétel miatt az is teljesiil, hogy
a<pB<y.

A feladat a) részének megoldasahoz a keresett haromszog «; f; y szogeivel szemben levo
oldalak hosszat a tovabbiakban rendre a; b; c-vel jeloljiik.

Minden haromszdgre igaz, hogy nagyobb szoggel szemben nagyobb oldal van, és megforditva,
ezért a < 8 < y alapjan az is igaz, hogy

a<b<c 1 pont

Ezért, ha egy haromszog oldalai egy szamtani sorozat kozvetlen egymads utani tagjai, akkor a
szdmtani sorozat tulajdonsaga alapjan csak
a+c

(D b= >
allhat fenn. 1 pont
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Felirjuk a koszinusztételt a hdromszog b oldalara és a vele szemben fekvo f = 60°-os szdgre:

b? = a® + c? — 2ac - cos 60°,
ahonnan

60° = =
cos >

¢s (1) felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

a’ + 2ac + c?

2 2
=a“+c°—ac.
4

Ebbdl a miiveletek elvégzésével és rendezéssel, illetve egyszertsitéssel adodik, hogy

a’?—2ac+c*=0,
illetve

(2) (a—c)?=0. 1 pont
A (2) egyenlet szerint csakis a = c lehetséges, amelybdl (1) alapjan

a=b=c
1s kovetkezik.

Ez pedig azt jelenti, hogy az a) feladatbeli haromszog szabalyos, amelynek oldalai egy 0
kiilonbségli szdmtani sorozat tagjai, vagyis a haromszdg minden oldala 10 egység hosszisagi. 1 pont

Vizsgaljuk most a feladat b) részéhez tartozé haromszoget, amelyben a fentiek szerint egyrészt
B = 60°, masrészt a szogekre ¢s a veliikk szemben fekvo oldalakra ezuttal is teljesiil, hogy

a<f <y,
illetve
a<b<c.

Mivel most az oldalak egy mértani sorozat kozvetlen egymas utdni tagjai, ezért a mértani sorozat
tulajdonsaga szerint

(3) b =+ac. 1 pont
Ismét felirjuk a koszinusztételt a haromszdg b oldalara és a vele szemben fekvd [ = 60°-0s
szogre, amelybdl (3) és
1
60° = =
cos >

alkalmazasaval kovetkezik, hogy
ac = a? + c? — ac.
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Ebbdl rendezés utan azt kapjuk, hogy
a? —2ac+c* =0,
illetve a bal oldalon szerepld teljes négyzet miatt
(4) (a—c)?=0. 1 pont
A (4) egyenletbdl kovetkezik, hogy csak a = ¢ lehetséges, amelybdl (3) szerint

a=b=c
1s adodik.

Kapott eredményiink ekvivalens azzal, hogy a b) feladatban keresett haromszog is szabalyos,
amelynek oldalai egy 1 kvociensii mértani sorozat tagjai, tehat a haromszdg minden oldala 10
egység hosszusagu. 1 pont

Azt az eredményt kaptuk, hogy amennyiben egy haromszog szogei szdmtani sorozatot
alkotnak, akkor egyrészt a haromszog egyik szoge 60°-0s, masrészt, ha ezenkiviil az oldalak
hosszai szamtani, vagy mértani sorozat kozvetlen egymads utani tagjai, akkor ezek a feltételek
csak a szabalyos haromszdgre teljesiilnek.

Ezért a kezdeti feltételt is figyelembe véve a feladat a) és b) részének egyarant csakis a 10

egység oldalhosszusagu szabalyos haromszogek felelnek meg. 1 pont
Osszesen: 10 pont
5
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3. Ot kiilénbdzé szinii, szabalyos dobokockat dobunk fel egyszerre: fehéret, lilat, sargat,
zoldet és kéket.
Rendre F; L; S; Z; K jeloli az egyes kockakkal dobott szamokat.
Egy dobas E értékét a kovetkezéképpen szamoljuk ki:

HaF =1,akkorE=L-(S+Z + K),
haF =2,akkorE=L-(S+2) + K,
haF =3,akkorE=L-S+Z +K,
haF = 4,akkorE=L-S+Z-K,
haF =5,akkorE=L-S-Z + K,
haF =6,akkorE=L-5-Z K.

Hatarozza meg annak a valésziniiségét, hogy E = 70.

Megoldas:

A dobokockak szabalyosak, ezért az F; L; S; Z; K szamok az {1; 2; 3; 4; 5; 6} szdmhalmaz
elemei lehetnek, azaz

(D) F;L; S; Z; K € {1;2;3;4;5;6}.

Tudjuk tovabba, hogy

(2) 70=1-2-5-7.

Szamoljuk ki az egyes dobasok E értékét az F szam lehetséges értékei szerint.

Legyen eldszor F = 1.
Ekkoraz E = L - (S + Z + K) feltétel, valamint (1) és (2) szerint csak

L=5¢S+Z+K=14

lehetséges, hiszen L = 1 illetve L = 2 esetén S+ Z + K = 70 illetve S + Z + K = 35 lenne,
mikdzben nyilvanvald, hogy

S+Z+K <18.
Az S + 7 + K = 14 6sszeg tobbféleképpen is létrejohet, ezeket az alabbi tdblazatban

gyljtottiik 6ssze, amelyben rogzitettiik azt is, hogy az egyes kockékon szerepld szamok
hanyféleképpen allhatnak eld:

A dobott szamok Osszeg Hanyféleképp?
6 6 2 14 3
6 5 3 14 6
6 4 4 14 3
5 5 4 14 3
6
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A tablazat szerintaz S + Z + K = 14 Gsszeg Osszesen 15-féleképpen allhat elo. 2 pont

Legyen most F = 2.
Ekkor a feltétel szerint teljesiilnie kell az

L-(S+Z)+K=70
Osszefiiggésnek.

Ha L < 5,akkor L-(S+ Z) < 5(6 + 6) = 60, amelybdl K > 10 kdvetkezne, ez nyilvan
nem lehetséges.

Ezért, (1)-et is figyelembe véve csak L = 6 esetén van megoldas.
Ekkor csakis S + Z = 11 fordulhat el6, amelyhez K = 4 tartozik.

Ez két ujabb esetet jelent, mert S + Z = 11 csak
S=6;Z=5vagyS=572=6
formaban johet létre. 1 pont

Ha F = 3, akkor E = L - S + Z + K jobb oldalanak minden szama helyébe a lehetséges
legnagyobb szamot irva azt kapjuk, hogy E < 48.
Tehat, ha F = 3, akkor a feltétel alapjan E = 70 nem valdsulhat meg. 1 pont

Legyen most F = 4.
Ekkoraz E = L-S + Z - K szerint E maximalis értéke 72, amelyet gy kapunk, hogy az

L=S=Z=K=6

helyettesitést végezziik el a feltétel jobb oldalan.

Ezt az dsszeget 2-vel kellene csokkenteniink a sziikséges E = 70 értékhez.

De ha csak az egyik kockan is 6-0stol kiilonb6z6 szam all, akkor legalabb 6-tal

csokkentettiik a maximalis E = 72 értéket.

Ezért F = 4 sem lehetséges. 1 pont
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Ha F =5, akkoraz E = L-S-Z + K feltétel miatt a kék kockan dobott szam szerint érdemes
L; S; Z lehetséges értékeit vizsgalni, figyelembe véve, hogy E = 70.

A feltételben szerepld L - S - Z szorzatot minden lehetséges K érték esetén harom egész szam
szorzatara bontjuk. Ugyanakkor (1) miatt kizarjuk azokat az eseteket, amelyekbenaz L - S - Z
szorzat primtényez0s felbontdsaban valamelyik prim 6-nal nagyobb.

Ha K =1,akkorL-S-Z = 69 = 3 - 23, ami nyilvan nem fordulhat el6, mert a 23
primszam, ¢és ilyet szabalyos dobokockéaval nem dobhatunk.

Ha K = 2,akkor L-S-Z = 68 = 22 - 17, igy ez sem lehetséges, mert a 17 prim 6-nal
nagyobb.

Ha K = 3, akkor L - S - Z = 67, ez primszam, ilyet tehat nem tudunk dobni.

Ha pedig K = 4,akkor L-S+-Z = 66 = 2-3- 11, és mivel a 11 primszam is 6-nal nagyobb,
igy ez sem valdsulhat meg.

A K =5 eset sem fordulhat el6, mert ekkor L - S+-Z = 65 = 5-13 lenne, és 13 prim,
szabalyos dobokockaval pedig 13-as nem dobhaté. 2 pont

Végiil, ha K = 6,akkor L-S-Z = 64 = 2°.

Most az L - S - Z szorzatban nincs 6-nal nagyobb primtényez6, masrészt ez a szam csakis
egyféleképpen bonthat6 fel hdrom olyan egész szam szorzatara, amelyek mindegyike
megfelel az (1) feltételnek, mégpedig

L-SZ =64=4-4-4.
Ezért, ha F = 5, akkor csak a K = 6 érték felel meg a feltételnek, vagyis egyetlen 4j esetet
talaltunk. 1 pont
Ha pedig F = 6, akkor E = L - S - Z - K miatt a dobas értéke nem lehet 70, hiszen az egyik

kockéval 7-est kellene dobnunk, de ez (1) szerint nem valdsulhat meg. 1 pont

Minden lehetséges esetet megvizsgaltunk, €s azt kaptuk, hogy a feltételek figyelembe
vételével az E = 70 érték 6sszesen 18-féle modon allithato eld.

Az sszes lehetséges dobasok szama 6° = 7776.

fgy annak a valdsziniisége, hogy a fehér, lila, sarga, zold és kék szabalyos dobokockakat
egyszerre feldobva a dobas értéke a feltételeknek megfeleléen E = 70 legyen:

, 18 1
PIE=70)=—=——.
( )= 7776 = 132 1 pont
Osszesen: 10 pont
8
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