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Javitasi-értékelési utmutato

1.  Adjameg az 6sszes olyan négyjegyli pozitiv egész szamot, amelyre igaz, hogy az elsé harom
jegyébdl alkotott hdromjegyli szam kétszer akkora, mint az utolsdé harom jegyébdl alkotott

haromjegyii szam.

Megoldas:
Legyen a keresett négyjegyli szam abcd, amelyet felirhatunk

abcd = 1000a + 10bc + d
alakban is.

A feltételek miatt a # 0 és b # 0, ezért bc kétjegyli szam.

A bc kétjegyli szam segitségével felirhatok az abc és bcd haromjegyti szamok is:

(1) abc = 100a + bc; bcd = 10bc + d.
A feladat feltétele és (1) szerint

100a + bc = 2 - (10bc + d),
ahonnan a miiveletek elvégzésével és rendezéssel

(2) 100a — 2d = 19bc.

Ez azt jelenti, hogy a kétjegyii bc szam paros, ezért (2) jobb oldala a 19 szam paros tébbszorose.

Vizsgaljuk a (2) egyenletet az a és d szamjegyek lehetséges értékei szerint.

1 pont

1 pont

2 pont
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Ha a = 1, akkor 100a — 2d értéke a [82;100] intervallumba es6é valamelyik paros egész szam,
hiszen a lehetséges legnagyobb d szdmjegy, azaz d = 9 mellett 100a — 2d = 82, mig a legkisebb
d szamjegy, vagyis d = 0 esetén 100a — 2d = 100.

2017/2018 masodik forduld

Ugyanakkor a [82; 100] intervallumban a 19-nek egyetlen tébbszordse van, mégpedig

95 =19-5, de ez nem paros szam, tovabba ez esetben bc nem kétjegyii. Ezért a =1 nem

lehetséges.

Hasonldképpen vizsgélhatjuk, hogy

a=2;3:4;..;8;9

esetén a 19-nek mely paros tobbszordsei vannak a

[100a — 18;100a]

intervallumban.

Szamolasi eredmeényeinket tablazatba is foglalhatjuk:

a | [100a — 18;100a] | bc | d | abcd
1 [82;100] 5 || -
2 [182;200] 10| 5 | 2105
3 [282;300] 15 | ---- | ----
4 [382;400] 21 |- | -
5 [482;500] 26| 3 | 5263
6 [582;600] 31 |- | ----
7 [682;700] 36| 8 | 7368
8 [782;800] 42| 1 | 8421
9 [882;900] 47 | - | ----

Minden lehetséges esetet megvizsgaltunk és azt kaptuk, hogy a feladat feltételeinek négy darab

négyjegyll pozitiv egész szam felel meg:

2105;5263;7368; 8421 .

Ezek a szdmok valoban megfeleldk, mert

210 = 2-105;526 = 2-263;736 = 2-368;842 = 2-421.

Osszesen:

szakgimnazium-szakkozépiskola

1 pont

4 pont

1 pont

10 pont
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2. Hatarozzamegaz (x> + (m—2)-x—2m)-(—x*+ (2m+1)-x—2m) =0
egyenl6tlenség egész megoldasainak szamat az m pozitiv egész szam fuiggvényében.

Megoldaés:
A feladat megoldasat két eset vizsgalatara bontjuk.

Elso eset: az egyenldtlenség fenndll, ha az

(D x>+ (m—=-2)'x—2m=0
(2) —x2+(2m+1)'x—2m=0
egyenl6tlenségek mindegyike teljesul. 1 pont

Az (1) egyenldtlenség bal oldalan szereplé masodfoku kifejezés diszkriminansa:
(m—2)2—4-(-2m) = (m+ 2)?,
a (2) egyenlétlenség bal oldalan levé masodfoku kifejezés diszkriminansa pedig
2m+1)?2—-4-(-1)-(-2m) = 2m — 1) 1 pont
Ez azt is jelenti, hogy mindkét masodfoku kifejezésnek vannak zérushelyei, mégpedig

x11 = —m éS x12 = 2
illetve

le = 1 éS x22 = Zm . 1 pOﬂt

Az (1) és (2) egyenlbtlenségek megoldasainak halmazat rendre M;; M,-vel jeldlve és felhasznalva,
hogy —m < 0:

M; = ]—00; —m] U [2; o[ ¢és M, = [1;2m]. 1 pont

egész szamok, hiszen ezekre az (1), illetve (2) egyenl6tlenségek bal oldala zérus, tehat a szorzatuk
is nulla, és igy az eredeti egyenl6tlenség fennall.
Masrészt az els6 esetben megoldasok az

halmazba tartoz6 egészek, ezekbdl pontosan 2m — 1 darab van.
fgy az els6 esetnek Gsszesen

2m+1
egész szam felel meg. 1 pont



Matematika OKTV I. kategdria 2017/2018 masodik forduld szakgimnazium-szakkozépiskola

Masodik eset: a feladat egyenl6tlensége akkor is teljesiil, ha

€)) x>+ (m—-2)'x—2m<0
és
(4) x>+ (2m+1):x—-2m<0

egyszerre igaz.

A (3) és (4) egyenl6tlenségek bal oldalan 1athaté masodfoku kifejezések zérushelyeit mar ismerjuk,
ezert (3) és (4) megoldasait rendre M5; M,-gyel jelolve:

M; = [-m; 2] M, = ]—00;1] U [2m; oo].
A (3) és (4) egyenlotlenségek kozos megoldasai az
M; N M, =[-m;1]
halmazba tartoznak, ebben a halmazban pontosan

m+ 2
darab egész szam van.

Ugyanakkor ebb6l az m + 2 egész szambol az x = —m; x = 1 megoldasokat az els6 esetben mar
figyelembe vettik.

Ezért a masodik esetben 6sszesen m darab olyan megoldés van, amely az el6z6ben nem szerepelt.
A két lehetséges esetet megvizsgaltuk és azt kaptuk, hogy ha m pozitiv egész szam, akkor az

x24+(m—-=2)-x-2m)-(—x*+(2m+1)-x—2m) =0

egyenldtlenségnek
2Zm+1+m=3m+1

darab egész megoldéasa van.

Osszesen:
Megjegyzés:

a) Ham =1, akkoraz x = 2 és az x = 2m szdmok azonosak, de a feladatnak ekkor is 3m + 1,
azaz 4 darab megoldasa van, mégpedig az
x=-1, x=0;, x=1;, x=2
egész szamok.
b) Haa versenyz6 az m = 1; 2; 3; ... értékekre megvizsgal egy-egy esetet és abban helyes
kovetkeztetésre jut, de mas érdemi megéllapitast nem tesz, akkor erre 1 pontot kapjon.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

10 pont
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3. Oldja meg a valds szamparok halmazan az
logxz(x*y + xy?) = logy(2x) ;
y x

1
X+y=m

egyenletekbdl all6 egyenletrendszert.

Megoldas:
Az els6 egyenlet mindkét oldaldnak numerusza a logaritmus értelmezése miatt pozitiv, ezért x csak
pozitiv szam lehet.
A logaritmus alapszama pozitiv, ezért
y

=>0,
X

ezzel teljesil, hogy a bal oldal logaritmusos kifejezésének alapszama is pozitiv.

Ez azt jelenti, hogy vy is pozitiv szam.

Ilyen feltételek mellett az egyenletrendszer masodik egyenletének jobb oldala is értelmezett.

Ugyanakkor a logaritmus alapszama 1 nem lehet, ezért x # y. 1 pont

Az elso egyenlet jobb oldalat irjuk at

X
y
alapu logaritmusra:
logx(2x)
logy(2x) = —2——,
x y
x lng =
y (x)
ahonnan

logg (%) =-1

logx(x%y + xy?) + logx(2x) = 0
y y

szerint az elsd egyenlet

alakba irhato. 1 pont
Az azonos alapu logaritmusos kifejezések 0sszegére vonatkozo miiveleti azonossag alapjan
logx[(x?y + xy?) - 2x] = 0. 1 pont
y

A kapott egyenlet numeruszanak szorzatta alakitasaval pedig

(D logx[xy-(x+7vy)-2x] =0.
y

Az egyenletrendszer masodik egyenletét felhasznalva azt kapjuk, hogy (x + y) - 2xy = 1, ez pedig
azt jelenti, hogy felirhat6 az (1) egyenlettel ekvivalens

(2) logx(x) =0.
y
egyenlet. 2 pont
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A logaritmus definicidja szerint a (2) egyenletb6l az kovetkezik, hogy
£\ 0
G) ==
y

X

ez pedig az

feltétel alapjan azt jelenti, hogy
x=1. 1 pont

A kapott eredményt behelyettesitve az egyenletrendszer masodik egyenletébe:

1+y= !
y - Zy )
ahonnan ekvivalens atalakitasokkal a
(3) 2y2+2y—1=0
mésodfoku egyenletet kapjuk. 1 pont
A (3) egyenlet megoldasai
_—1+v3  -1-43
yl - 2 4 yZ - 2 .
Az y, megoldas negativ, ezért nem felel meg a feladat feltételének. 1 pont

Az egyenletrendszer megoldasa tehat egyetlen szampar, ez pedig

-1++3
x=Ly=—7". 1 pont

Atalakitasaink a feltételek altal meghatarozott szamhalmazokon ekvivalensek voltak, ezért a kapott
szamok az eredeti egyenletrendszer mindkét egyenletét kielégitik. 1 pont

Osszesen: 10 pont
Megjegyzések:
a) Az egyenletrendszer els6 egyenletének mindkét oldalat tetszéleges a > 0; a # 1 alapu
logaritmusos kifejezéssé alakithatjuk. Az atalakitassal az log,[xy - (x + y) - 2x] = log,1
egyenletet felirvaaz xy - (x + y) - 2x = 1 egyenletet kapjuk, amelybdl az egyenletrendszer
masodik egyenletét figyelembe véve x = 1 adddik.
b)  Alkalmazhatjuk az els6 egyenletben az

1
xy-(x+y) = >
helyettesitést, ekkor
1 1
logx (—) = —logy (—) = logy(2x)
y 2 X 2 X
alapjan és
1
logy <2x . —) =0
X 2
szerint x = 1.
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4. Az ABC haromszog a szogére teljesul, hogy sin3a + cos3a = 1.
Mekkora haromszdg legnagyobb szdge?

1. Megoldas:
Mivel a egy haromszdg szoge, ezért teljestlnie kell a
O0<sina <1,
és
—1<cosa<1

feltételeknek.
Felhasznaljuk a sin?a + cos?a = 1 trigonometrikus azonossagot, ezzel a megadott egyenlet a
sin3a + cos3a = sin?a + cos?a

alakba irhat6, ahonnan atrendezéssel és kiemeléssel azt kapjuk, hogy
(D) sin®a - (sina — 1) = cos?a - (1 — cosa) .
Nyilvanvalo, hogy sin?a > 0 és cos?a > 0, tovabba a feltételek miatt
, sina—1<0
és

1—cosa>0.
A kapott két feltétel egyszerre csak ugy allhat fenn, ha sina — 1 = 0, azaz, ha

sina =1.

Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy cosa = 0, ezéert az (1) egyenlet mindkét oldala zérus.

Az ABC haromsz0g a szdgére sina = 1 miatt @ = 90° teljesul.

Ha a haromszdgben az egyik sz6g derékszdg, akkor ennél nagyobb szdg a haromszdgben mar nem
lehetséges, tehat a haromszdg legnagyobb szdge:

a = 90°.

Osszesen:

2 pont

2 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont
10 pont
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2. Megoldas:
Mivel a egy haromszdg szoge, ezért teljestlnie kell a

O0<sina <1,
és
—1<cosa<l1
feltételeknek. 2 pont

A 0 < sina feltétel miatt sin’a > 0, ezért a sina < 1 egyenlétlenség mindkét oldalat
szorozhatjuk a pozitiv sin?a szammal, ebbdl azt kapjuk, hogy

(D sina < sin’a. 1 pont
Nyilvanvald, hogy az ABC haromszég barmely szdgenek koszinusznégyzete nemnegativ, ezért

teljestl az is, hogy

(2) cos?a > 0. 1 pont
Tegyiik fol eldszdr, hogy cos?a > 0 igaz.

A kezdeti feltételekbol cosa < 1 is kovetkezik.
Ennek az egyenl6tlenségnek mindkét oldalat a cos?a > 0 szammal szorozva

(3) cos3a < cos?a
kdvetkezik. 1 pont

Osszeadva az (1) és (3) egyenlétlenségek megfeleld oldalait:

sin3a + cos3a < sina + cos?a . 1 pont
A kapott egyenldtlenség ellentmondasra vezet, mert a feladat feltétele szerint sin®a + cos3a = 1
és a sin’a + cos?a = 1 trigonometrikus azonossag szerint az egyenl6tlenség jobb oldalanak
értéke is 1. 2 pont
Az ellentmondas oka a cos?a > 0 feltevés. Ez pontosan azt jelenti, hogy a (2) egyenlétlenségben
csakis cos?a = 0, vagyis

cosa = 0

lehetséges. 1 pont

Kapott eredményiink szerint az ABC haromsz0g a szogére cosa = 0 és igy a = 90°.

Ha a haromszogben az egyik szdg derékszdg, akkor ennél nagyobb szég a haromszdgben mar nem
lehetséges, tehat a haromszdg legnagyobb szdge:

a =90°. 1 pont

Osszesen: 10 pont
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5. Legyen d az az ABC hegyesszogili haromszog sikjaban az ABC haromszog A cstcsan atmend
egyenes, amely az AB és AC egyenesek egyikével sem esik egybe. Legyenek a B; és C; pontok
rendre a B és C pontok merdleges vetiiletei a d egyenesen.

Hatarozza meg a d egyenes helyzetét ugy, hogy a BB; + CC; 6sszeg maximalis legyen.

Megoldas:
Két esetet vizsgalunk, elészor azt, amikor a d egyenesnek a BC szakasszal nincs k6zés pontja,

masodszor pedig azt, amikor van kzds pontjuk.

Tekintsiik az els6 esetnek megfelelden készitett abrat, amelyen a BC oldal felezopontjat D-vel, a D
pontnak a d egyenesre esé merdleges vetiiletét D,-gyel jeloltik.

B D C

1. abra
A BCC;B; derékszogii trapéz, amelynek kozépvonala a DD, szakasz, ezért a kozépvonal
tulajdonsagat felhasznalva:
BB, +CC; _

DD, . 1 pont
2
Az &bra DD, és DA szakaszaira nyilvanvaldan teljesil a

(D DD, < DA
egyenlOtlenség.

Ebbdl az kovetkezik, hogy

BB, + CC,
——— < DA,
2
azaz
(2) BB, +CC, £ 2DA. 2 pont

Az (1) és igy a (2) egyenlbtlenségben pontosan akkor van egyenldség, ha a d egyenes meréleges az
ABC haromszdg DA sulyvonalara. 1 pont
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Legyen most a d egyenes és a BC szakasz k6z6s pontja E, és tekintsiuk az ehhez tartozé abrat.

Az abra BB;; CC, szakaszaira érvenyesek a

3) BB, < BE; CC; < CE

egyenldtlenségek. 1 pont
Az egyenldtlenségek megfeleld oldalainak 6sszeadasaval azt kapjuk, hogy

BB, + CC, < BE + CE,
azaz

A (3) egyenl6tlenségekben egyenléség pontosan akkor van, ha a By; C; és E pontok azonosak,
vagyis éppen akkor, amikor a d egyenes mer6leges a BC szakaszra. Ez ut6bbi pedig azt jelenti,

hogy az AE szakasz az ABC haromszdg A csucsbol indulé magassaga.

Ekkor a (4) egyenlétlenségben is az egyenldség esete all fenn. 1 pont

10
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Végul vélaszt adunk arra, hogy a feladat feltételei, tehat az ABC haromszdg tulajdonsagai alapjan
az els6, vagy a masodik eset adja a BB, + CC; 0sszeg maximumat.

Tekintslk ezért a BC szakasz Thalész-korét, ennek kézéppontja a BC felez6pontja, sugara a BC
szakasz fele.

Mivel az ABC haromszdg a feltétel szerint hegyesszogii haromszog, ezért az A pont a BC oldal
Thalész-kdrének kiils6 pontja.

Ekkor az A csucshoz tartozo sulyvonal nyilvan hosszabb, mint a Thalész-kor sugara, vagyis mint a
BC oldal fele.

Ebbdl pedig arra kdvetkeztetlink, hogy az elsé esetben, tehat az A ponton atmené stlyvonalra

mer6leges d egyenes esetén kapjuk a maximalis BB, + CC; tavolsagdsszeget. 2 pont

Osszesen: 10 pont

11



