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MATEMATIKA

II. KATEGORIA
(GIMNAZIUM)

Javitasi—értékelési itmutatd

1. Az ABC derékszogli haromszog silypontja legyen S. Tudjuk, hogy ACBZ =
ASCZ = 90°. Az A cstcsbdl merélegest allitunk a BS egyenesre, ez BC' egyenesét

D-ben metszi. Mennyi a g—g arany értéke?
1. Megoldas: Legyen F az AC felezopontja és AC' = b. Thalész tételének megfordi-
tasat ASC haromszogre alkalmazva F.S = g. 1 pont
A sulypontra vonatkozé tétel miatt BE = %b 1 pont
Pitagorasz tétele szerint a BC'F haromszogben BC? = BF? — FC? = 2b%. 1 pont
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ACD és BCF haromszogek hasonlok, mivel egyrészt C-nél mindkettében derékszog
van, masrészt CADZ = CBFZ, hiszen merdleges szaru hegyesszogek. 2 pont
Irjuk fel a befogdk ardnyat, CD : CA = CF : C'B, amibdl

CF-CA _3b-b_ 1,
CB  V2b 22
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CD =




ahonnan
—_— = - 2 pont
Osszesen 7 pont
2. Megoldas: Legyen C—Zl =u és C@ =v. Mivel ACBZ = 90°, ezért
u-v=0. 2 pont
Mivel ASCZ = 90°, ezért

o3 W= LEE 2 (L)

3 31\2
A merdlegességbdl adédé két skaldris szorzasbdl v? = 2u?. 2 pont
Legyen CD = —A\v. Mivel AD mer6leges BS egyenesére, ezért

DA-FB= (u+ Av) - (v—%)zo,

H2

amib6l u - v = 0 felhaszndldsdval \v? = 5 - 2 pont

Felhasznalva, hogy v? = 2u? megkapjuk a keresett ardnyt, A = CB =7 1 pont

2. Milyen szamjegy all az N szam tizedestort alakjaban a tizedesvesszo utani 2018.
helyen?
N—1+2+3+ +2017
2034l 2018!

Megoldas: Teljes indukciéval igazoljuk, hogy

Ly 2 3, ! (1)
21 31 4! (k+1)! (k+ 1)
Kezdo 1épés: k =1 esetén % =1- %, az allitas igaz. 1 pont

Indukcios 1épés: feltessziik, hogy az allitas igaz k-ra, ennek segitségével megmutatjuk,
hogy igaz k+ 1-re is. Irjuk fel a bal oldalt £+ 1 esetén és hasznaljuk az indukcios feltevést:

1+2+3+ . k N Bl 1 N k+1
21 31 4l k+1)!  (k+2)! (E+1)!  (k+2)

Ko6z6s nevezére hozva és a miiveleteket elvégezve éppen a kivant eredményt kapjuk:

LUkl k2 kel .
E+Dl " k+2)!  k+2)! R+l k+2) P

Tehat a feladat szoévegében szereplé N =1 — 2018, Megmutatjuk, hogy a tizedesvesszo
utani 2018. helyen 9-es szamjegy all. Ez azt jelenti, hogy

1
N=1———>1-—107%8
2018! ’
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azaz 5o < 107208 amibél 20181 > 102018 2 pont
Becstljik alulrél 2018! értékét ugy, hogy az 1, 2, ..., 1009 szamok helyett irjunk 1-et,
az 1010, 1011, ..., 2018 helyett pedig 1000-et. Ezzel be is fejeztiik a feladat megoldéasat,
hiszen 2018! > 1000'9% = 103927 > 10218,

2 pont

Osszesen 7 pont

a/3+b a? + b + ¢
racionalis, akkor ———

3. Bizonyitsuk be, hogy ha a, b, ¢ egész szamok, és ——
Y &Y s b3+ ¢ a+b+ec

egész szam.
Megoldas: A feladatban szerepld feltétel szerint vannak olyan p, ¢ # 0 egész szamok,

3+b
amelyekre a\/_—+ — P A nevezbikel szorozva és dtrendezve ebbél
W3+c q
(aq — bp)\/g =cp — bg. 1 pont

A jobb oldalon allé ¢p — bg racionalis. Mivel v/3 irraciondlis, a bal oldalon &l16 kifejezés
csak ugy lehet raciondlis, ha aq — bp = 0. Ekkor cp — bg is 0, amib6l b # 0 és ¢ # 0 esetén

a
=== 2 pont
b ¢ gq

Amennyiben b = 0, akkor ¢ # 0 és aqg — bp = 0 miatt a = 0. Ekkor a feladatban szerepl6

) . . . a® +b* + ¢ o
tortek csak ugy lehetnek értelmezve, ha ¢ # 0 és ekkor Dbt ¢, ami egész. Ha
a c
¢ = 0, abbdl hasonlé mdédon kapjuk, hogy b = 0 és igy a = 0 lenne, de ekkor a feladat
szovegében szereplo torteket nem értelmezziik. 1 pont

Legyen § =r. Ekkor b = cr, a = br = cr®. A kapott eredmények segitségével irjuk fel
a feladat szovegében szereplé masodik tortet:

a?+0*+c (1)

a+b+c (r2+r+1)c (F=r+le=a=b+e

Mivel a, b és ¢ egészek, ezért a tort értéke egész, a bizonyitast befejeztiik. 3 pont

Osszesen 7 pont
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4. Vegyiink 31 kiilonb6z6 pozitiv primszamot és adjuk ossze a negyedik hatvanyaikat.
Igazoljuk, hogy ha a kapott szam oszthatd 30-cal, akkor a primszamok kozott szerepel ha-
rom egymast kovetd prim (azaz p < ¢ < r ugy, hogy a |p; ¢| és |¢; r[ nyilt intervallumokban
nincsenek primszamok).

Megoldas: Legyen a negyedik hatvanyok 6sszege Z. Megmutatjuk, hogy Z csak akkor
oszthatd 30-cal, ha a primek kozt szerepel a 2, 3, 5 mindegyike.

Mivel (2;3) = (2;5) = (3;5) = 1 és 30 = 2-3 -5, ezért a 30-cal val oszthatosag
szitkséges és elégséges feltétele, hogy a 2, 3, 5 mindegyike osztja Z-t. 1 pont

A 2 az egyetlen paros pozitiv prim. Ha a 2 nincs a 31 kivalasztott kozott, akkor mind-
egyik paratlan, negyedik hatvanyaik és azok Osszege, Z is paratlan, nem lehet oszthato
30-cal. 2 pont

Ha a 3 nincs koztiik, akkor nincs koztiik 3-mal oszthato. A 3-mal nem oszthaté szamok
négyzetének 3-as maradéka 1, igy a negyedik hatvanyok 3-as maradéka 1, amibdl Z 3-as
maradéka is 1. Igy Z nem lehet oszthaté 30-cal. 2 pont

Ha az 5 nincs koztiik, akkor nincs koztiik 5-tel oszthatd. Az 5-tel nem oszthatd szamok
négyzetének 5-6s maradéka 1 vagy 4. A negyedik hatvanyt a négyzet négyzeteként kapjuk,
igy minden 5-tel nem oszthaté egész negyedik hatvanyanak 5-6s maradéka 1. Ebbol Z
5-6s maradéka is 1, Z nem oszthato 30-cal. 2 pont

Azt kaptuk, hogy Z csak akkor oszthaté 30-cal, ha a 2, 3, 5 mindegyike a kivalasztott
primek kozt van. Mivel ezek szomszédos primek, ezzel a bizonyitandé allitast belattuk.

Osszesen 7 pont
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