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MATEMATIKA III. KATEGORIA
(a specidlis tanterv szerint haladé gimnazistak)

Javitasi-értékelési utmutatd

Kérjiik a javito tanarokat, hogy a feladatok javitasakor vegyék figyelembe a versenyzék
szaméara kiadott tajékoztatot. Kiilon is felhivjuk szives figyelmiiket arra, hogy minden fel-
adatra csak egy helyes megoldasért jar a megfelel pontszam. Kérjiik, hogy a dolgozatokon
konkrétan jelezzék a hibakat és az egyes feladatokra adott pontszamot, a dolgozat kijavitasa
utan pedig toltsék ki a dolgozathoz mellékelt értékels lap rovatait. A dolgozatokat nem
kell osztéalyzattal mindsiteni. A pontszdmok indokolt esetben bonthatok.

A TII. kategoriaban versenyzé tanulok dolgozatait 12 ponttol kell tovabbkiildeni az
iskolakbol, kozvetleniil az OKTV Matematika III., Oktatasi Hivatal, 1363 Budapest, Pf. 84.
cimre. A feltételeknek megfelels dolgozatok koziil azonban csak azok kiildhet&k tovabb,
amelyek tartalmazzak legalabb két feladat lényegében teljes (5-7 pontos) megoldasat.
Tajékoztatasul megjegyezziik, hogy a versenykiiras alapjan a versenybizottsag legfeljebb
50 versenyzG6t juttathat be a dontébe.

A pontozéasi itmutatoban nem szereplé mas helyes megoldas vagy megoldasrészlet
esetén az aranyos pontszamot sziveskedjenek megadni.

Budapest, 2017. november A versenybizottsag

1. feladat

Adott egy P(z) egész egylitthatos polinom. Bizonyitsuk be, hogy ha léteznek olyan a,b
egészek, melyekre |P(a)| = |P(b)| = 1, tovabba |a —b| > 3, akkor a polinomnak nincs egész
gyoke.

Megoldas: Indirekt modon tegyiik fel, hogy a polinomnak van egész gyoke, azaz létezik
olyan k egész szam, amelyre P(k) = 0. Ekkor a P(z) polinom felirhat6 P(z) = (z—k)-Q(z)

alakban, ahol Q(x) egész egyiitthatos polinom. (1 pont)
A P(z) polinom a helyen felvett helyettesitési értéke P(a) = (a — k) - Q(a), tovabba a
feladat feltétele szerint |P(a)| = 1, tehét |(a — k) - Q(a)| = 1. (2 pont)
Mivel a — k és Q(a) egészek, ez csak ugy teljesiilhet, ha |a — k| = 1. Hasonloan kapjuk,
hogy |b — k| = 1. (2 pont)
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A szamokra vonatkoz6 haromszog-egyenlStlenség alapjan igy |a —b| < |a—k|+|b—k| = 2,
ami ellentmondésban van a feladat |a — b| > 3 feltételével. (2 pont)

Ezzel belattuk, hogy a P(z) polinomnak nincsen egész gyoke.

2. feladat

Az ABCD harnégyszog atloinak metszéspontja M. Az AM és C'M szakaszok mint &tmérsk
folé egy-egy kort rajzolunk. Tegyiik fel, hogy az elsé kor az AB, illetve AD oldalt a P,
illetve S belsé pontban, a masodik kor pedig a CB, illetve C'D oldalt a @, illetve R belss
pontban metszi. Igazoljuk, hogy AP- BQ-CR-DS =BP-CQ-DR-AS.

Megoldas: Az ABM és DCM haromszogek hasonlok, mert két-két szogiik egyenls: az
AMB és DM C szogek csicsszogek, a BAM és C DM szogek pedig a hirnégyszog koré irt
kornek a BC' iven nyugvo keriileti szogei. (2 pont)

D

A két haromszogben az M-bdl kiinduldé magassagvonalak talppontjai Thalész tétele szerint

P, illetve R. A hasonlésag miatt ezek azonos aranyban osztjak az AB, illetve C'D oldalt:
AP DR

BP-COR" (2 pont)
Innen AP-CR = BP - DR. (1 pont)
Ugyanigy adodik, hogy BQ - DS = CQ - AS. (1 pont)
Az utolso két egyenlSséget Osszeszorozva a feladat allitasat kapjuk. (1 pont)

3. feladat
Legyenek A, B és C pozitiv egész szamok, melyekre A2 + B? + C oszthaté AB-vel.
Definialjuk az a,, sorozatot az

ap = A, ag = B, an+1 =

rekurzioval. Bizonyitsuk be, hogy a, minden n-re egész szam.
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Els6 megoldas: A sorozat tagjai nyilvan pozitivak, ezért oszthatunk veliikk. A rekurzios
képletet a,41-re és a,4o-re felirva és belgliikk C-t kifejezve az

2 2
Upt+1 " Apn—1 — Qp = An42 ~Gp — Ay g
egyenldséget kapjuk, amelyet az

an—i—l + Ap—1 o Ap+42 + ap

anp an+1
alakba rendezhetiink at. (2 pont)
Ebbél kovetkezik, hogy az (an+1 + an—1)/a, hanyados minden n > 2 mellett ugyanaz a
d szédm. (1 pont)

A d hényados értékét meghatarozhatjuk az n = 2 esetbdl, amely szerint d = (as + a1)/as.
Itt a; = A, az = B, és az n = 2-re vonatkozo rekurzios képletbél az = (B% + C)/A.
Behelyettesitve d = (A% + B% + C)/(AB) adodik, ami a feladat oszthatosagi feltevése
miatt egész szam. (2 pont)

Ezzel a rekurzié képletét atirhatjuk az
Qn+1 = d- Gp — Ap—1

formaba, amely minden n > 2 mellett érvényes. A sorozat a; = A, as = B kezdsGtagjai
egészek és d is egész, ezért a rekurzié minden tovabbi lépése is egész szamot eredményez.

(2 pont)
Masodik megoldas: Nevezziik az (A, B, C) rendezett harmast kedvezé tulajdonsagunak,
ha A, B, C pozitiv egész szamok, és A? + B2+ C oszthaté AB-vel. Megmutatjuk, hogy ha
az (A, B,C) szamharmas kedvez6 tulajdonségi, akkor a (B, (B* 4+ C)/A, C) szémhérmas
szintén kedvezd tulajdonsagu. (2 pont)

Az A? + B? 4 C szam oszthato AB-vel, ezért A-val is. Igy B? + C is oszthato A-val, és
(B? + C)/A is pozitiv egész szam. Az 0j szimharmas tehat pozitiv egész szamokbol 4ll,

(1 pont)
tovabba
B2+’ B*+C B2+ C\?
2 _ ) _
B-l—(A)—i-C’—A A+<A>
_B*+C A+B2+C _B*+C A*4+B*+C
A A A A '

Itt A% + B% + C oszthato AB-vel, ezért (A% + B2 + C)/A oszthaté B-vel. A kapott
kifejezés tehat oszthato B - (B? 4+ C))/A-val, ami azt mutatja, hogy (B, (B? + C)/A,C)
valoban kedvezds tulajdonsagu. (2 pont)
A feladat feltétele szerint (aq,aq, C) kedvezd tulajdonsagn, ezért a fentiekbdl indukcioval
kovetkezik, hogy minden n > 2 esetén (an,an+1,C) is kedvezs tulajdonsagta. Tehat a
sorozat minden tagja egész szam. (2 pont)
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Harmadik megoldas: A sorozat mindegyik tagja pozitiv, ezért a rekurzios képlet min-
den n-re értelmes. Keressiik a,-et clq’f_l + 02qg_1 alakban. A rekurzios képletbe behe-
lyettesitve atrendezés és egyszertisités utan az aldbbi egyenletet kapjuk:

c1ca(q1g2)" 2 (qf + 63) = 2c1¢2(quq2)" "t + C (1 pont)
Probaljuk meg g1g2-t 1-nek vélasztani. Ekkor
ciea(qi +a5 —2) =C.

Mivel a sorozatot az els6 két tag és a rekurzios képlet egyértelmtien meghatarozza, ezért
ha valamely c1, co, q1, q2 szadmokra teljesiil, hogy

q1q2:17 ClCQ(Q%+qg_2):C7 Cl+02:A7 ClQ1+C292:Ba

akkor minden n > 1-re a,, = clq?_l + czqg_l. (1 pont)
A miésodik egyenlet

c1e2(ge — Q1)2 =C
alakban irhato, hiszen ¢1q2 = 1.

Az utolso két egyenletbdl
(@2 —q)cr =A@ — B é (@2—q1)ca =B — Aq .
Ezeket Gsszeszorozva és ismét felhasznalva, hogy q1q2 = 1,
C =ciea(q2 — 1)* = (Aga — B)(B — Aq1) = AB(q1 + ¢2) — A — B®.
Tehéat

A2+ B2+ C

1B , (1 pont)

G+ q2 =

jeloljik ezt a hanyadost d-vel.
Ilyen q; és ¢y létezik: ezek az 22 — dx + 1 = 0 egyenlet gydkei. S6t, ¢1 # o, és mindkettd

valos. Valéban, a megoldoképletben a négyzetgyok alatti szam d? — 4 > 0, hiszen
_A’+B*+C—-2AB (A-B)?+C
B AB B AB

d—2 >0. (1 pont)

Ezért az egyenletrendszernek megoldéasa az igy kapott g1 és qo, valamint

A — B B — Aq
cl=——— 68 o= ——".
92 —q1 d2 — 1
Belattuk, hogy erre a megoldasra a,, = clqg'f_l + czqg_l teljestil. (1 pont)

Mivel ¢; gydke az 22 = dx — 1 egyenletnek, ezért a ¢ sorozat, és igy az a, sorozat is
teljesiti az a,,+1 = da, —a,_1 rekurziot. A d szam feltételiink szerint egész, ezért a sorozat
valamennyi tagja az. (2 pont)
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4. feladat
Mutassuk meg, hogy barmely konvex hatszogben a kilenc darab atlo hosszanak Osszege
nagyobb a keriilet masfélszeresénél.

Megoldas: Az alabbi, konvex négyszogekre vonatkozo egyenlGtlenséget a megoldasban
tobbszor fel fogjuk hasznalni:

(x) Ha egy konvex négyszog két szemkozti oldala a és b, a két atloja pedig e és f,

akkor e+ f >a+b.
b
a

Valoban, konvex négyszogben a két atld metszi egymast, ezért felirhatjuk az altaluk kialaki-
tott két szemkozti részharomszoghben az a, illetve b oldalra vonatkozé haromszog-egyenlét-
lenségeket. Ezeket Gsszeadva éppen a fenti egyenlGtlenséget kapjuk. (2 pont)

Egy hatszog atloi kozott harom olyan van, amely atellenes csticsokat kot Gssze, nevezziik
ezeket féatloknak. A tOobbi hat atlé méasodszomszédos cstucsok kozott fut, ezeket mel-
lékatloknak hivjuk. Meg fogjuk mutatni, hogy konvex hatszog esetében a mellékatlok
Osszege a keriiletnél, a f6atlok Osszege pedig a keriilet felénél nagyobb. (1 pont)

Tekintsiik elgszor a mellékatlokat. A hatszog koriiljarasa a mellékatlok ciklikus felsorolasat
szarmaztatja. Szemeljiink ki kett6t, e-t és f-et, amelyek szomszédosak ebben a felsorolas-
ban. Ez a két atlo6 metszi egymast, és egy olyan konvex négyszognek a két atloja, amelyet
a hatszog négy egymas utan kovetkezd csicsa feszit ki. Ennek a négyszognek két szemkozti
oldala, a és b, egyuttal a hatszognek is két méasodszomszédos oldala. (1 pont)

Alkalmazzuk a (%) egyenlGtlenséget erre a négyszogre, valamint a tobbi 6t ugyanilyen
modon keletkezd négyszogre olyanforman, hogy a négyszogeknek mindig azokat a szemkozti
oldalait tekintjiik, amelyek a hatszognek is oldalai. A hat egyenlStlenségben egyiitt a
hatszog mindegyik mellékatloja is és mindegyik oldala is kétszer szerepel, ezért azokat
Osszeadva azt kapjuk, hogy a mellékatlok Osszegének kétszerese nagyobb a keriilet két-
szeresénél. (1 pont)
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Térjlink at a féatlokra. Most azt a harom konvex négyszoget tekinthetjiik, amelynek a
csucsait ugy kapjuk, hogy a hatszog cstcsai koziil elhagyunk két atelleneset (mindhérom
lehetséges modon). Egy ilyen négyszognek az atloi a hatszog f6atloi kozil kettd, és az
egyik szemkozti oldalparja egyuttal a hatszognek is szemkozti oldalpéarja. (1 pont)

a

Irjuk 51 erre a harom négyszogre is a (*) egyenlStlenséget (persze most is a négyszogeknek
azokat a szemkozti oldalait szerepeltetve, amelyek a hatszogben is oldalak), majd adjuk
6ket Ossze. A harom egyenl6tlenségben egytittesen mindegyik f6atlo kétszer, illetve a hat-
sz6g mindegyik oldala pontosan egyszer szerepel, ezért az Gsszeadassal azt kapjuk, hogy a
foatlok osszegének a kétszerese nagyobb a kertiletnél. (1 pont)

Megjegyzések: (1) A mellékatlok dsszegére vonatkozo egyenlétlenség egyszertien belathatod
mas uton is.

A hatszog konvexitasa miatt egy-egy mellékatlon a két vele szomszédos mellékatloval vett
metszéspontok a hatszog koriiljarasat kévets sorrendben allnak. Emiatt mindegyik mel-
lekatlobol a rajta keletkez6 harom részszakasz koziil a kozépsét elhagyva a maradék részsza-
kaszokbol és a hatszog oldalaibol hat darab haromszog all 6ssze. Ezekre a haromszog-
egyenlGtlenségeket Osszeadva kapjuk, hogy a mellékatlok Gsszege nagyobb a keriiletnél.
Erre a gondolatmenetre is 2 pont adhato.

(2) Konkrét példakkal konnyen megmutathato, hogy a feladatban szereplé masfeles szorzo
helyett nem allithatunk nagyobbat: barmely ¢ > 3/2 szamhoz létezik olyan konvex hatszog,
amelyben az atlok Gsszege kisebb a keriilet c-szeresénél.

(3) Az ismertetett megoldas modszerével be lehet bizonyitani, hogy altalanosabban, min-
den n > 4 esetén barmely n-oldalt konvex sokszogben az atlok Osszege nagyobb, mint a
keriilet (n — 3)/2-szerese, tovabba ez a szorzd sem javithato.
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5. feladat
Legyen n > 2 egész, és ay,as,... ,a, legyenek paronként kiilonb6z6 szamok. Bizonyitsuk
be, hogy
n n 1
[t =0
k1 =1 Ok T
#k

Els6 megoldas: Az allitast n-re vonatkozo teljes indukciéval bizonyitjuk. Legyen el&szor
n =2, és a; # as. Ekkor

tehat az allitas igaz. (1 pont)
Legyen most n > 3, és tegyiik fel, hogy az allitas igaz (n — 1)-re. Legyenek a1, as,...,a,
paronként kiilonbo6z6k. Az indukcios hipotézist az ay, as, ... ,a,_1, illetve az as, ag, ... ,a,
szamokra alkalmazva kapjuk, hogy

—~ 1 1
Z H =0 és Z H =0
k=1 j=1 kT P
7k j#k
Az egyenleteket kivonva egymasbol:
n—1 n—1 [ n—1 1 n 1 n—1 1
+2_ |11 — 11 |11 =0, ()
=2 | j=1 T4 S T G0 T 2 pont
itk - (2 pont)

Tekintsiik a kozépen allo Osszeg k-adik tagjat, ez az n — 3 darab ko6z0s szorzdtényezd
kiemelésével egyszertisithets:

n—1 n n—1
1 1 1 1 1
H aj jllak—aj_(ak—al ak—an>j1;[2ak—aj_

. ar —
Jj=1
J#k J#£k J#k

= (a1 —an) [ ! - (2 pont)

-1 n n—1
1 < 1 1
PR 30| PR | P
s 01Ty A A=Ay Gy —
J#k
ami éppen a bizonyitando allitas. (2 pont)
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Masodik megoldas: Legyen 1 < k < n esetén

n
[l
1

:k
llo) = 2

H Qap — a]

j=1

J#£k
Nyilvan £ (ax) =1, és ha j # k, akkor {;(a;) = (2 pont)
FEzért az

flx)=ti(x)+ ...+ ly(x) -1

polinomnak mindegyik a; szam gyoke. (1 pont)

Mivel f foka legfeljebb n — 1, de van n kiilonbo6z6 gyoke, ezért f csak a nullapolinom lehet.

Az f polinomban az z" !

kifejezés, ami a feladatban szerepel.

(2 pont)

egylitthatoja tehat nulla, de ez az egyiitthaté pontosan az a

(2 pont)

Harmadik megoldéas: Felhasznaljuk az alabbi tényt az Gn. Vandermonde-determinans
kiszamitasarol (lasd pl. Freud Robert: Linearis algebra, 1.5.2. Tétel):

1 a a ... a?
1 ay a3 ... ay!
Via,...,an)=|. . . ) = H (ar — aj).
: : : 1<j<k<n
1 a, d? ar~
Legyen M az alabbi n X n-es méatrix
1 a a2 a™ 1
1 ay a2 ah™? 1
M = )

1 a, a2 ... a2 1

Ennek a determinansa nulla, hiszen az elsé és utolsoé oszlopa egyenls. Ezért elég megmu-
tatni, hogy a feladatban szerepld kifejezés det(M)/V (aq,. .. ,an). (3 pont)

Fejtsiik ki M determinansat az utolsoé oszlop szerint. (Determinansok kifejtésérsl Freud
Robert fenti tankonyvének 1.4. szakaszaban olvashatunk.) A k-adik sor utols6 eleméhez
tartozo elGjeles aldeterminanst jelolje M. Ekkor tehat My + ...+ My = 0. Azt fogjuk
kiszamolni, hogy My /V (ay,... ,a,) a feladatban szerepld Osszeg k-adik tagja.

A sakktabla-elgjel (—1)**" maga az aldeterminans pedig Vandermonde-féle, amelynek

generatorai koziil az ay hianyzik. Ezt V(aq,...,a,)-el elosztva tehat az eredmény az
elgjellel egytitt

-1 k+n
P} (=1) - (2 pont)
[Tt —a) ] (aj—ax)
j=1 Jj=k+1
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A feladatbeli 6sszeg k-adik tagjaban szereplS szorzat nevezGjében az aj — a; kiilonbségek
ugy szerepelnek, hogy ax all mindig elol. Az el6z6 képletben tehat H?:k 41(a; — ag)
kicserélendd H;sz 11(ax —aj)-re. Ez n — k elGjelvéltéast jelent, ami a szamlaloval egyiitt
(—=1)k*n/(=1)"=% = (—=1)2F = 1-gyel valo szorzast jelent. Ezzel az allitast belattuk.

(2 pont)

Megjegyzések: (1) A masodik megoldasban szerepls (i (x) az tgynevezett Lagrange-féle
interpolaciés alappolinomok egyike. FErrél pl. Kiss Emil Bevezetés az algebraba cimi
tankonyvében a 2.4.12. gyakorlatban olvashatunk.

(2) Mind a maéasodik, mind a harmadik megoldasbél konnyen leolvashato, hogy a feladat
allitasa akkor is érvényben marad, ha az 6sszeg k-adik tagjanak szamlalojaban 1 helyett
p(ax) szerepel, ahol p egy rogzitett, legfeljebb n — 2 foku polinom (amelynek egyiitthatoi
ai, ... ,a,-tol fliggetlenek).
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