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MATEMATIKA II. KATEGORIA

Javitasi—értékelési itmutatd

1. Egy 10 tagt csoport minden tagjat megkérték, irjanak le harom kiilonb6z6 pozitiv
egész szamot. Késobb kidertilt, hogy barmely két ember szamai kozott volt legalabb
egy azonos. Az l-es szamot éppen n ember valasztotta és semelyik mas szdmot nem
valasztottak ennél tobben. Mi lehetett n értéke?

Megoldas: Megmutatjuk, hogy n lehetséges értékei az 5, 6, 7, 8, 9, 10 szamok.

Ha n legalabb hat, akkor a szdamok kivalasztasara konnyen adédnak lehetoségek, ezek
koziil egy egyszerlien attekinthetd valtozatot adunk meg. Legyenek az elsé harom ember
szamai az (1;2;3), a kovetkez§ hdrom ember szdmai pedig az (1;4;5). A tovabbi négy
ember szdmai legyenek (aq;4;6), (ag;4;6), (as;4;6) és (ay;5;6).

Ha a1 = as = a3 = 2 és ay = 3, akkor n = 6. Az a; szamok barmelyikét megvaltoztat-
hatjuk 1-re. Ha koziiliikk k£ darabot 1-re cseréliink, n értéke 6 + k lesz és igy megkaphatjuk
azn="1,8,9,10 értékeket. 2 pont

Nehezebb konstrukciot adni n = 5-re, erre példa a kévetkezd 10 szamharmas: (1;2;3),
(1;4:5), (1;6:7), (2:4;6), (2:5:7), (3;4:7), (3;5;6), (1;2;3), (1:4;5), (2;4;6). 2 pont

Megmutatjuk, hogy n nem lehet 5-nél kisebb. Valasszunk ki egy tetszoleges embert,
legyenek a szdmai (z;y;z). A tobbi 9 ember mindegyikének szémai kozt szerepel az
x, y, z valamelyike, igy a harom koziil valamelyik legalabb még harom maéasik embernél
szerepel, tehat n legalabb 4. Ebbdl az is kovetkezik, hogy n = 4 értéket csak akkor
kaphatunk, ha barmely embert tekintve, annak mindharom szamat éppen tovabbi harom
ember valasztotta, azaz minden szdmot éppen négyen valasztottak. Viszont az Osszes
ember minden szamat felirva 30 szdmot kapunk, ami nem oszthat6 4-gyel, igy ez az eset
nem valésulhat meg. 3 pont

Osszesen 7 pont

Megjegyzés: Az n = 5 esetben megadott szamharmasok koziil az els6 7-et egy Fano
sik inspiralta.
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2. Az ABC hegyesszogi haromszogben AC # BC'. A haromszog koré irt kor kozép-
pontjat jelolje O, magassdgpontjat pedig M. Az A, B és C cstucsokhoz tartozdé magassagok
talppontjai legyenek rendre Ay, By és Cy. Jelolje D a C cstcsnak az Ay By egyenesre vo-
natkozo tikorképét. Igazoljuk, hogy az O, M, D és C; pontok egy korre illeszkednek.

Megoldas: Az AB szakasz Thalész korén rajta van A és By, ezért ABA;B; hurnégy-
szOg. A hiarnégyszogek szemkozti szogeinek Osszege 180°, ezért CA1B1/ = BAC/Z = «
és CB1 A1/ = CBAZ = B. Azt kaptuk, hogy ABC és A, B;C haromszogek hasonlok.

1 pont

Legyen CD és A;B; metszéspontja Cy. Mivel C'D merdleges A Bj-re, ezért Cs az
A1 B1C haromszog C-bdl indulé magassaganak talppontja, és igy A;C D/ = 90° — a. A
kozépponti és kertileti szogek tétele miatt a COB haromszoghen COBZ = 2a, CO = BO
és igy BCOZ =90° — a.. Azt kaptuk, hogy C, O és D egy egyenesen vannak. 3 pont

A CM szakasz Thalesz korén rajta van A; és B;. Ennek a Thalész kornek a kozép-
pontjat, ami egyuttal az Ay B;C haromszog koré irt kor kozéppontja, jelolje Oy.

Az egymashoz hasonlé ABC' és Ay B1C haromszogekben a koré irt korok kozéppontjai
O és Oy, a C-hez tartoz6 magassagok talppontjai C és Cs, ezért OCCZL = O,C,CZ.
A CMD haromszogben O;Cy koézépvonal, M D parhuzamos O1Cs-vel, igy M DC/ =
0,C,C Z. Osszegezve azt kaptuk, hogy MDC/ = OC,C/, amibdl kovetkezik a feladat
allitasa, hiszen MO ugyanolyan szogl latokorén van D és Cf. 3 pont

C

Osszesen 7 pont
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3. Igazoljuk, hogy minden n > 2 egész szamra:
12 \/ 22 (n—1)2 3n—4
1—-— 1——=+.. 1— > .
\/ n? * n? Tt n? 4
Megoldas: Adjunk az egyenlétlenség mindkét oldalahoz 1-et és szorozzuk be =-nel.
Ekkor a bizonyitandé allitas igy alakul:
1 1 12 1 22 1 —-1)2 3
e R Y 4 R R T Ut )
n n n® n n? n n? 4
1 pont

Tekintstik a derékszogli koordinatarendszerben az origd kozéppontu egységsugari kor
Lz "T’l abszcisszaju pontok
2 pont

) nd npottt

els6 negyedbe es6 részét. Legyenek ezen a korén a 0
rendre Ao, Al, AQ, ey An—l‘
Ha az x tengely 0 és 1 kozé eso szakaszat n egyenlo részre osztjuk és ezekre rendre olyan
..., akkor ezen téglalapok

téglalapokat emeltink, melyek bal fels6 csticsa rendre Ag, Aj,
tertiletének Osszege éppen egyenlo az atalakitott egyenlétlenség bal oldalaval, mésrészt
ezek a téglalapok fedik a kor negyedét, igy teriileteik 6sszege nagyobb 7-nél. (Az aldbbi
3 pont
1 pont

abra az n = 6 esetet szemlélteti.)
Mivel 7 > % ezért a bizonyitandd egyenlotlenséget belattuk.
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Osszesen 7 pont
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