Oktatasi Hivatal

A 2017/2018. tanévi
Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
els6 fordulé

MATEMATIKA

II. KATEGORIA
(GIMNAZIUM)

Javitasi—értékelési itmutatd

1. Szamitsuk ki a kovetkezs Osszeg értékét:

N=1-3-5-7T49-11-13-15+ ... — 197199 + 201 - 203.

Megoldas: Az Osszeg értéke sokféleképpen meghatarozhatd. Egy lehetséges modszer,
hogy a szdmokat négyes csoportokban vessziik sorra. Ha a négy szam atlagat k jeloli,
akkor a csoporton beliil a kovetkez6t kapjuk:

(k—=3)-(k—1)—(k+1)-(k+3) = —8k. 2 pont
Az els6 csoport atlaga 4, innen 8-asaval ng, igy
N=-8-(4412+420+ 28+ ... + 196) 4 201 - 203. 2 pont

Szamoljuk ki el6szor a zarojelben szerepl Osszeget, ennek tagjai 8 differenciaja, 25 tagu
szamtani sorozatot alkotnak:

1
4+12+20+28+...+196:5-(4+196)-25:2500. 2 pont

Innen N = —8-2500 4 201 - 203 = —20000 + 40803 = 20803. 1 pont
Osszesen 7 pont

Megjegyzés: Ha a versenyzé tiirelemmel és hibatlanul szamologéppel kiszamolja az
Osszeget, akkor is 7 pontot kap. Amennyiben szdmologéppel szamol, gondolatmenetet
nem kozol és eredménye hibas, 0 pontot kap.

2. A porzitiv egészekbdl allo di, ds, ..., di sorozatot az n osztélancanak nevezziik, ha
dy = 1 és d = n, tovabba a sorozat minden tagja -az utolsd kivételével- osztoja a
kovetkezd tagnak. Példaul n = 6 esetén harom ilyen osztolanc van, ezek az 1,6; 1,2,6; és
az 1,3,6. Hany osztolanc van, ha (a) n— 1024; (b) n=999; (¢) n—10007
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Megoldas: Egy szam osztoinak attekintését megkonnyiti, ha ismerjiik a primtényezds
felbontasat. Ez a feladatban szerepls harom n érték esetén: 1024 = 219 999 = 33 . 37,
1000 = 23 - 53, 1 pont

(a) Az 1024 minden osztoja kettGhatvany, 2¢ alakd, ahol @ = 0,1, ...,10. Ezen szamok
koziil barmely kettét véve a kisebb osztja a nagyobbat. Az osztélanc elsG eleme az 1,
az utols6 az 1024, az Osszes tObbi 0sztorol szabadon eldonthetjiik, hogy beletessziik egy
osztolancba, vagy sem. A 21,22 .. 29 osztok kilencen vannak, mindegyik esetén a tobbitdl
fiiggetleniil két lehetGségiink van, igy az osztolancok szama 2° = 512. 2 pont

(b) A 999-nek 8 osztdja van, ezek: 1, 3, 9, 27, 37, 111, 333, 999. Vegyiik szamba az
osztolancokat a szerint, hogy melyik a legkisebb 37-tel oszthatd szam a lancban. Minden
ilyen szam el6tt allhatnak osztoi, utana pedig tobbesei. Ha ez a 37, akkor a lancban
utédna lehet a 111 és a 333. Két szamrol donthetiink, ez 22 = 4 lancot jelent. (1,37,999;
1,37,111,999; 1,37,333,999; és 1,37,111,333,999). Hasonloan, ha ez a 111, akkor elGtte
donthetiink a 3-r6l, utana a 333-r6l, tjabb 4 lanc. Ha a 333, akkor el6tte donthetiink a
3-r6l és a 9-r6l, tjabb 4 lanc. Végiil ha ez a 999, akkor szabadon dénthetiink a 3, 9, 27
szamokrol, ez 8 lancot jelent. Osszesen 20 ilyen lanc van. 2 pont

(c) Olyan modszert mutatunk, amely tetszéleges n szam esetén megadja a lancok L(n)
szamat. Legyen L(1) = 1. Az n szam azon osztolancainak szama, melyben az n-nél kisebb
osztok koziil a lancban szereplé legnagyobb oszto d, éppen L(d). Igy L(n) értéke azon
L(d) szamok Gsszege, amelyekre d osztoja n-nek és d < n. Az alabbi tablazat az 1000
osztoit tartalmazza, az i-dik sor j-dik eleme d = 2071 - 5771 mellé frjuk zardjelben L(d)
értékét. Az elss i sor és j oszlop altal meghatarozott téglalap jobb alsdé mezgGjébe keriil
L(d), ami a téglalapban szerepls Osszes tobbi zarojeles szam Osszege. Az alabbi tablazat

alapjan a lancok szama L(1000) = 252. 2 pont
1T 50) | 252 | 125 4)
5(1) | 10 (3) | 50 (8) | 250 (20)
1(2) ] 20 (8) | 100 (26) | 500 (76)
8 (4) | 40 (20) | 200 (76) | 1000 (252)

Osszesen 7 pont

3. Oldjuk meg a valds szamok korében az aldbbi egyenletet:

V2 +4x — 222 + V6 + 62 — 322 = 2% — 22 + 6.

Megoldas: Az els6 gyokjel alatti masodfoka kifejezésbdl kiemeliink 2-t, majd teljes

négyzetté alakitunk: 2 + 4z — 222 = 2(2 — (z — 1)?). 1 pont
Ennek legnagyobb értéke a 4 és ezt az x = 1 helyen veszi fel. 1 pont
Hasonloan a masik gyokjel alatt 6 + 6z — 3z? = 3(3 — (x — 1)?) all, ennek legnagyobb
értéke 9, ezt az x = 1 helyen veszi fel. 1 pont
Azt kaptuk, hogy a bal oldal legnagyobb értéke v4 + /9 = 5 és ezt az x = 1 helyen
veszi fel. 1 pont
A jobb oldalon is alakitsunk teljes négyzetté: 2 — 2x + 6 = (v — 1)? + 5. 1 pont
A jobb oldal legkisebb értéke az 5 és ezt az x = 1 helyen veszi fel. 1 pont
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Mivel a bal oldal legnagyobb lehetséges értéke és a jobb oldal legkisebb lehetséges
értéke egyarant az 5, ezért egyenléség csak akkor van, amikor mindkét oldal éppen 5. Ez
egyetlen x érték esetén teljesiil, amikor z = 1. 1 pont

Osszesen 7 pont
4. Bizonyitsuk be, hogy ha az ABCD hurnégyszog AD oldalan van olyan P pont,

hogy a C'DP héaromszog és az ABC P négyszog keriilete és teriilete is megegyezik, akkor
az ABC D négyszognek van két egyenls hosszusagu oldala.

Megoldas: Hasznaljuk az alabbi abra jeloléseit:

b C
B
A
D
) ) . : o . . Tacp e .
Az ACP és CDP haromszogek egyik oldalegyenese k6zos, igy = , €bbdl
Tepp d—e
e
Tacp = i -Tepp. 1 pont
—e

Jelolje az ABC' D négyszog B cstucsanal levs szogét 3, ekkor a D-nél levs szog 180° — 5.
Szamoljuk ki a tertileteket:

(d—e)-c-sin(180° —f) (d—e)-c-sinp

Tepp = 5 = 5 ; 1 pont
a-b-sinf e d—e)-c-sinf
Tapcp = Tapc + Tacp = + | ) : 1 pont
2 d—e 2
Az ABCP és CDP teriileteinek egyenlGségébdl:

a-b-sinﬁ+e-c-sinﬁ _(d—e)-c-sinp

2 2 B 2 '
Felszorozva, majd atrendezve: a-b=c- (d — 2e). 1 pont
A keriiletek egyenlségéb6l a +b+ f+e=f+c+d—e, amib6l a+b—c=d — 2e
adodik. 1 pont
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Osszevetve az elézdvel: a-b=c-(a+b—c), azaz (a —c) - (b—c) = 0. 1 pont
Ezzel az allitast bizonyitottuk, a négyszog a és ¢, vagy b és c oldala egyenld.
1 pont

Osszesen 7 pont

5. Két autobusz indul ugyanabban az id6pontban ugyanazon az tton, az egyik Piri-
pocsrol Nekeresdre, a masik ellenkezd iranyban, Nekeresdrdl Piripocsra. A buszok sebes-
sége allando, az aranyuk 6:5, az a gyorsabb, amelyik Piripocsrol indul. Az Gt mentén
minden kilométernél van egy kilométerks. Megérkezéskor a buszok pontosan 30 percig
varakoznak, majd ugyanazon az ttvonalon indulnak vissza, igy kozlekednek egész nap a
két varos kozt oda-vissza. Masodszor a 156-os kilométerkénél taladlkoznak, harmadszor
pedig a 128-asnal.

Hanyadik kilométerkénél lehetett az els6 talalkozas? Hanyadik kilométerkénél lehet a
pirip6csi buszmegall6?

Megoldas: Osszuk fel az utat 11 egyenld részre, nevezziik ezeket egységeknek. Mivel
a buszok sebességének aranya 6:5, ezért az elsg talalkozas Piripocstol 6 egységnyire lesz.
1 pont
Mivel mindkét busz ugyanannyi ideig varakozik, ezért gy is tekinthetjiik, mintha
azonnal fordulnanak.
Az els6 talalkozastol a mésodik talalkozasig a két busz egyiitt a varosok kozti ut két-
szeresét teszi meg. 1 pont
A gyors busz a két taladlkozas kozt 12 egységet tett meg. Ebbdl az els6 talalkozéas utan
5 Nekeresdig, majd 7 Nekeresdrs] Piripocs irdnyaba. Igy a masodik talalkozéas Piripocstol
4 egységnyire tortént. 1 pont
A masodik és harmadik talalkozas kozt is ugyanez a helyzet, tehat a gyors busz 12
egységnyit tesz meg. Ebbdl 4, mig visszaér Piripocsra, majd innen Nekeresdre menet még
megtesz 8 egységet a harmadik talalkozasig. 1 pont
Azt kaptuk, hogy Piripocsrol szamitva az elsé taldlkozas 6 egységnyire, a mésodik 4
egységnyire a harmadik 8 egységnyire tortént. Ez azt jelenti, hogy az els¢ taldlkozas a
maéasodik és a harmadik kozt félaton, azaz a 142-es kilométerkénél volt. 1 pont
Mivel 156-128=28, ezért egy egység 7 kilométer. A 156-os kilométerks Piripocstol 4
egységnyire van, a 128-as pedig 8-ra, igy a piripocsi buszmegall6 a 184-es kilométerkénél
van. 2 pont

Osszesen 7 pont
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