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MATEMATIKA

II. KATEGORIA
(GIMNAZIUM)

Javitasi—értékelési itmutatd

1. Bizonyitsuk be, hogy az
2y’ 2 = (- y)(y - 2)(2 — @)
egyenletnek végtelen sok megoldasa van az egész szamok korében.

Megoldas: Egy lehetséges indulas, hogy legyenek az ismeretlenek x = n, y = 2n,
2 = 3n. Ekkor az egyenlet {gy alakul: 14n? = 2n®, ami n = 7 esetén teljesiil. 2 pont

Ennek mintdjara készithetiink tovabbi megolddsokat. Legyen © = (2k — 1)n, y = 2kn,
z = (2k + 1)n. Ekkor az egyenlet {gy alakul: (12k* + 2)n? = 2n3 ami n = 6k? + 1 esetén
teljesiil. 3 pont

Végtelen sok megoldast kapunk tehat példaul gy, hogy valasztunk egy tetszéleges k
egész szamot, majd ennek segitségével definialjuk a harom ismeretlen értékét:

r=(2k—1)(6k*+1), y=2k(6k*>+1), z=(2k+1)(6k*+1). 2 pont

Amennyiben a versenyzd észreveszi, hogy az x =y =2 =0, vagy az v = —1, y = 0,
z = 1 megoldas, de mas megoldast nem taldl, 1 pontot kap.

Osszesen 7 pont

2. Az 1, 2, ..., n szamok koziil kivalaszthaté-e ugy egy k szam, hogy az alabbi M
kifejezés értéke négyzetszam legyen, ha (a) n = 2019; (b) n = 20207
102130 .- nl
N k!

Megoldas: (a) Megmutatjuk, hogy nem vélaszthato ki ilyen k szam. Ha M négyzet-
szam, akkor a primtényezos felbontasaban minden prim paros hatvanyon szerepel. 1 pont
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Tekintstink a p = 2017 primet. Ez az M kifejezés szamlalojaban haromszor szerepel,
tehat M csak tgy lehet négyzetszam, ha k a 2017, 2018, 2019 valamelyike. 1 pont
Masrészt tekintsitk a ¢ = 997 primet. Ez M szamlaléjaban 2019-996=1023-szor, azaz
paratlan sokszor szerepel. M szamlal6éjanak primtényezos felbontasaban a 2g = 1994 min-
den egyes eléforduldsa eggyel noveli ¢ kitev6jét. Igy 6sszesen ¢ kitevéje M szamlaléjaban

1023+4(2019-1993)=1049, azaz paratlan. 1 pont
Ha k a 2017, 2018, 2019 valamelyike, akkor M primtényezos felbontasaban a 997
kitevoje 1047 lesz, ami paratlan. 1 pont

(b) Megmutatjuk, hogy kivalaszthaté ilyen k szam. M szamlal6ja ekkor igy irhato:
-(2-11)-31-(4-30)-...-2019! - (2020 - 2019!) =
=117.31%....-20191% - (2-4-6 - ... - 2020) =

= (1!-3!-...-2019")2 - 2191 1010!. 2 pont
Ebbdl kovetkezik, hogy k& = 1010 esetén M négyzetszam lesz. 1 pont

Osszesen 7 pont

3. Az ABC haromszog A-bdl induld szogfelezdje a BC' oldalt D-ben metszi. Az ABD
haromszog beirt kore az AB oldalt E-ben, az ADC' haromszog beirt kore az AC' oldalt
H-ban érinti. Igazoljuk, hogy az FH egyenes az emlitett két korbol egyenld hosszisagu
hurokat metsz ki.

Megoldas: Legyen az ABD haromszogbe irt kor k;, kozéppontja Oy, sugara r,. Ha-
sonldan legyen az ADC' haromszogbe irt kor k., kdzéppontja O,., sugara r., tovabba AD és
E H metszéspontja G. Az EH egyenes a ki korbol 2-O,E-cos O,EH Z = 2-1,-cos O, EH /,
a ke-bol2-O.H -cosO.HEZ =2 -r.-cosO.HEZ nagysagu hirt metsz ki. 1 pont

A

B D C
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Mivel OyE és O.H merélegesek az AB és AC oldalakra, igy cosO,FH/ = sin AEH/
és cosO.HEZ =sin AHEZ. A két hir ezek szerint akkor egyenld, ha

2rysin AFH/ = 2r.sin AHE /. 1 pont

Irjuk fel a szinusz tételt az AEG és AGH héaromszogekben és hasznaljuk ki, hogy ezen
két haromszogben az A csticsndl levd szog 5. Ekkor

AG AG
sin AFH/ = E—Gsin%, smAHE/ = G—Hsin%. 2 pont
Ezeket beirva a bizonyitandoba és elvégezve az egyszertisitéseket kapjuk:

Th Te N EG 1 pont
- = 7az «o— = ——. n

EG  GH’ re GH P
Az AEH haromszogre alkalmazhatjuk a szogfelezo tételt, e szerint g—g = j—fl, ebbdl a
bizonyitandé * = j—fl. 1 pont
Ez viszont nyilvan igaz, hiszen m, = AE - tg7 és r. = AH - tg7. 1 pont

Osszesen 7 pont

4. (a) Hany részhalmaza van a H = {1,2,3,...,10} halmaznak, amelyben az elemek
szorzata oszthatd 30-cal?
(b) Hany olyan S részhalmaza van H-nak, amelyre S minden elemének valamely szom-
szédja is S-beli (azaz ha x € S, akkor van olyan y € S, amelyre |z —y| = 1)7
Megjegyzés: A feladat (a) részénél az elemek szorzatat az iires halmaz esetén tekintsiik
0-nak, az egy elemii {z} részhalmaz esetén pedig z-nek. A feladat (b) részénél a megfelels
részhalmazok kozott meg kell szamolnunk az tires halmazt és magat a H halmazt is.

Megoldas: (a) A 30-cal valé oszthatésiag pontosan akkor teljestil, ha az elemek szor-
zata oszthatd 2-vel, 3-mal és b-tel. 1 pont

Legyen H 0Osszes részhalmazanak halmaza G. Legyen A azon részhalmazok halma-
za, amelyekben az elemek szorzata 2-vel nem oszthatd. Legyen B azon részhalmazok
halmaza, amelyekben az elemek szorzata 3-mal nem oszthaté. Legyen C' azon részhal-
mazok halmaza, amelyekben az elemek szorzata 5-tel nem oszthatd. Feladatunk ekkor a
G\ (AU BUC) elemszamanak meghatarozasa. Ez a logikai szita formula alapjan

|G| — A = |B| = |C|+|ANB|+ |AnC|+|BNC|-|AnBNC|. 1 pont

Ekkor |A| = 25 — 1, hiszen minden pdratlan szdm vagy szerepel, vagy nem, viszont az
iires halmazt ki kell venniink, hiszen a feladat szovege szerint abban az elemek szorzatat
0-nak tekintjiik, a 0 pedig oszthaté 2-vel. Hasonlé médon kapjuk, hogy |B| = 27 — 1
és |C| = 28 — 1. Az |[AN B| = 2% — 1, mivel a paratlan szdmok koziil a harommal
nem oszthatok, azaz az 1, 5, 7 szamok lehetnek elemek. Hasonléan [ANC| = 2* — 1 és
|IBNC|=25-1. Végill [ANBNC|=2%—1, hiszen az ilyen halmazokban csak az 1 és
7 szerepelhet. A logikai szita formulabodl adodik, hogy a keresett szam:

20 —(2°—1)—(2"=1) - (- 1)+ (2° - 1)+ (2" = 1) +(2°—1)— (2°—1) = 661. 1 pont
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(b) Amennyiben H = {1,2,...,n}, akkor legyen az adott tulajdonsigu részhalmazok
szama s(n). Ha H az tires halmaz, akkor ennek egy megfelelé részhalmaza van, legyen
ezért s(0) = 1. Nyilvdn n = 1 esetén sincs més, ezért s(1) = 1. n = 2 esetén két j6
részhalmaz van az tires és az {1,2}, igy s(2) = 2. n = 3 esetén s(3) = 4 (ires, {1,2},
{2,3}, {1,2,3}). 1 pont

n > 3 esetén a megfelel6 részhalmazokat szamoljuk meg a szerint, hogy mi a legkisebb
elem, ami nem szerepel benne. Ha ez az 1, akkor a {2, 3,...,n} halmaz megfelel részhal-
mazait kell tekinteniink, ezek szdma pedig s(n — 1). A 2 nem lehet a legkisebb kimaradd
szam, hiszen ekkor az 1-nek nem szerepel szomszédja a részhalmazban. Ha a 3 a legkisebb
kimaradé, akkor az 1 és 2 szerepel, a 3 nem szerepel, a tobbi n — 3 szambdl pedig s(n — 3)
féle megfelelé részhalmazt vélaszthatunk. Igy haladva tovabb elérkeziink ahhoz, amikor a
legkisebb kimarad6 az n — 1, ilyenbdl s(1) darab van, majd amikor a legkisebb kimaradé
az n, ilyenbdl s(0) darab van. Végil még hozza kell adni 1-et, amikor az Osszes szam
szerepel a részhalmazban. Igy az s(n) sorozatra kaptunk egy rekurziv formuldt:

n>3 esetén s(n)=s(n—1)+s(n—3)+s(n—2)+..+s(0)+1. 2 pont

A formuldbol adédoan kiszamolhatjuk a kovetkezo értékeket:

s(4) =17, s(5) =12, s(6) = 21, s(7) = 37, s(8) =65, s(9) = 114
és végil a feladatban feltett kérdésre valaszolva s(10) = 200. 1 pont
Megjegyzés: A kapott rekurzids Osszefiiggésbél adddik, hogy n > 3 esetén az s(n) sorozat
képzési szabalya igy is felirhaté: s(n) = 2s(n — 1) — s(n — 2) + s(n — 3).

Osszesen 7 pont
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