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MATEMATIKA I. KATEGORIA
(SZAKGIMNAZIUM, SZAKKOZEPISKOLA)

Javitasi-értékelési utmutato

1.  Oldja meg a valds szamok halmazan a

12 - sin’x + 7 - ctg?x = sin?(2x) + 12
egyenletet.

Megoldas:
Mivel

ezért sinx # 0, amely alapjan x # km; (keZ). 1 pont
Rendezziik 0-ra az egyenletet:

sin?(2x) + 12 — 12 - sin®?x — 7 - ctg?x = 0.
Felhasznaljuk a sin(2x) = 2 - sinx - cosx trigonometriai azonossagot, ezzel:

. " - cos?x
4 -sin“x - cos x+12—12-smx—7-sin2x=0, 1 pont

tovabba 12 — 12 - sin®x = 12 - (1 — sin®x) = 12 - cos?x alapjan

- 5 5 cos?x
4-sin“x-cos“x +12-cos“x — 7 — =0. 1 pont
sin?x
A cos?x tényez6 kiemelése utan azt kapjuk, hogy:
cos?x - (4 -sin®x + 12 — sin2x> =0. 1 pont

Mivel egy szorzat pontosan akkor nulla, ha legalabb az egyik tényezdje nulla, ezért
(D cos’x =0

vagy
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Matematika I. kategéria

. gin2 _ —
2) 4-sin“x + 12 itz 0. 1 pont
Az (1) egyenletbdl azt kapjuk, hogy
s
X = > + km; (keZ)
amely eleget tesz a feltételnek. 1 pont
A (2) egyenletbdl a ¢ = sin?x helyettesitéssel és rendezéssel egy masodfoki
egyenletet kapunk:
€)) 4c2+12c—-7=0. 1 pont
A (3) egyenlet gyokei
1
1 = _E, C = E B
amelyek koziil a
7
Cl = _E
a sinx # 0 feltétel miatt nyilvanvalé ¢ > 0 miatt nem ad megoldast. 1 pont
A c, értékét visszahelyettesitve a ¢ = sin®x kifejezésbe, a
1
sin’x = >
egyenletet kapjuk, amelynek megoldasa
s s
x =Z+m-§; (meZ) .
Ez a megoldas szintén eleget tesz a feltételeknek. 1 pont
Atalakitasaink ekvivalensek voltak, a kapott szamok mindegyike megfelel a
feltételeknek, ezért a feladat megoldésai az
s T s
X, = E+ km; x, = Z+m5; (k; meZ)
valoés szamok. 1 pont
Osszesen: 10 pont
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2. Aladar matematika év végi osztdlyzata az elmult tanévben 4-es lett.
Elgondolkodott a nyar folyaman: ,,Ha az utolso két 1-es dolgozatomat 5-Osre
irtam volna, akkor az év végi jegyem 5-0s lett volna. Viszont, ha mindkét
évkozi szdbeli feleletem egy jeggyel gyengébb lett volna, akkor 4-es helyett
csak 3-ast kaptam volna év végén.” Legfeljebb hany 6tose lehetett Aladdrnak
az elmult tanévben matematikabol?

(Az év végi jegy Ugy szamitando, hogy ha a jegyek x atlagara 2,5 < x < 3,5
teljesiil, akkor az év végi jegy 3-as, ha x > 4,5, akkor pedig 5-0s.)

Megoldas:
Legyen Aladar mult évi jegyeinek 0sszege S, a jegyek darabszama n.

Ezzel a jeloléssel Aladar matematika atlaga az elmult tanévben

_ S
X=-.
n
Mivel Aladar 4-es osztalyzatot kapott, ezért
S
(1) 35<—<45.

Ha az utols6 két 1-es dolgozatat 5-6sre irta volna, akkor a jegyeinek Osszege
S + 8, év végi jegye pedig 5-0s lett volna, tehat

S+8
(2) 4,5 < - 1 pont

Ha viszont a feleletei egy jeggyel gyengébbek lettek volna, akkor a jegyeinek
Osszege 2-vel csokken, és év végén 3-ast kapott volna, ezért

S—-2
3 2,5< — <3,5. 1 pont

A (2) és (3) feltételeket felhasznalva fennall, hogy

45-n—-8<S5<35'n+2,
amelybdl n < 10 kovetkezik. 1 pont

Mivel a maximalis szamu 5-0st kell meghatarozni, ezért elészor n = 9-re
keresiink megoldast. 2 pont

Han = 9, akkor
45-9-8<5<35-9+4+2,

32,5<5<335.
azaz a jegyek Osszege 33. 1 pont

Ekkor maximalisan 6 darab 5-0se lehetett Aladarnak, és a maradék harom jegye
1-es kellett, hogy legyen. 1 pont

Szamolassal ellendrizve n = 9 és § = 33 esetén Aladar atlaga
33 )
—=13,6
9

tehat valoban 4-es az év végi jegye, illetve ha két 1-es helyett két 5-0st kapott

volna, akkor az atlaga
M oas
9 - )

lett volna, ami 5-0s év végi jegynek felel meg.
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Ha két 5-6s helyett két 4-est kapott volna, akkor az atlaga

o34
9 ' )
ami valdban 3-as év végi jegyet jelentett volna.

Aladéar minden jegye nem lehetett 5-0s, hiszen akkor az év végi jegye nem 4-es
lett volna.
Ezért n = 7 esetben 6-nal tobb 5-0s jegye nem lehetett matematikabol.

Az n = 8 esetet tekintve pedig az 5-6s0k szama legfeljebb 7 lehetett volna, de
ekkor a nyolcadik jegy legkisebb lehetséges értékét véve is azt kapnank, hogy a
jegyek Osszege S = 36, és igy

36

_=—=4,5,
*=8

ami a feltételnek ellentmondo6 5-6s év végi jegyet eredményezett volna.

Ezért 9-nél kevesebb jegybdl 6-nal tobb 5-6st a feladat feltételei mellett nem lehet
szerezni, tehat az 5-6s0k maximalis szama 6.

Osszesen:

1 pont

2 pont

10 pont
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3.  Bizonyitsa be, hogy az
L
216 217 218 2019

kifejezés értéke nem lehet egész szam.

1. megoldas:
A 216; 217; ...; 2019 szdmok kozott a legnagyobb kettéhatvany a

219 =1024. 3 pont

Ezért, ha a kifejezésben szerepld torteket kozos nevezore hozzuk, akkor a nevezd
oszthat6 lesz 1024-gyel. 2 pont

Emiatt minden tortet béviteni kell 2-nek valamelyik pozitiv kitevdjii hatvanyaval
kivéve az

1
1024
tortet. 1 pont
Minden tovabbi bdvités paratlan szdmmal torténik, vagyis az
1
1024
tort bovitett alakjanak szamlaloja paratlan szam. 1 pont

A bovitések elvégzése utan a szamlaléban 1803 darab paros szdm és egy paratlan
szam 0sszege szerepel, vagyis a szamlalo paratlan szam. 1 pont

Mivel igy a nevezd oszthatdé 1024-gyel, a szamlalo pedig nem, ezért az 6sszeg nem

lehet egész szam. 2 pont
Osszesen: 10 pont
2. megoldas:

A 216; 217;...; 2019 szamok koziil valasszunk ki egy olyan primszamot,
amelynek egyetlen tobbszorose sem szerepel a szamok kozott. Legyen ez példaul a
2017. 3 pont

Ha fenti torteket k6zos nevezdre hozzuk, akkor a nevez6 oszthato lesz 2017-tel. 2 pont

Ekkor minden tovabbi tortet boviteni kell 2017-tel, kivéve az

1
2017
tortet. 2 pont
Ekkor a szdmlalo minden tagja, egyet kivéve oszthatd 2017-tel, ezért a szamlaloban
levd Osszeg nem lesz oszthatd 2017-tel, a nevezd pedig igen. 1 pont

Vagyis a szamlal6 nem lesz tobbszordse a nevezdnek, tehat a kifejezés valoban nem
lehet egész szam. 2 pont

Osszesen: 10 pont
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4. Oldja meg a kdvetkez6 egyenletet a valos szamok halmazan:

1
1+——F—=100g4,,(9x - 1).
1+ T

logx2

Megoldas:
A logaritmus értelmezése miatt 9x — 1> 0; 4x > 0; 4x #1; x > 0; x # 1,

tovabba az egyenlet bal oldalan szerepld tortek miatt

% -1

-1, 1+ * —1;
log,2 log,2 1+

1
logy2

ahonnan egyszerli szdmolassal kapjuk, hogy az egyenlet az

X>=; x# =, x#*=; x#+1

9 4 2
Osszefiiggéseknek megfeleld valds szamokra értelmezhetd. 1 pont
Hasznaljuk fel az
log,b =
9 logya
azonossagot, eszerint
1 1
1+ ———=14+—-7F— 1 pont
1+ T v
+m +log,x
Alkalmazzuk az 1 + log,b = log,a + log,b = log,(ab) atalakitast, ezzel
1+ — =1+ T 1 pont
1+ 1+
1+logyx logz(2x)
A fenti atalakitasokat tobbszor elvégezve:
1
1+—=14+———=1+———=1+1 2x) =
1 1+ logy,2 log,, (4x) 094x(2%)
log,(2x)
= l0g4,(8x?). 2 pont
Az eredeti egyenlet bal oldalanak atalakitasa utdn kapott egyenlet:
(1) 1094, (8x2) = l0gs,,(9x — 1). 1 pont
A logaritmus definicidja szerint
(4x)log4x(8x2) — 8x2; (4x)log4x(9x—1) =9x—1,
ezért 8x% = 9x — 1, amelybdl a
2) 8x2—-9x+1=0
masodfokl egyenletet kapjuk. 2 pont
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A (2) egyenlet megoldasai

1
x1=1;x2=§

amelyek koziil x; = 1 nem tesz eleget a kezdeti feltételeknek, ezért nem
megoldasa a feladatnak. 1 pont

Az

x2=

megfelel minden feltételnek €s szamoléssal ellendrizhetd, hogy valoban
megoldasa az eredeti egyenletnek. 1 pont

Osszesen: 10 pont
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5. Az ABCD négyzet koriilirt korének tetszéleges pontjaban huzzunk érintét a
korhoz. Vetitsiik merdlegesen a négyzet A, B, C, D csucsait erre az érintore.
A mero6legesek talppontjai legyenek rendre M, N, P, Q.

Mutassa meg, hogy az AM - CP + BN - DQ szorzatdsszeg éppen a

négyzet teriiletének a felével egyenld.

Megoldas:
Készitsiink abrat a feladathoz, amelyen a négyzet koriilirt korének kdzéppontjat O-

val, a koriilirt korh6z az E pontban htzott érintot e-vel jeldltiik.

1. é&bra
Tekintsiik elészor az AMPC derékszogl trapézt.
Ebben az OF szakasz a trapéz kdzépvonala, hiszen az érintési pontbdl huzott
sugar merdleges az érintdre, tehat OE || AM || CP , és O pont az AC 4atlo
felez6pontja.

Ezért az EM = x jeloléssel EM = EP = x. 1 pont

A Thalész-tétel miatt az AEC< derékszog, igy az AEMés az ECP derékszogi
haromszogek E-nél talalhato szogei potszogek, tehat a hdromszogek hasonlok. 1 pont

Ebbdl a megfeleld oldalak aranya

AM  x
x CP’
amelybdl atrendezés utan az
AM - CP = x?
Osszefiiggést kapjuk. 2 pont
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Ugyanezzel a gondolatmenettel kapjuk a BNQD derékszdgi trapézbdl, hogy az
EN = y jeloléssel EN = EQ = y, tovabba a BEN¢és az EDQ derékszogi
haromszdgek hasonlosagabol kdvetkezden

BN - DQ = y2. 2 pont

Tekintsiik a 2. abrat, amelyen az O ponton 4t parhuzamost hiztunk az e egyenessel.

Ekkor OF = EP = x és OG = EN =y, illetve OC = OB = R a kor sugara, ¢s
BOC<«x derékszog. 1 pont

A BOG ¢és OCF derékszogii haromszogek BOG<X és COF <X szbgei potszogek, igy a
két derékszogli haromszog egybevago, és ezért BG = x illetve CF = y. 1 pont

Ebbdl kovetkezik, hogy
R? = x* +y2. 1 pont

Ismeretes, hogy a kor sugaranak négyzete éppen fele a négyzet teriiletének, igy a
négyzet tertiletét T-vel jeldlve

1
ST=R'=2"+y"=AM-CP +BN-DQ.

Ezzel az allitast igazoltuk. 1 pont

Osszesen: 10 pont
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