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MATEMATIKA II. KATEGORIA

Javitasi—értékelési itmutatd

1. Legyenek a1 < ay < ... < a, pozitiv egészek. Legyen tovabba b; = [a;; a;i1]
(1=1,2,...,n—1), ahol [a;; a;11] az a; és a;41 szamok legkisebb kozos tobbszorosét jeloli.
(a) Lehetséges-e, hogy by > by > by > b7
(b) Lehetséges-e, hogy by = by = bg = ... = bgg = bypo?

(¢) Bizonyitsuk be, hogy
1 1

1
—+— 4.+

1.
b by by

Megoldas: (a) Lehetséges, példaul a; = 11, as = 16, a3 = 18, ay = 24, a5 = 48 esetén

by = 176, by = 144, by = 72 és by = 48. 1 pont
(b) Ez is lehetséges. Legyenek p; < py < ... < pio pozitiv primek, szorzatukat
jelolje P. Legyen a; = fn, ay = 1%0, as = %’9, ey Q100 = p% és ajgy = p%. Ekkor
blzbgzbgz...:bggzbloozp. 2pont
(¢) Hasznéljuk fel, hogy tetszileges u < v pozitiv egészekre u - v = (u;v) - [u;v] 1 pont
tovabba (u;v)|(v — u) miatt (u;v) < v —u. 1 pont
Ezek segitségével:
1 1 1 ai; a as; a An—_1; G as —a; as—a Ay, — Ay
11, 1 () (@ie) | (@niitn) -@ a6, - =
b1 by bn—1 a1a2 Q203 An—1Gn a1a2 Q203 QAp—10Qn

Osszesen 7 pont
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2. Az ABC haromszog beirt korét jelolje k, ennek kozéppontja legyen I. k-nak BC-vel
parhuzamos érintéje rendre D es E-ben metszi az AB és AC oldalakat.

Bizonyitsuk be, hogy a DFEI haromszog teriilete az ABC haromszog teriiletének leg-
feljebb % része.

Megoldas: Legyen a beirt kor sugara r, az ABC' keriiletének fele s. Ekkor a DET ha-
romszog teriilete (£ D-r)/2, az ABC haromszog teriilete rs, igy a bizonyitandé egyenlétlen-
ség

ED - 1
"< grs, azaz FED < i

1 pont

Z.

Az ADFE és ABC haromszogek hasonldk, hiszen oldalaik parhuzamosak. Az ABC
haromszog A-bdl indulé magassagat m-mel jelolve a hasonlésag aranya

2
ED:a:(m—ZT):mzl——r. 2 pont
m

Az ABC teriiletét kétféleképpen felirjuk: “* = rs, ebbdl ?n—’" = 2 adddik. Ezt frjuk be az
imént kapott Osszefiiggésbe:

2

ED:a=1-2 amib8l ED=a— L. 1 pont
S S

Ha s értékét rogzitjilk, akkor FD-t a masodfoku kifejezéseként sikertlt felirni. Most ED
maximumanak meghatarozasahoz alakitsunk teljes négyzetté:
a? 1 1 5\2 s
ED=a-% == (a®~sa) =~ (a—2) +°. 2 pont
a 5 S ( sa) S a 5 + 1 pon
s
Ebbdl megkaptuk, hogy valéban ED < 7 és az is kideriilt, hogy egyenloség pontosan

akkor teljesiil, amikor a éppen s fele, azaz a haromszog keriiletének negyede. 1 pont

Osszesen 7 pont
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3. Aladar kiszinezett egy 9 x 9-es tablan valahany mezot. Baratja, Béla, nem latta a
tablat, de Aladar elarulta neki a kiszinezett mezok k szamat. Mekkora lehet & minimalis
értéke, ami esetén Béla biztos lehet benne, hogy van a tablan olyan 2 x 2-es blokk, amelybdl
Aladar legaldbb 3 mezot kiszinezett?

Megoldas: Eloszor megmutatjuk, hogy k£ > 45. Ha Aladar a paratlan sorszamu sorok
minden mez6jét kiszinezi, akkor minden blokkban pontosan kettd szinezett mezo lesz.
Ekkor a tablan 5 -9 = 45 szinezett mezo6 van. 1 pont

Most belatjuk, hogy & = 46 mez6 esetén biztosan van 3 szinezett mezdt tartalmazo
2 x 2-es blokk. Rajzoljuk be az alabbi abran lathaté médon azt a 10 darab 2 x 2-es
diszjunkt blokkot, amelyek a foatlo alatti mezoket mind lefedik. Tiikrozzik ezt a 10
blokkot a fé4tléra. Igy Gsszesen van 20 blokkunk. Ezek uniéja minden mez8t fed, kivéve
a foatlon levé mezok kozil 5-0t, ezeket az abran sziirkével jeloltiik. 3 pont

A 46 szinezett mez6bol legfeljebb 5 lehet a féatlon sziirkével jelolt. Tehat a megmarado,
legalabb 41 szinezett mezo6 a 20 blokk altal fedett részen van. A skatulya elv miatt ezért

lesz a 20 blokk kozt olyan, amely legaldbb harom szinezettet tartalmaz. 2 pont
Nyilvan amennyiben k > 46, akkor is lesz 3 szinezett mez6t tartalmazé 2 x 2-es blokk.
A feladatban feltett kérdésre tehat a valasz a k = 46. 1 pont

Osszesen 7 pont
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