Az 1999-2000. évi Orszagos Kozépiskolai Matematikai Tanulmanyi Verseny feladatai

I. kategoéria: Szakkozépiskolak
Elsé (iskolai) fordulé

1. Az 2°> + axz +1 — b = 0 egyenletben az a és a b paraméterek valds szamok. Igazolja, hogy ha az
egyenlet gyokei pozitiv egész szamok, akkor a® + b? Osszetett szam.

2. Az ABC héaromszog AC oldalanak A-hoz kozelebbi harmadolépontja By, az AB oldal A-hoz kézelebbi
harmadolépontja C;. Legyen a D pont a BBj szakasz, az F pont pedig a CC szakasz felezOpontja, tovabba
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az ABC haromszog teriilete T'. Bizonyitsa be, hogy a DBCFE négyszog teriilete §T.

3. Az ABCD négyzet oldalai 10 cm hossziiak. Legyen az AB oldal felez6pontja E, a BC oldal
felezépontja F', az EF szakasz felezopontja M. A DA szakaszon felvesziink egy N, az DC szakaszon egy P
pontot ugy, hogy DN = DP teljesiiljon. Hogyan kell az N és a P pontokat megvalasztani, hogy az M NP
héromszog teriilete a lehet6 legnagyobb legyen, és mekkora ez a teriilet?

4. Egy egyenl6 szard haromszog szogei «, G, 7. Mekkordk ezek a szogek, ha
sin? o + sin? § = sin .
5. Az ABC haromszog koré irhat6 korhoz a B csucsban érintét hiuzunk, amely az A cstucstol 9 cm, a C

csucestdl 25 cm tavolsdgra halad. Milyen messze van a B cstcs az AC egyenestSl?

6. Igazolja, hogy akarhogyan valasztunk is ki az els6 1999 pozitiv egész szam koziil 1414 darabot, a
kivalasztottak Osszege nem lehet egyenld a ki nem valasztottak Gsszegével!

Masodik fordulé
1. Hényféleképpen kaphatunk 6sszegiil 2000-et, ha néhdny darab (legaldbb 2) kozvetleniil egymast

kovetd pozitiv egész szamot adunk Ossze?

2. Az ABCD paralelogrammaban AB : BC' = 3 : 2. A paralelogramma AB oldalat hosszabbitsuk meg
a B csucson tul AB-vel, a kapott pontot jeloljik F-vel. Hasonldképpen a BC oldalt hosszabbitsuk meg a
C-n tul BC-vel, a CD oldalt D-n til CD-vel, a DA oldalt pedig A-n til DA-val. A kapott pontokat jeloljiik
rendre F-fel, G-vel, H-val. Meg lehet-e vélasztani az ABCD paralelogramma szogeit ugy, hogy az EFGH
négyszog téglalap legyen? Ha igen, akkor mekkorak ezek a szogek?

3. Az x;1 és az xo a [0;12] intervallum olyan valds szdmai, amelyekre teljesiil, hogy
r1xe = (12 — x1)% - (12 — 29)%
Hatérozza meg az x1x9 szorzat legnagyobb értékét!
4. Bizonyitsa be, hogy
lgl—lg2+1g3—lgd+...+1g99 —1g 100 < —1.
5. Az ABCD egy olyan négyzet, amelynek oldalai 2 egység hosszusdgiak. Az AB oldalon van egy
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E pont, az AD oldalon egy F pont ugy, hogy az AEF haromszog teriilete 3 teriiletegységnyi, és az AEF

héromszog keriilete pozitiv egész szam. Mekkordk az AFF haromszog oldalai?

Harmadik (d6ntd) forduld



1. Milyen valds szamok tesznek eleget az alabbi egyenletnek?
(1) sin [g cos(mr)} = cos [7r sin (gx)]

2. Hatarozza meg az Osszes olyan tizes szamrendszerbeli hdromjegyli szamot, amelynek szdmjegyeire
fennall a
VM—b_VQMC_43<M—bY
2c 3a—b 2c

3. Az ABCD konvex négyszog AB és CD szemkozti oldalegyeneseinek metszéspontjat jeloljiik P-vel,
az AD és a BC oldalegyeneseinek metszéspontjat jeloljiik Q-val. Az APD/ szogfelezbje a BC oldalt az F,
az AD oldalt a H pontban metszi. A BQA/ szogfelezéje a CD oldalt a G, az AB oldalt az E pontban
metszi.

Bizonyitsa be, hogy az EFGH négyszog akkor és csak akkor rombusz, ha az ABC' D négyszog hirnégy-
szog!

egyenlség!

I1. kategéria: Altaldnos tantervii gimnaziumok
Els6 (iskolai) fordulé

1. Adjuk meg azokat az a és b természetes szamokat, amelyekre teljesiilnek a kovetkezo feltételek:

(1) 90 < a+ b < 100,
2) Q9>%<0£L

2. Legyen a,, = 5" + 7" (n pozitiv egész). Hatdrozzuk meg ajggg9-nek 216-tal valé osztdsakor kapott
maradékat.

3. Az A és a B helységek kozott a tdvolsdg 200 km. Egy egyenes vonali vasutvonal A-n megy &t, és a
B-hez legkozelebbi pontja a B-t6l 87 km-re lev6 C' dlloméasnal van. A B helységet egy egyenes miiutszakasszal
akarjak 0sszekotni az AC vonalszakasz egy M pontjaval gy, hogy az aruszéllitas A-bol M-be vasiton, onnan
B-be pedig mttton a lehetd legolcsébb legyen; figyelembe véve, hogy a szallitas koltsége kilométerenként a
vastton csak feleannyi, mint a m{iaton. Az A-tél milyen tdvolsdgra kell lennie ilyen feltételek mellett az M
pontnak?

4. Legyen P az ABCD négyzet koré irt kisebbik AB ivének tetszbleges pontja. Bizonyitsuk be, hogy a
PA+ PB
PC+ PD
hanyados értéke minden P pontra (v/2 — 1)-gyel egyenld.

5. Adott az a élhosszusiagu ABCDA,B1C1D; kocka; ABCD az alapnégyzete, és az AA,, BBy, CCh,
DD, élek parhuzamosak. Felvesziink az AA; él Aj-en tili meghosszabbitdsan egy P pontot és a BC él
C-n tuli meghosszabbitasdn egy @ pontot Ugy, hogy a PQ szakasz a C1 D1 élt egy R belsé pontban metszi.
Mekkora a P(Q szakasz lehetséges legkisebb hossza?

Masodik fordulé



1. Mely n egészekre lesz az
n* — 4n® + 14n* — 20n + 10

kifejezés értéke négyzetszam?

2. Egy négyzet alapu egyenes gula alapélének és magassaganak a hossza egész szam. Mekkora a gila
térfogata, ha felszinének és térfogatdnak azonos a mérészama?

3. Igazoljuk, hogy az 1-nél kisebb a, b, ¢ pozitiv szdmokra teljesiil a kovetkezd egyenlGtlenség:

3abc 3abc 3abc

I —_ 41 —_ 41 _—
O8a ab—i—bc—i—ca+ O8b ab—l—bc—i—caJr O8e ab+bc+ca —

4. A T teriiletli derékszogli haromszog beirt kérébe egy t teriiletli derékszogli haromszoget irunk be.

T
Mekkora lehet 7 legkisebb értéke?

Harmadik (d6nt6) fordulé

1. Készitsiink egy 2000 darab valés szambdl allé6 H halmazt, amelynek egyik eleme sem nulla. Jeloljik
k-val a H-bdl kivalaszthaté olyan négyelemi részhalmazok szamat, amelyekben a négy elem szorzata negativ.
A H elemei koziil hanyat kell negativnak valasztanunk ahhoz, hogy k értéke a lehetd legnagyobb legyen?

2. Az ABC haromszog nem egyenld szari; a BC, C A, AB oldal felezépontjat jelolje rendre A;, B,
C7. A héaromszog oldalain a C-bél az A-ba és onnan a B-be vezetd Ut felezépontja legyen Ao, az A-bdl a
B-be és onnan a C-be vezet6 ut felezépontjat jelolje Bo, végiil a B-bdl a C-be és onnan az A-ba vezeto 1t
felez6pontja legyen Cy. Bizonyitsuk be, hogy az A As, By Bs, C1C5 egyenesek egy ponton mennek &t.

3. Az ay, as, ..., ay és by, by, ..., by pozitiv egészek; az a1 +as+...4+a, és a by +bs+. ..+ by Osszegek
egyenldk, és kisebbek nk-nél (n > 1, k > 1). Bizonyitsuk be, hogy az

ar+tas+...+a, =by +bo+ ...+ by
egyenldségben szereplé mindkét 6sszeghdl elhagyhaté néhdny (de nem az Gsszes) tag gy, hogy az egyenléség

tovabbra is fennélljon.

III. kategoéria: Specidlis matematika tantervii gimnaziumok
Els6 fordulé

1. Az ABC haromszognek van 60 fokos szoge, tovabba a félkeriilete felirhaté

a2+b2+02—25§
c

alakban, ahol s. a ¢ oldalhoz tartozo silyvonal. Bizonyitsuk be, hogy a haromszog szabélyos.

2. Jeloljiik a,-nel a v/n-hez legkozelebbi egész szdmot. Szémitsuk ki az

1 1 1 1

ai az as . ag

Osszeget, ahol k = 1999 - 2000.

3. Adjuk meg az Osszes olyan (pozitiv) primszamot, amelynek alkalmas (pozitiv egész kitevés) hatvanya
felirhat6 két pozitiv egész szam kobének az Gsszegeként.
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4. Tegyiik fel, hogy az ABCP tetraéderben a PA, PB és PC élek paronként merélegesek. Bizonyitsuk
be, hogy ekkor a P csics rajta van azon az ellipszoidon, amely az A BC haromszog koriilirt korére mint f6korre
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emelt gdbmbbdl az ABC sikra vonatkozé 7 ardnyd mer6leges affinitdssal keletkezik. (Ezen transzformécié
sordan a tér barmely pontja az ABC' sikra mer6leges iranyban mozdul el ugy, hogy a siktdl mért tavolsaga

——-szeresére valtozik.)

V2

5. Van-e olyan f(z) egész egyiitthatds, 1999-edfoki polinom, amelyre barmely n egész szdm esetén az

szamok paronként relativ primek?

Masodik (dénts) fordulé

1. Mutassuk meg, hogy egy paratlan foku, egész egyiitthatés polinomfiiggvény grafikonjdban csak véges
sokszor fordulhat el8, hogy két (kiillonboz8) egész abszcisszdji pont tdvolsdga egész szdm.

2. Tekintsiik azt a kort, amely athalad azon a harom ponton, ahol egy adott haromszog szogfelezoi
metszik a szemkozti oldalakat. Bizonyitsuk be, hogy a haromszog oldalegyenesei ebbol a kérbdl harom olyan
hirt metszenek ki, amelyek koziil valamelyiknek a hossza egyenlé a maésik kett6 hosszéanak az Osszegével.
(Ha a kor a hdromszog oldalegyenesét nem metszi, hanem érinti, akkor a megfelel hiirt 0 hosszusdginak
vessziik.)

3. Legyenek k és t 1-nél nagyobb, relativ prim egészek. Az 1, 2, ..., n szdmok 12...n természetes
sorrendjébdl kiindulva tetszoleges két olyan elemet felcserélhetiink, amelyek kiilonbsége k vagy t. Bi-
zonyitsuk be, hogy ilyen lépések egymasutanjaval akkor és csak akkor juthatunk el minden permutéciohoz,
han>k+t—1.



