A 2000-2001. évi Orszagos Kozépiskolai Matematikai Tanulmanyi Verseny feladatai
I. kategéria: Szakksozépiskoldk
Elsé (iskolai) fordulé

1. Az A1A2A3A4A5A6 sikbeli konvex hatszégben az AlAQ, A2A3, 1431447 A4A5, A5A6, A6A1 oldalak
felez6pontjai rendre a By, By, Bs, By, Bs, Bg pontok.
Bizonyitsa be, hogy a

B By, B3 B, B; B>
vektorok Gsszege nullvektor! (9 pont)

2. Az A = Tyzu és a B = uzyz tizes szamrendszerben felirt, pontosan négyjegyti szdmok. Szorzatuknak
pontosan az utolsé harom szdmjegye 0. Hatdrozza meg az Osszes ilyen tulajdonsiagi A és B szdmpart!
(14 pont)

3. Az
2t —pad +q=0

egyenletrdl tudjuk, hogy

a) a p és a ¢ paraméterek pozitiv primszdmok,

b) az egyenletnek van olyan gyoke, amelyik egész szam.

Hatarozza meg a p és a ¢ paramétereket, valamint a lehetséges p, q értékekhez tartozé egyenlet Gsszes
egész gyOkét! (14 pont)

4. Az ABCD trapéz parhuzamos oldalai AB és CD. Az AC atl6 hossza 3 cm, a BD 4tl6 hossza 4 cm,
tovabbé
CAB/ =2-DBA/.

Szamitsa ki a trapéz teriiletét! (14 pont)

5. Oldja meg a valés szamok halmazan a

18v2x — 3 — 9/ (22 — 3)(z — 2) > 2Vx — 2

egyenlé6tlenséget! (18 pont)

6. Egy « — f(x) valds szdmokra értelmezett fliggvényrdl azt tudjuk, hogy minden valds z-re értelmezve
van, és

2-f(x) + f(1 —x) =22

a) Mennyi a fliggvény értéke az x = 5 helyen?
b) Adja meg a hozzdrendelést meghatdrozé f(z) képletét! (19 pont)

Masodik fordulé

1. Oldja meg a valds szamok halmazan a

1) VT Y+ Iy =6,
2) ViTy-yte=2

egyenletrendszert! (15 pont)

2. Egy egyenl6szari haromszogrol tudjuk, hogy a koré irt kor tertilete kilencszerese a beirt kor
teriiletének. Szamitsa ki a haromszog szogeit! (17 pont)

3. Hogyan kell a
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tizes szdmrendszerben felirt hétjegyii szamban (a legnagyobb helyiértéktél kiindulva) a harmadik és az 6todik
helyen &ll6 nullak koziil legaldbb egyet igy megvaltoztatni, hogy a valtoztatds utan kapott hétjegyi szam
oszthaté legyen 13-mal? (17 pont)

4. Bizonyitsa be, hogy az

U R R U P
27374771999 T 2000 2001

Osszeg nem egész szam! (18 pont)

5. ABCD egységnyi oldali négyzet. Az AB oldalon az E pont egy belsé pont, az AD oldalon az F
pont ugyancsak belsé pont.

Bizonyitsa be, hogy ha az AE'F haromszog keriilete 2 keriiletegység, akkor a BEFC négyszog nem lehet
hirnégyszog. (21 pont)

Harmadik (dént8) fordulé

1. Milyen z, y, z valés szamok elégitik ki a kovetkezd egyenletrendszert?

23?4+ 2% =38,
2?4 y% 4+ 2% =22,

1 1 1 z

+ 0.
T

y' 2wy

2. Az ABC D négyzet belsejében elhelyezked6 P pontnak az A, B, C csicsoktdl mért tavolsdgai rendre
1, 2, 3 hosszisagegységek.
Szamitsa ki az AP B szbg nagysiganak pontos értékét!

3. Az ABCD téglalap oldalai
AB =CD =b5a és BC =DA =3a
hosszisdgiak (a > 0). Az oldalakra ugyanazon koriiljarési irdnyban felmérjiik az
x=AA, =BB,=CC,=DD,

szakaszokat gy, hogy az Ay B,C1 D1 négyszoget az ABCD téglalap tartalmazza.

a) Hogyan kell az = szakaszt megvdlasztani, hogy az Ay ByCyD; négyszog teriilete a lehetd legkisebb
legyen?

b) Legyen az A;B,C1D; négyszog terillete k* (k* # 0). A k*t6l fiiggben hany megolddsa van a
feladatnak?

II. kategéria: Altaldnos tantervii gimnaziumok
Elsé (iskolai) fordulé

1. Kozelit6 értékek hasznalata nélkiil adjuk meg a
K =tg47° +tg43° — tg2°(tg47° — tg43°)

kifejezés pontos értékét! (7 pont)

2. Az ABCD trapéz AB és CD oldalai parhuzamosak, keriiletének hossza 2. A B és C' csicsokhoz
tartozé kiilsé szogfelezdk a P pontban, az A és D csuicsokhoz tartozé kiilsé szogfelezék pedig a @@ pontban
metszik egymdst. Mekkora a P(Q) szakasz hossza? (7 pont)



3. Az A halmaz a in—, a B halmaz a
" — _

a nemnegativ egész szémok halmazét. Irjuk fel az A és B kozds részének (A N B-nek) az elemeit. (7 pont)

alakban el6allitott szamokbdl all, ahol n és k befutjak

4. Azok kozil a téglatestek koziil, amelyek térfogatdnak a mérGszama kétszerese a felszinik mérdsza-
maénak, melyiknek a legkisebb a térfogata? (7 pont)

5. Az ABC egyenld szard haromszoghen AC = BC. Jeldlje a haromszog tetszéleges P belsé pontjanak
az oldalegyenesektél mért tavolsdgait x, v, z. Tudjuk, hogy 22 + 3% + 22 a C csticshoz tartozé CT magassag
F felezépontjéra a legkisebb. Mekkordk a hdromszog szogei? (7 pont)

Masodik fordulo

1. Az M pozitiv egészbdl az N pozitiv egész gy szarmaztathaté, hogy M jegyeit valamilyen maés
sorrendben frjuk fel (elsé jegylik nem lehet 0). Lehet-e mindkét szdm 2-nek pozitiv egész kitevdjii hatvénya?

2. Egy haromszog két kisebbik oldalét, a-t és b-t érinté hozzairt kordk sugarai r, és rp. A haromszog
tertilete ¢t = r, - . Mekkora a haromszog legnagyobb szoge?

3. Oldjuk meg a valés szamok halmazén a kovetkez6 egyenletet:
(5 —2°72)" +2.1g (5* +2°7%) =z

4. Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan n pozitiv egész, amelyre a valds szimok halmazan értelmezett

f(z) = cosx + cos (a:\/ n? + 1)

fliggvény periédikus.

Harmadik (d6nt6) fordulé

1. Legyen a H = {1, 2, 3, ..., 2000, 2001} halmaz 77 elem{i részhalmazai koziil azoknak a szdma,
amelyekben az elemek Osszege paros, S-sel egyenld, és azoknak a szdma, amelyekben az elemek Osszege
paratlan, N-nel egyenlé. Melyik nagyobb: S vagy N7 Es mennyivel?

2. Egy hatoldali szabalyos gula alaplapja és oldallapjai altal bezéart szog egyenld barmely két méasod-
szomszédos oldallap sikjdnak a hajlasszogével. Mekkora szoget zdrnak be a gula oldalélei az alaplappal?

3. Bizonyitsuk be, hogy az a4, as, ..., a, pozitiv szdmokra teljesiil az
2 2 2 2
a a ar_ a 1
L Z_ 4. n-l "> —(ay+as+...+ap)
a1 +ax az+as p_1+an ap+ay 2

egyenl6tlenség.

III. kategoéria: Specidlis matematika tantervii gimnaziumok
Els6 fordulé

1. Legyenek z, y és z pozitiv, 4-nél kisebb valés szamok. Bizonyitsuk be, hogy az

1+ 1 1+ 1 , 1+ 1
S - bs =
x 44—y y 44—z z 44—z

szamok kozott van olyan, amely nagyobb vagy egyenl6 1-nél.
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2. Oldjuk meg az egész szamok korében az 5z® — 14y? = 1122 egyenletet.

3. Melyek azok a haromszogek, amelyekben az egyik csiicsbdl induld szogfelez6 egyenesére szimmetriku-
san helyezkedik el az ugyanonnan indulé sulyvonal és magassagvonal?

4. Igazoljuk, hogy barmely 1 < m < n esetén
n n n n
— — ... —1)m-1t

5. Hatarozzuk meg a legkisebb olyan ¢ valdés szdamot, amely rendelkezik az aldbbi tulajdonsaggal:
Barmely haromszog kertiletén talalhaté két olyan pont, amelyek a haromszog keriiletét felezik, és a tavolsaguk
nem nagyobb a kertilet c-szeresénél.

oszthaté m-mel.

Misodik (déntd) forduld

1. Legyen c pozitiv egész, és jelolje c1, cs, c7, illetve cg rendre a ¢ azon pozitiv osztéinak szamat,
amelyek utolsé szdmjegye (tizes szamrendszerben) 1, 3, 7, illetve 9. Bizonyitsuk be, hogy ¢1 + ¢g > ¢3 + ¢7.

2. Adottak a sikon a ki és ko korok, valamint a P pont. Szerkesztend6 olyan, a P-n 4tmend e egyenes,
amely a k; koroket (¢ = 1, 2) az A; és B; pontokban metszi gy, hogy a k; kdrvonalak alkalmas C; pontjaira
A1Cy = AsCy = B1Cy = By(Cs teljesiil. (Nem sziikséges annak diszkutdldsa, hény ilyen e egyenes létezik,
illetve létezik-e egydltalan ilyen e egyenes.)

3. Adott k + m darab kiilonb6z6, 1-nél nagyobb egész szam, aq, ..., ag, b1, ..., by, ahol mindegyik a;
péros sok, mindegyik b; pedig paratlan sok (nem feltétleniil kiilonbozd) primszam szorzata. Hanyféleképpen
lehet a k+m darab szdm koziil néhdnyat (akar egyet sem, akér az Gsszeset) kivdlasztani tigy, hogy barmelyik
bj-nek (j =1, 2, ..., m) a kivélasztott szdmok koézott paros sok osztéja legyen?



