Az 1995/96. évi Orszagos Kozépiskolai Tanulméanyi Verseny matematika feladatai

I. kategéria: Szakksozépiskolak
Els6 (iskolai) fordulé

1. Legyenek a, b, ¢ rogzitett valds szamok, és legyen ¢ > 0. Hatarozza meg az
fx)=(a—x)>+(b—12)*— (2 —c)a?, r€R

fliggvény szélsOértékét!

2. Adott egy a élhosszusagu kocka. Két szomszédos csicsan &t olyan gémb halad, amely érinti az ezen
csucsok egyikére sem illeszked6 kockalapokat.
Mekkora ennek a gombnek a sugara?

3. A by, by, b3, by, b5, bg valds szamok szdmtani sorozatot alkotnak. Hatdrozza meg a sorozat elemeit,
ha
b2 4+ b2 4+ b2 + b2 = bibobs = bsbg.

4. Bizonyitsa be, hogy barmilyen pozitiv egész n-re az
1+24+34+...+n

Osszeg nem végzodhet a 2, 4, 7, 9 szamjegyek egyikére sem!

5. Az ABC haromszogben AB = AC és a BAC/ = 36°. Az ABC/ szogfelezbje az AC oldalt a D
pontban metszi. Legyen az ABC haromszog koré irt kor koézéppontja Op, a BC'D haromszog koré irt kor
kozéppontja O, és az ABD haromszog koré irt kézéppontja Os.

a) Bizonyitsa be, hogy az 010203 haromszog hasonlé a DBA hiromszoghoz!

b) Szémitsa ki az 0105 : 0203 ardny pontos szdmértékét!

6. Milyen valds x értékek elégitik ki a kovetkezo egyenletet:

1 1 1 1
COS T COS 2% + cos 2x cos 3x + cos 3x cos 4x + cosdx cosbr

Masodik fordulé

1. Oldja meg a valds szamok halmazan az
25— 722 +V6=0

egyenletet!

2. Az ABC derékszogli hdromszogbe rajzoljunk egy olyan félkort, amelynek kézéppontja az AB atfogén
van, és amely érinti a befogdkat. Jeltlje ennek a sugarat r, a hdromszog koriilirt korének sugarat R, a két
kozéppont tavolsagat d.

Bizonyitsa be, hogy
1 1 1

Rt d? (R_dF =

3. Egy haromszog a, 3, v szogeire fenndll a
cos3a + cos33 +cos3y =1
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egyenléség. Igazolja, hogy ekkor a hdromszog egyik szoge 120°.

4. Igazolja, hogy nincs olyan pozitiv egészekbdl 4llé szamtani sorozat, amelynek 5 egymés utani eleme
teljesitené a kovetkezd feltételek mindegyikét:

a) a kozépsd szam primszdm
b) a két legnagyobb szdm négyzetének Osszege egyenld a masik hdarom szadm kobének Gsszegével.

5. Legyen az n > 2 és egész szam. Bizonyitsa be, hogy ekkor

2 4+1 33+1 nd +1
21 33-1 """ np3-1

Harmadik (d6nt6) forduld

1. Oldja meg a valés szamok halmazén a kovetkezd egyenlStlenséget!

z—1 r+1
log, loggaﬂ+1 <10g% log%m_1 .

2. Jeloljik az ABC haromszog sulypontjat S-sel, az AS szakasz felez6pontjat P-vel, a hdaromszog
tertiletét T-vel és a haromszog koré irt kor sugarat R-rel. Igazolja, hogy

PB? + PC? —2PS? >2.v/2T2 . R2 .

3. Hatarozza meg azokat a hdromjegyii természetes szamokat, amelyeknek pontosan 10 darab (természetes
szdm) osztGjuk van, és ezen osztdk reciprokdnak Gsszege 2.

II. kategéria: Nem specidlis tantervii gimnaziumok
Elsé (iskolai) fordulé

1. Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kdvetkezd egyenletrendszert:

r-\y2—4+2% -z =1,
x? —da — /2y —y? = 3.

2. A6,8, 16,14, 7,9, 18, 16, ... szdmsorozatot a kdvetkezOképpen képezziik:

a2, 6., ..., (4k + 2)-edik tagja az el6tte 4116 tagnél 2-vel nagyobb;
a3, 7., ..., (4k + 3)-adik tag az elStte 8116 kétszerese;

ad., 8., ..., (4k + 4)-edik tag az el6tte dllénal 2-vel kisebb; végiil

az 5., 9., ...., (4k + 5)-6t6dik tag az elStte allénak a fele (k > 0, egész)

Szerepel-e a sorozat tagjai kozott 1995, ha igen, milyen sorszammal?

3. Bizonyitsuk be, hogy ha = és y pozitiv egész szamok, akkor
Py taty
nem lehet egyenld 10 egyetlen pozitiv egész kitevos hatvanyaval sem.
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4. Az ABC haromszoget beirt korének kozéppontjara tiikrozve az A, B1Cp hiromszoget kapjuk. Bi-
zonyitsuk be, hogy ha ABC oldalainak hossza a, b és ¢, akkor az ABC és Ay B1Cy k6z0s részét képezd
hatszog keriilete nem lehet nagyobb, mint

2(ab + be + ca)
a+b+c

1
5. Egy egységnyi élii tomor szabalyos tetraéderbdl mindegyik csiicsandl levagunk egy — élhosszisagu
n

szabdlyos tetraédert, ahol n  1-nél nagyobb egész szam. Milyen n érték esetén lesz a megmaradd test
felszinének és térfogatdanak hdnyadosa a lehetd legkisebb?

Masodik fordulé

1. Bizonyitsuk be, hogy az
flx) =1log 5, (T—2vzx —x)
fliggvény grafikonjanak egyetlen olyan pontja van, amelynek mindkét koordinataja természetes szam.

2. Melyik az a legkisebb pozitiv egész, amelynek hatszor annyi hattal oszthatd osztéja van, mint hattal
nem oszthat6?

3. Egy ABC haromszog stlyvonalaibdl szerkesztett haromszog hasonlé az ABC' héromszoghoz. Bi-
zonyitsuk be, hogy az ABC haromszognek legfeljebb egy szoge lehet 60°-osndl nagyobb.

4. Hény olyan egymassal nem egybevagd otszog 1étezik, amelyeknek oldalhosszai egymast kovetd egész
szamok, négy szogiik pedig 120°-0s?
Adjuk meg mindegyik 6tszognél az oldalak hosszat és sorrendjét.

Harmadik (d6nt6) fordulé

1. Adott a H = {1, 2, 3, 4, 5} halmaz. Készitsiik el ennek Osszes részhalmazit. Vegyiik egyenként az
igy kapott halmazokat, és mindegyiknek minden részhalmazat irjuk fel kiilon-kiilon egy-egy piros cédulara.
fgy a piros cédulak kozott lehetnek olyanok, amelyekre ugyanaz a részhalmaz van felirva, de mindet meg-
tartjuk.

Vegyiik most sorra egyesével a piros cédulakat, és a rajtuk levé halmaz minden részhalmazat kiilon-kiilon
felirjuk egy-egy fehér cédulara.

Vegyiik végiil sorra a fehér cédulakat, és a rajtuk levo halmaz minden részhalmazat kiilon-kiilon felirjuk
egy-egy z0ld cédulara.

Hény z6ld cédulat kell igy felhaszndlnunk?

2. Egy adott gomb koré forgaskupot frunk; a kip palastja a gombot egy k korben, alaplapja pedig
egy M pontban érinti; legyen ennek a kupnak a térfogata Vi. A gémbbe egy tjabb kipot irunk, amelynek

alapkore k, csicsa pedig M, ennek a térfogata V5. Mekkora lehet a 72 arany legnagyobb értéke?
1

3. Egy egységnyi befogdju egyenlészaru derékszogii haromszoglemez valamennyi pontjat kiszinezziik
négy szin valamelyikével. Bizonyitsuk be, hogy barmely szinezés esetén van két olyan azonos szinii pont,
amelyek tdvolsdga legaldbb 2 — v/2.

ITI. kategéria: Specialis matematika tantervii gimnaziumok
Els6 fordulé



1. Legyenek A, As, ..., A, tetszéleges részhalmazok egy H véges halmazban. Legyen Cy azon H-beli
elemek halmaza, amelyek legaldbb k& darab A;-ben benne vannak. Bizonyitsuk be, hogy

|[A1| 4 [As| + ...+ |Ap| = |C1| +|Co| + ...+ |Ch]..

(|X| az X halmaz elemszamét jeldli.)

2. Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan véges, Osszefiiggd, egyszerli sikgraf 1étezik, amelynek minden
cstcsa otodfokd. (Egy graf egyszer(l, ha nincs benne hurokél és tobbszoros él; sszefliggd, ha barmely két
csicsa kozott vezet élsorozat; véges, ha véges sok csicsa van; sikgraf, ha lerajzolhaté a sikba gy, hogy az
élei ne messék egymdst; egy cstics foka a beldle kiindulé élek szdma.)

3. Egy egységnyi sugari zart korlemezt kisebb sugart egybevéagé zart korlemezekkel fediink le.

a) Legkevesebb hany lefedd korre van ehhez sziikség?

b) A legkevesebb szamu korrel torténé lefedés esetén mennyi a lefedd korok sugardnak a lehetséges mini-
muma?

4. Legyeneck a < b < ¢ egy haromszog oldalai. Milyen értékeket vehet fel (a + b+ ¢)?/(bc)?

5. Legyenek k és n pozitiv egészek, n/2 <k <nésl < a3 <as < ... < ar < n tetszbleges egész
szdmok. Bizonyitsuk be, hogy van olyan ¢ < j, amelyre a; + a; a 2-nek pozitiv egész kitevés hatvanya.

Masodik (d6ént8) forduld

1. Az ABC hiromszog beirt kére érintse a BC, CA, AB oldalt rendre az A’, B', C' pontokban. Legyen
M a beirt kor egy tetszoleges pontja. Bizonyitsuk be, hogy

d(M, AB)-d(M, BC)-d(M, CA) =
=d(M, AB")-d(M, B'C")-d(M, C'A"),
ahol d(M, XY) jeloli az M pontnak az XY egyenestl mért tavolsagat.

2. Mutassuk meg, hogy az n! + 1, ..., n! + n szdmok mindegyikének van olyan primosztdja, amely a
tobbi n — 1 szam egyikének sem osztdja.

3. Hdrom hajétorott mindegyike egy-egy érat tolt (egyhuzamban) egy szigeten ma délutdn valamikor
5 és 9 dra kozott (véletlenszertien). Ha hdrmuk koziil pontosan kettd fél 6randl hosszabb ideig egyszerre
tartézkodik ott, akkor viszaly tor ki. Mekkora a valdszintisége annak, hogy békében telik el a mai nap?



