
Az 1995/96. évi Országos Középiskolai Tanulmányi Verseny matematika feladatai

I. kategória: Szakközépiskolák

Első (iskolai) forduló

1. Legyenek a, b, c rögźıtett valós számok, és legyen c > 0. Határozza meg az

f(x) = (a − x)2 + (b − x)2 − (2 − c)x2, x ∈ R

függvény szélsőértékét!

2. Adott egy a élhosszúságú kocka. Két szomszédos csúcsán át olyan gömb halad, amely érinti az ezen
csúcsok egyikére sem illeszkedő kockalapokat.

Mekkora ennek a gömbnek a sugara?

3. A b1, b2, b3, b4, b5, b6 valós számok számtani sorozatot alkotnak. Határozza meg a sorozat elemeit,
ha

b2
1 + b2

2 + b2
3 + b2

4 = b1b2b3 = b5b6.

4. Bizonýıtsa be, hogy bármilyen pozit́ıv egész n-re az

1 + 2 + 3 + . . . + n

összeg nem végződhet a 2, 4, 7, 9 számjegyek egyikére sem!

5. Az ABC háromszögben AB = AC és a BAC � = 36◦. Az ABC � szögfelezője az AC oldalt a D
pontban metszi. Legyen az ABC háromszög köré ı́rt kör középpontja O1, a BCD háromszög köré ı́rt kör
középpontja O2, és az ABD háromszög köré ı́rt középpontja O3.

a) Bizonýıtsa be, hogy az O1O2O3 háromszög hasonló a DBA háromszöghöz!
b) Számı́tsa ki az O1O2 : O2O3 arány pontos számértékét!

6. Milyen valós x értékek eléǵıtik ki a következő egyenletet:

1
cos x cos 2x

+
1

cos 2x cos 3x
+

1
cos 3x cos 4x

+
1

cos 4x cos 5x
= 0.

Második forduló

1. Oldja meg a valós számok halmazán az

x6 − 7x2 +
√

6 = 0

egyenletet!

2. Az ABC derékszögű háromszögbe rajzoljunk egy olyan félkört, amelynek középpontja az AB átfogón
van, és amely érinti a befogókat. Jelölje ennek a sugarát r, a háromszög körüĺırt körének sugarát R, a két
középpont távolságát d.

Bizonýıtsa be, hogy
1

(R + d)2
+

1
(R − d)2

=
1
r2

.

3. Egy háromszög α, β, γ szögeire fennáll a

cos 3α + cos 3β + cos 3γ = 1
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egyenlőség. Igazolja, hogy ekkor a háromszög egyik szöge 120◦.

4. Igazolja, hogy nincs olyan pozit́ıv egészekből álló számtani sorozat, amelynek 5 egymás utáni eleme
teljeśıtené a következő feltételek mindegyikét:

a) a középső szám pŕımszám
b) a két legnagyobb szám négyzetének összege egyenlő a másik három szám köbének összegével.

5. Legyen az n ≥ 2 és egész szám. Bizonýıtsa be, hogy ekkor

23 + 1
23 − 1

· 33 + 1
33 − 1

· . . . · n3 + 1
n3 − 1

<
3
2
.

Harmadik (döntő) forduló

1. Oldja meg a valós számok halmazán a következő egyenlőtlenséget!

log2

(
log3

x − 1
x + 1

)
< log 1

2

(
log 1

3

x + 1
x − 1

)
.

2. Jelöljük az ABC háromszög súlypontját S-sel, az AS szakasz felezőpontját P -vel, a háromszög
területét T -vel és a háromszög köré ı́rt kör sugarát R-rel. Igazolja, hogy

PB2 + PC2 − 2PS2 ≥ 2 · 3
√

2T 2 · R2 .

3. Határozza meg azokat a háromjegyű természetes számokat, amelyeknek pontosan 10 darab (természetes
szám) osztójuk van, és ezen osztók reciprokának összege 2.

II. kategória: Nem speciális tantervű gimnáziumok

Első (iskolai) forduló

1. Oldjuk meg a valós számok halmazán a következő egyenletrendszert:

x ·
√

y2 − 4 + 2x2 − x = 1,

x2 − 4x −
√

2y − y2 = −3.

2. A 6, 8, 16, 14, 7, 9, 18, 16, . . . számsorozatot a következőképpen képezzük:
a 2., 6., . . .., (4k + 2)-edik tagja az előtte álló tagnál 2-vel nagyobb;
a 3., 7., . . .., (4k + 3)-adik tag az előtte álló kétszerese;
a 4., 8., . . .., (4k + 4)-edik tag az előtte állónál 2-vel kisebb; végül
az 5., 9., . . .., (4k + 5)-ötödik tag az előtte állónak a fele (k ≥ 0, egész)
Szerepel-e a sorozat tagjai között 1995, ha igen, milyen sorszámmal?

3. Bizonýıtsuk be, hogy ha x és y pozit́ıv egész számok, akkor

x2 + y2 + x + y

nem lehet egyenlő 10 egyetlen pozit́ıv egész kitevős hatványával sem.
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4. Az ABC háromszöget béırt körének középpontjára tükrözve az A1B1C1 háromszöget kapjuk. Bi-
zonýıtsuk be, hogy ha ABC oldalainak hossza a, b és c, akkor az ABC és A1B1C1 közös részét képező
hatszög kerülete nem lehet nagyobb, mint

2(ab + bc + ca)
a + b + c

.

5. Egy egységnyi élű tömör szabályos tetraéderből mindegyik csúcsánál levágunk egy
1
n

élhosszúságú

szabályos tetraédert, ahol n 1-nél nagyobb egész szám. Milyen n érték esetén lesz a megmaradó test
felsźınének és térfogatának hányadosa a lehető legkisebb?

Második forduló

1. Bizonýıtsuk be, hogy az
f(x) = log√3−1

(
7 − 2

√
x − x

)
függvény grafikonjának egyetlen olyan pontja van, amelynek mindkét koordinátája természetes szám.

2. Melyik az a legkisebb pozit́ıv egész, amelynek hatszor annyi hattal osztható osztója van, mint hattal
nem osztható?

3. Egy ABC háromszög súlyvonalaiból szerkesztett háromszög hasonló az ABC háromszöghöz. Bi-
zonýıtsuk be, hogy az ABC háromszögnek legfeljebb egy szöge lehet 60◦-osnál nagyobb.

4. Hány olyan egymással nem egybevágó ötszög létezik, amelyeknek oldalhosszai egymást követő egész
számok, négy szögük pedig 120◦-os?

Adjuk meg mindegyik ötszögnél az oldalak hosszát és sorrendjét.

Harmadik (döntő) forduló

1. Adott a H = {1, 2, 3, 4, 5} halmaz. Késźıtsük el ennek összes részhalmazát. Vegyük egyenként az
ı́gy kapott halmazokat, és mindegyiknek minden részhalmazát ı́rjuk fel külön-külön egy-egy piros cédulára.
Így a piros cédulák között lehetnek olyanok, amelyekre ugyanaz a részhalmaz van feĺırva, de mindet meg-
tartjuk.

Vegyük most sorra egyesével a piros cédulákat, és a rajtuk levő halmaz minden részhalmazát külön-külön
feĺırjuk egy-egy fehér cédulára.

Vegyük végül sorra a fehér cédulákat, és a rajtuk levő halmaz minden részhalmazát külön-külön feĺırjuk
egy-egy zöld cédulára.

Hány zöld cédulát kell ı́gy felhasználnunk?

2. Egy adott gömb köré forgáskúpot ı́runk; a kúp palástja a gömböt egy k körben, alaplapja pedig
egy M pontban érinti; legyen ennek a kúpnak a térfogata V1. A gömbbe egy újabb kúpot ı́runk, amelynek

alapköre k, csúcsa pedig M , ennek a térfogata V2. Mekkora lehet a
V2

V1
arány legnagyobb értéke?

3. Egy egységnyi befogójú egyenlőszárú derékszögű háromszöglemez valamennyi pontját kisźınezzük
négy sźın valamelyikével. Bizonýıtsuk be, hogy bármely sźınezés esetén van két olyan azonos sźınű pont,
amelyek távolsága legalább 2 −

√
2.

III. kategória: Speciális matematika tantervű gimnáziumok

Első forduló

3



1. Legyenek A1, A2, . . . , An tetszőleges részhalmazok egy H véges halmazban. Legyen Ck azon H-beli
elemek halmaza, amelyek legalább k darab Ai-ben benne vannak. Bizonýıtsuk be, hogy

|A1| + |A2| + . . . + |An| = |C1| + |C2| + . . . + |Cn| .

(|X| az X halmaz elemszámát jelöli.)

2. Mutassuk meg, hogy végtelen sok olyan véges, összefüggő, egyszerű śıkgráf létezik, amelynek minden
csúcsa ötödfokú. (Egy gráf egyszerű, ha nincs benne hurokél és többszörös él; összefüggő, ha bármely két
csúcsa között vezet élsorozat; véges, ha véges sok csúcsa van; śıkgráf, ha lerajzolható a śıkba úgy, hogy az
élei ne messék egymást; egy csúcs foka a belőle kiinduló élek száma.)

3. Egy egységnyi sugarú zárt körlemezt kisebb sugarú egybevágó zárt körlemezekkel fedünk le.
a) Legkevesebb hány lefedő körre van ehhez szükség?
b) A legkevesebb számú körrel történő lefedés esetén mennyi a lefedő körök sugarának a lehetséges mini-

muma?

4. Legyenek a ≤ b ≤ c egy háromszög oldalai. Milyen értékeket vehet fel (a + b + c)2/(bc)?

5. Legyenek k és n pozit́ıv egészek, n/2 ≤ k ≤ n és 1 ≤ a1 < a2 < . . . < ak ≤ n tetszőleges egész
számok. Bizonýıtsuk be, hogy van olyan i ≤ j, amelyre ai + aj a 2-nek pozit́ıv egész kitevős hatványa.

Második (döntő) forduló

1. Az ABC háromszög béırt köre érintse a BC, CA, AB oldalt rendre az A′, B′, C ′ pontokban. Legyen
M a béırt kör egy tetszőleges pontja. Bizonýıtsuk be, hogy

d(M, AB) · d(M, BC) · d(M, CA) =
= d(M, A′B′) · d(M, B′C ′) · d(M, C ′A′) ,

ahol d(M, XY ) jelöli az M pontnak az XY egyenestől mért távolságát.

2. Mutassuk meg, hogy az n! + 1, . . . , n! + n számok mindegyikének van olyan pŕımosztója, amely a
többi n − 1 szám egyikének sem osztója.

3. Három hajótörött mindegyike egy-egy órát tölt (egyhuzamban) egy szigeten ma délután valamikor
5 és 9 óra között (véletlenszerűen). Ha hármuk közül pontosan kettő fél óránál hosszabb ideig egyszerre
tartózkodik ott, akkor viszály tör ki. Mekkora a valósźınűsége annak, hogy békében telik el a mai nap?
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