Az 1996/97. évi Orszagos Kozépiskolai Matematikai Tanulményi Verseny feladatai

I. kategéria: Szakkozépiskolak
Elsé6 (iskolai) fordulé

1. Oldja meg a valds szamok halmazan az
x4+ Vad —12¢z =0

egyenletet!

2. Tekintsiik azokat a hdaromszogeket, amelyekben v = 60°, b + ¢ = 5a, és az oldalak mérdszdmai
természetes szamok. Mekkordk lehetnek ezen haromszogek oldalai? Hatarozza meg a feltételeket kielégitd
héromszogek koziil a legkisebb keriiletli haromszoget!

3. Igazolja, hogy ha a, b, ¢, x, y, z 0-tdl kiillonb6z6 valds szamok és

A+ +E=ar+by+cz és ar+by+cz=a>+y*+ 22

akkor az

a b ¢
Ty z

allandé érték!

4. Egy gula alaplapja az ABC hiromszog, (negyedik) csticsa D. Az AD él harmadol6 pontjai: Hy és Ho
(Hy van A-hoz kozelebb), a CD él harmadol6 pontjai: Ty és Ty (11 van C-hez kozelebb). Sikokat fektetiink
B. Hy, Ty, illetve B, Hy, T pontokon at. Ezek a sikok a gildt harom részre vagjak szét. Bizonyitsa be,
hogy a kozépsé rész térfogata a két szélsé rész térfogatainak szamtani kozepe!

5. Oldja meg a [0; 27r] halmazon a kovetkez6 egyenlétlenséget:

3 3 3
\/_—l—cosa: S
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6. Az ABC hiromszogben AC = 2AB. Az AC oldal felez6pontja F. Az A csicsbdl indulé belsé
szogfelez6 a BC oldalt a D pontban metszi.

a) Igazolja, hogy az ABDF négyszdg érinténégyszog.

b) Az ABDF négyszigbe irt kor sugarit jelolje r1, az F'DC haromszogbe irt kor sugarat ro. Bizonyitsa
be, hogy

,
1<t <o
]

Masodik fordulé

1. Felvettiik az ABCD négyzet sikjanak ugyanazon az oldaldn, a négyzet sikjara mer6leges AA;, BBy,
CC1, DD, szakaszokat.

Szamitsa ki a DD, szakasz hosszusagdt, ha AA; = 10 cm, BBy = 8 cm, CCy = 6 cm, és a négyzet
belsejében létezik olyan O pont, amely az Ay, By, Cy, D1 pontoktdl egyenld tavolsagra van.

2. Oldja meg a természetes szamok halmazan az




egyenletet! (Barmely a € R esetén [a] jelenti azt a legnagyobb egész szdmot, amely nem nagyobb a-nél.)

3. Az ABC haromszog AC oldalanak tetszoleges P bels6é pontjan at hizzunk parhuzamost az A és a
C csicsokbdl indulé AK és C'L silyvonalakkal. A meghtzott egyenesek a BC oldalat E, az AB oldalt F'
pontban metszik. Igazolja, hogy az AK és a C'L silyvonalak az FF szakaszt hdrom egyenld részre osztjak!

4. Bizonyitsa be, hogy tetszéleges haromszogben

cos a cos 3 n cos 3 cosy n cosycosar  sin®a

)

ab be ca a?

ahol «, (8, v a hdromszog szogei, és a veliik szemkozti oldalak rendre a, b, c.

5. Hatdrozza meg azokat az x, y, z valds szamokat, amelyek kielégitik a
72?2 +3y? +52° + Toy + 5yz =0
egyenletet, és amelyekre az
(z4+2y—2-12+(y—2z+2 -1+ (2+22—y—1)2

kifejezés a szélsGértékét veszi fel! Adja meg a széls6érték nagysdgat is!

Harmadik (dént8) forduld

1. Oldja meg a valds szamok halmazan a
(3% —4x +1)> + (2® + 42 — 5)3 = 64(2* — 1)3

egyenletet!

2. Az ABC haromszog BC oldalan adott a P és a ) pont tgy, hogy

BP:PQ:QC=1:2:3.
Az AC oldalt az R pont AR : RC = 1: 2 ardnyban osztja. A BR szakasz az AP szakaszt T, az AQ szakasz
b)

S pontban metszi. Az ABC hiromszog teriilete t. Igazolja, hogy a PQST négyszog teriilete ﬁt'

3. Bizonyitsa be, hogy barmely kozvetleniil egymas utdn kovetkez6 1997 darab pozitiv egész szam
négyzetének Gsszege nem lehet négyzetszam!

I1. kategéria: Nem specidlis tantervii gimnaziumok
Elsé (iskolai) fordulé

1. Az a és b pozitiv szamok Osszege 1. Bizonyitsuk be, hogy

a? b2
a+1+b+1
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— —  _ han>1. Allitsuk el§ a,-et n fiiggvényeként.
(n+1)(n+2) sEveny
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2. Egy sorozatban a; = 3’ Ay, = Ap—1 +

2



3. Az ABCD paralelogramma ABC héromszogének AC oldaldhoz irt kor (azaz: kiilsé érinté kor) a
BA, ill. BC egyeneseket az X, ill. az Y pontban érinti. Bizonyitsuk be, hogy az XY egyenes az AC'D
haromszog beirt korét az AD, ill. a C'D oldalakon metszi.

4. Egy 7 egység oldali négyzetben elhelyeziink 51 pontot. Bizonyitsuk be, hogy ezek kozott a pontok
kozott van 3 olyan, amely lefedhet6 egy egységsugaru korrel.

5. Adjuk meg azokat a nemnegativ egészekbdl all6 (x;y) szdmpérokat, amelyek kielégitik a kovetkezd

egyenlGtlenséget:
Vi ty - Vi—y < ity

Masodik fordulé

1. 2000 kiilonboz6 pozitiv egész szam fele paros, fele pedig paratlan; Osszegiik kisebb 3 000 000-nal.
Bizonyitsuk be, hogy van ko6zottiik 3-mal oszthaté.

2. A hegyesszogli ABC héromszog koré irt A és B pontjaiban hizott érinték az S pontban metszik
egyméast. Az AB és C'S egyenesek metszéspontjat jelolje M. Bizonyitsuk be, hogy

AM  AC?
MB ~ BC?

3. Egy egyenes csonkakup alapkorének a sugara R, fedOkoréé r, magassaga pedig m; ezekre az R—r < m
feltétel teljesiil. Beirtiink ebbe egy forgashengert, amelynek alapkore a csonkakip alapkorével koncentrikus,
a fed6lapjat hatarolo kor pedig a csonkakiup paldstjan van, és kiilonbozik a csonkakip fedékorétol. Tudjuk,
hogy a csonkakipba irhaté ilyen hengerek koziil ez a maximélis térfogati, s6t a maximalis felszinti is.

Bizonyitsuk be, hogy ha a csonkakiip alkotdinak és a forgdstengelyének a hajldsszoge o, akkor tg o = 1/4.

4. Legyen s pozitiv egész szam. Bizonyitsuk be, hogy s-nek van olyan egész szamu tobbszorose,
amelynek tizes szamrendszerbeli alakjaban a jegyek Osszege s-sel egyenld.

Harmadik (d6nté) fordulé

1. Egy konvex 6tszog valamennyi atloja parhuzamos az 6tszog egy-egy oldalaval. Bizonyitsuk be, hogy
barmelyik atl6 és a vele parhuzamos oldal hosszdnak az ardnya ugyanaz, és hatarozzuk is meg ennek az
aranynak a szamértékét.

Mutassuk meg, hogy ha a sikon adottak a nem egy egyenesre es6 A, B, C' pontok, akkor létezik olyan
ABCDE 6tszog, amely a fenti tulajdonsagu.

2. Legyen n pozitiv egész. Milyen n-ekre teljesiil, hogy
n=di+d3+d;+d3,

ahol dy, da, d3, dy az n szam négy legkisebb pozitiv egész osztdja?

3. Hiny olyan szamharmas létezik, amelyek egy pozitiv egész hanyadosi mértani sorozat egymast
kovetd elemei, és amelynek minden eleme pozitiv egész osztéja N = 90 000-nek?
Hény ilyen szdmhérmas létezik N = 300 esetén?

ITI. kategéria: Specialis matematika tantervii gimnaziumok
Els6 fordulé



1. Egy bizottsag palyazatokat rangsorol ugy, hogy a bizottsdg minden tagja kiilon-kilon készit egy
teljes rangsort valamennyi palyazatrél. Tudjuk, hogy a bizottsagi tagok tobbségének a rangsordban az A
palyazat elérébb szerepel, mint a B pélyazat, és azt is tudjuk, hogy a tagok tobbségének a rangsoraban a B
palyazat elérébb szerepel, mint a C pélyazat. Kovetkezik-e ebbdl, hogy a tagok tobbségének a rangsordban
az A palyazat el6rébb szerepel, mint a C' palyazat?

2. Egy hegyesszogli haromszog oldalai legyenek a, b, ¢, a megfelel6 magassdgvonalak mg, my, me, és a
magassagpontnak a csiicsoktdl valé tavolsagai rendre d,, dp, d.. Bizonyitsuk be, hogy

2,32 .2
a®+b +c
Mmady + mpdy + med. = —
3. Legyen az ABC héromszog koré irt sugara r, a sulypontot a magassdgponttal Osszekotd szakasz
felez6pontja pedig F. Bizonyitsuk be, hogy

AF? + BF? + CF? = 3r2.

4. Egy dobozban 4 fehér és 4 piros golyé van. Visszetevés nélkiil kihizzuk az Osszes golyét. Minden
hizas elétt tippelhetiink a kihtzando golyé szinére. Atlagosan hény taldlat érhetd el, ha mindig arra a szinre
tippeliink, amelyiknek nagyobb a valésziniisége?

5. Adjuk meg az Osszes olyan kdbszdmot, amely el6dll nyolc szomszédos egész szam kobének az
Osszegeként. (Kobszdmon egy egész szam kobét értjiik.)

Misodik (déntd) forduld

1. Tekintstink 1997 kiilonb6z6 pozitiv egészt, amelyek koziil barmely tiznek ugyanaz a legkisebb kozos
t6bbszorose. Maximalisan hdny szdm lehet kozottiik, amelyek paronként relativ primek (azaz koziiliik seme-
lyik kettOnek sincs egynél nagyobb kézos osztdja)?

2. Legyenek AB és CD egy kor hurjai, amelyeknek nincs k6z6s pontjuk, tovdbba K a CD hiur egy
bels6 pontja. Szerkesszilk meg a kor keriiletén a P pontot gy, hogy a CD hurnak az ABP héromszogbe
esO szakaszat a K pont felezze.

3. Adott a sikon 111 egységvektor, amelyek Osszege a zérusvektor. Bizonyitsuk be, hogy koziiliik
kivélaszthato 55 olyan, amelyek Osszegének a hossza legfeljebb 1.



