Az 1997/98. évi Orszagos Kozépiskolai Matematikai Tanulményi Verseny feladatai

I. kategéria: Szakkozépiskolak
Elsé (iskolai) fordulé

1. Az ABCD négyzet belsejében gy jeloljiik ki a P pontot, hogy a PAB/ = PBA/ = 15° legyen.
Igazolja, hogy ekkor a PC'D haromszog szabédlyos haromszog.

2. Oldja meg a természetes szamok halmazan az y> + 48 = 2%y egyenletet.

3. Az ag, a1, ..., ap, ... egész szdmokbodl allé sorozatot a kovetkezOképpen definialjuk:
d) a; = 1,

e) minden n € ZT-ra an_1 - a1 = a, + 1,

f) as > ag.

Szamitsa ki a sorozat elsé 1997 elemének az Osszegét, azaz az ag + a1 + as + ... + a1996 Osszeget.

4. Az ABC hegyesszogli haromszog AB oldaldnak felezépontjat jellje Fy. Az AC és a BC oldalak
f6lé, kifelé megrajzoljuk az ACB; és a BC A; egyenld szaru derékszogii haromszogeket (a derékszog Bi-ben,
illetve A;-ben van). Bizonyitsa be, hogy az Fy A1 B; hiromszog egyenld széru és derékszogii.

5. Oldja meg a 0 < z < 27 intervallumon a sin’ z + sin? 2z > sin? 3z egyenlétlenséget.
6. Legyenek z és y pozitiv valds szamok. Milyen kapcsolat all fenn z és y kozott, ha az
16 16 8 8

€ Y z Y

kifejezés a legkisebb értékét veszi fel? Hatdrozza meg ezt a legkisebb értéket.

Masodik fordulé

1. Az {an}: a1, a9, as, ..., an, ... szadmtani sorozat kilénbsége 3. A {b,} szdmtani sorozat els6
eleme 2-vel kisebb a1-nél, a kiilonbsége 4, és minden eleme pozitiv. Hatdrozza meg, hogy a két sorozatnak
legfeljebb hany kozos eleme lehet az 1997-nél kisebb szamok kozott?

2. Igazolja, hogy minden n egész szamra az

kifejezés egész szam.

3. Hatarozza meg azokat az x, y, z valds szamokat, amelyek gyokei az

r+y+ (2 =824+ 14)\/r+y—2=1,
20+ 5y +Vry+z2=3

egyenletrendszernek.

4. Egy téglalap szomszédos oldalai a cm és b cm hossziak, ahol a és b 1-nél nagyobb egész szamok. A
téglalap teriilete T' cm?, és T oszthaté 6-tal. A P sokszoget gy szarmaztatjuk, hogy a 2 cm oldali négyzet
egyik csicsdndl levagunk egy 1 cm oldali négyzetet uigy, ahogyan az abran lathatd. Igazolja, hogy a fenti
tulajdonsagu téglalapok egyrétiien és hézagmentesen lefedhet6k a P-vel egybevagd sokszogekkel.
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5. A nem egyenlé sziri ABC haromszogbe irt kor kozéppontjat jeloljik K-val. Az AB és az AC
oldalegyeneseket és az a hosszisdagi BC oldalt kiviilrél érinté kor kozéppontjat jeloljik K,-val. Bizonyitsa

1 8T
be, hogy ha AK = §AKQ, akkor a® > o ahol T az ABC haromszog teriiletének méroszama.

Harmadik (d6nt6) fordulé

1. Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész n-hez talalhaté olyan 2n 4 1 darab kozvetlentil egymas
utan allé természetes szam, hogy ezek koziil az elsé n+ 1 darab négyzetének az Osszege egyenld az ezek koziil
val6 utolsé n darab négyzetének az Osszegével.

2. Az ABC hiaromszog AB oldalan gy helyezkednek el a C; és Cs pontok, a BC oldalan az Ay és A,
pontok, végiil a C'A oldalan a B; és By pontok, hogy
A01 BA1 CBl , ACQ BAQ CBQ

CB AC BA F® GB 40 Ba "

egyszerre teljesiil, ahol k és m kiillonb6z6 pozitiv egész szamok.

Legyen az A; B1Cy haromszog teriilete tq, az As BoCy haromszog teriilete to, végiil az ABC haromszog
tertilete t. Lehetséges-e, hogy a t1, to és t szdmok ebben a sorrendben egy szamtani sorozat egymas utan
kovetkezd, szomszédos tagjai?

3. Bizonyitsa be, hogy az a, b, ¢ oldali haromszogben az a és b oldalakkal szemben fekvé « és § szbgekre
akkor és csak akkor teljesiil az av = 33 egyenldség, ha

a
—(a—b)/1+ 2
c=(a—">b)4/1+ b

II. kategéria: Nem specidlis tantervii gimnaziumok
Els6 (iskolai) fordulé

1. Egy tizes szamrendszerben felirt pozitiv egész szam szamjegyeit forditott sorrendben is felirjuk, és
az igy kapott szamot hozzaadjuk az eredetihez.

a) Kaphatunk-e igy csupa 9-esbdl 4116 1997 jegyfi szdmot?

b) Kaphatunk-e {gy csupa 9-esbdl 8116 1998 jegy(i szamot?

2. Egy derékszogli haromszog befogdira mint atmérdkre kifelé félkoroket szerkesztiink. Bizonyitsuk
be, hogy annak a négyzetnek a teriilete, amelynek oldala a két félkor kozos érintészakasza, a derékszogi
hdromszog teriiletével egyenld. (A kozos érintOszakasz: a két félkor kozos érintdjén az érintési pontokat
Gsszekotd szakasz.)

3. Bizonyitsuk be, hogy ha p 3-nal nagyobb primszdm, akkor barmely p darab egymast koveto egész
szam négyzetének az Osszege oszthatd p-vel.

4. 32 telepiilés kozott telefonvonalakat épitenek ki. Egy telefonvonal pontosan két telepiilést kot Gssze, és
két telepiilés kozott legfeljebb egy kozvetlen vonal épiil. Bizonyitsuk be, hogy ha mér 466 vonalat kiépitettek,
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akkor barmely telepiilésrél barmely telepiilésre lehet telefondlni vagy kozvetlen vonalon, vagy tobb, méar
kiépitett vonal Gsszekapcsolasaval.

5. Az a1, as, ..., Gyn, ... pozitiv tagi sorozatban a; és as relativ prim egészek, és 1 < a; < as. Ha
n > 1, a sorozat tagjait az
2 _ 3
Ay, - An42 = Ap g

képlettel adjuk meg. Bizonyitsuk be, hogy a sorozatnak nincs olyan tagja, amely masik két tagjanak az
Osszegével egyenlo.

Masodik fordulé

1. Egy 3 x 3-as tdbladzat minden mezdjére rairunk egy egész szamot gy, hogy a beirt szamok kozott
legyen péros is és pdratlan is. Ezutdn a tdblazatbdl egy djabb (mdsodik) tédblazatot készitiink a kdvetkezd
moédon: az eredeti tdbldzat egy M mezdjével szomszédos mezokre irt szamokat Osszeadjuk, és ezt a szamot
irjuk az \j tdblazatba az M-nek megfelel6 helyre, és ezt mind a kilenc mezére elvégezziik. Kérdéseink:
ennek az eljarasnak megismétlésével egy tetszéleges tablazatbdl kiindulva eljuthatunk-e olyan téablazathoz,
amelyben

a) minden mez6n pdratlan szdm &ll;

b) minden mezén péros szam &ll?

(Két mez§ akkor szomszédos, ha van kozos oldaluk.)
Egy példa az 1j tablazat szerkesztésére:

3 1-110 § 10| 1
9 7 2 = 11 | 13 | 13
1 3 6 12114 | 5

2. Az ABC héaromszog beirt kore az AB, BC, C'A oldalakat rendre a C'y, A1, By pontokban érinti. Az
ABC héromszog koré irt kor C-t nem tartalmazé AB ivének a felezépontja legyen Cso, az A-t nem tartalmazo
BC iv felezépontja A, a B-t nem tartalmazé iv felez6pontja pedig Bs. Bizonyitsuk be, hogy az Ay As, By Bs,
C1C5 egyenesek egy ponton mennek at.

3. Oldjuk meg a valés szamok halmazén a kovetkezd egyenletrendszert:

ry+ (22 =82+ 14)\/r+y—2=1,
2+ 5y + Vxy + 2z = 3.

4. Bizonyitsuk be, hogy az
10" -1

an=5—g—+1 (n=1,2 3, ...)
sorozat nem tartalmaz négyzetszamot.
Harmadik (d6nt6) forduld
1. Bizonyitsuk be, hogy a
2sin2°, 4sin4°, 6sin6°, ..., 2ksin(2k)°, ..., 180sin 180°
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szamok szdmtani kozepe ctg 1°-kal egyenld.

2. Legyen P, Q, R rendre az ABC hiromszog AB, BC, CA oldaldnak, A’, B, ¢’ pedig rendre a
PQR haromszdog PR, QP, RQ oldaldnak egy-egy olyan pontja, amelyekre teljesiil, hogy az AB és A'B’,
BC és B'C', CA és C' A’ szakaszok paronként parhuzamosak egymaéssal. Bizonyitsuk be, hogy az ABC és
A’ B'C haromszogek parhuzamos oldalainak az ardnya egyenld a PQR és az A’ B'C’ haromszogek teriileteinek
aranyaval.

3. z, y és n olyan pozitiv egészek, amelyekre teljesiil, hogy = < y, legnagyobb kozos osztéjuk; (z,y) =
1998 és legkisebb kozos t6bbszorosiik: [z,y] = nl.

a) n milyen értéke esetén létezik a fenti feltételeket kielégité x, y szampar?

b) n milyen értéke esetén lesz ezeknek a szampdroknak a szdma 1998-nal kisebb?

ITI. kategéria: Specidlis matematika tantervi gimnaziumok
Els6 fordulé

1. Lassuk be, hogy 99 szomszédos egész szam négyzetének az Osszege nem lehet teljes hatvany (azaz
egy egész szam egynél nagyobb, egész kitevjii hatvanya).

2. Az ABC hegyesszogli haromszogben a C' csiicsnal 16v6 szog . Legyen P az AB szakasz belsé pontja.
Vegyiik fel az AC félegyenesen (azaz az AC oldalon vagy annak a C' csticson tuli meghosszabbitdsén) a By,
a BC félegyenesen pedig az A; pontot tgy, hogy a BiPA szbg is és az A1 PB sz0g is v legyen. Legyen
tovdbba ki az APB; haromszog, ko pedig a BPA; haromszog koriilirt kore, és jelolje M a kq és ko korok
P-t61 kiillonb6z6 metszéspontjat. Milyen ponthalmazt alkotnak az M pontok, ha P végigfut az AB szakasz
bels6 pontjain?

3. Egy kozéppontosan szimmetrikus konvex hatszogben minden masodik oldalszakaszon vegytink fel egy-
egy pontot. Mutassuk meg, hogy az ezek éaltal alkotott haromszog teriilete legfeljebb a hatszog teriiletének
a fele.

4. Egy-egy céduléra felirtuk az 1, 2, 3, illetve 4 szdmokat. Anna kihiuz egy cédulat a négy koziil, majd
visszateszi a tobbi kozé. Ezutan Zséfi hiz ki egy cédulat, utana visszateszi, majd ismét Anna kovetkezik.
A kihuzott szdmot mindig hozzdadjak az addig kihuzott szdmok Gsszegéhez. Az nyer, akinek a hizdsa utan
elészor lesz az Osszeg 3-mal oszthaté. Mennyi a valdsziniisége annak, hogy Anna nyer?

5. a) Létezik-e olyan 1998-adfoki egész egylitthatés f(x) polinom, hogy végtelen sok valds z-re f(z) =
f(1 —z) teljestl?
b) Ugyanez a kérdés az f(x) = f(x — 1) feltétel mellett.

Misodik (déntd) forduld

1. Legyenek ay, ..., ar az 1, 2, ..., 1998 szamok koziil az 1998-hoz relativ primek. Milyen k egészekre
teljestil, hogy a ka; szdmok mind kiilonb6z6 maradékot adnak 1998-cal osztva?

2. Egy vérosban néhdny egyforma létszamu fliggetlen klub miikédik. Ez azt jelenti, hogy van egy p
arany, amelyre igazak a kovetkezok:
(i) Minden klub létszdma a véros létszdménak p-szerese.
(ii) Bérhogy vesziink ki r + 1 kiilonb6z8 klubot, @1, ..., @, és Q-t (r is tetszbleges), a Q1, ..., @, klubok
kozos tagjainak pontosan a p-szerese tagja a @ klubnak is.
Tudjuk még, hogy az idei évhez képest tavaly 1-gyel, tavalyel6tt pedig 2-vel kevesebb (de még mindig legaldbb
egy) klub miik6dott a varosban. Ennek megfeleléen — mikdzben a fenti feltételrendszer, a p ardny és a varos
lélekszadma nem valtozott — tavaly 2916-tal, tavalyelétt pedig 6156-tal kevesebb véroslaké volt klubtag (azaz

4



legaldbb egy klubnak a tagja), mint az idén. Mindez egy mésik, nagyobb lélekszdmu vérosrdl is elmondhatd.
Mennyivel laknak tobben a mésodik varosban?

3. Tegyiik fel, hogy az ABC haromszog AB oldalan a P és (Q pontok ugy helyezkednek el, hogy az APC
és Q BC haromszogek beirt kore egyenlo sugard. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az AQC és PBC haromszogek
beirt kore is egyenld sugar.



