Az 1998/99. évi Orszdgos Ko6zépiskolai Matematikai Tanulmdanyi Verseny feladatai

I. kategéria: Szakkozépiskolak
Els6 (iskolai) fordulé

1. Hatarozza meg a
22° + 3% — 22% — 2% + 3+ 1
polinom szamértékét, ha % =1-—22

2. A természetes szamok H részhalmazanak elemei a kovetkezd tulajdonsdggal rendelkeznek:
a) 6 € H.

b) Ha x € H, akkor 3z € H.

¢) Ha (8z — 2862) € H, akkor z € H.

Bizonyitsa be, hogy 1998 € H!

3. Az ABCD hurnégyszog AC atldja a hirnégyszoghoz tartozé kor atméréje. Bizonyitsa be, hogy a
négyszog szemkozti oldalainak a BD &tléra esé merdleges vetiiletei egyenlé hossziak!

4. A p val6s paraméter mely értékei mellett van valés megolddsa a

sin 3x - cos (g — 4x) +1

sin(zf7x>fcos(ﬁ+x)+ B
3 6 P

egyenletnek?
Szamitsa ki az egyenlet gyokeit!

5. Bergengdécidban a hivatalos fizetéeszkoz a petdk. A 10, 15 és 20 petdkos érmék eziistbdl, az 1, 2 és
3 petédkos érmék rézbdl késziiltek. A pélyaudvaron taldlhaté automata pénzvaltd a kdvetkezdképpen tudja

felvaltani az eziistérméket:
20=154+2+2+1

15=10+2+2+1
10= 3+3+2+2

Pistanak kizardlag eziistérmékben 125 petakja volt, és valamennyi eziistpénzét rézre véltotta fel. Jancsi,
miutan megszamolta, hogy Pistanak mely rézérmékbol hany darabja lett a valtas utan, kijelentette: ,,Most
egyértelmiien meg tudom mondani, hogy milyen eziistérméid voltak.”

Milyen kovetkeztetéssel tudta Jancsi egyértelmiien megéllapitani, hogy Pistdanak a véltas el6tt milyen
eziistérméi voltak? (Megjegyezziik, hogy Jancsi Pista eziistérméir6l csupdn annyit tudott, hogy dsszes pénze
a valtds el6tt a 20, 15 és 10 petdkosok kozil kertilt ki.)

6. A valés szdmok halmazén értelmezett © — f(x) fliggvényrél a kovetkezoket tudjuk:
flx—2) +2f(—2) =2* + 1.

Hatdrozza meg az f(x) fiiggvény szélséértékének helyét és nagysagat!

Masodik fordulé

1. Legyen A egy legaldbb kétjegy(l (tizes szdmrendszerbeli) egész szdm. Tekintsiik azt a B szédmot,
amely gy keletkezik, hogy az A szam szamjegyeit forditott sorrendben irjuk le. Bizonyitsa be, hogy ha A
els6 és utols6 szdmjegyeinek kiilonbsége paros szam, akkor |A — B| oszthat6 18-cal!

2. Az ABC derékszogi haromszog AC és BC befogéi f6lé kifelé megrajzoljuk az ACDE és a BFGC
négyzeteket. Az AF egyenes a BC oldalt K pontban, a BFE egyenes az AC oldalt H pontban metszi. Jeloljik
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a BE és az AF egyenesek koz0s pontjat M-mel. Bizonyitsa be, hogy a KCH M négyszog teriilete az AM B
héromszog teriiletével egyenld!

3. Oldja meg a valds szamok halmazan a kovetkezd egyenletet!

2
log(/51)(z — 1) +loge_1y (V& — 1)? 45| =
—4 [log(ﬁ_l)(x 1)+ 2} {1og(m_1)(\/5 —1)2+3|.

4. Az ABC héromszogben az ACB/ = 60°, a CAB/ szogfelezbje a BC oldalt a D pontban, az ABC'/
felez6je az AC oldalt az E pontban metszi. Az AD és a BE szakaszok metszéspontja O. Bizonyitsa be,

hogy
CD+ CE = COV3.

5. Az ABCD téglalap oldalai: AB = CD = 5a, BC = DA = 3a hosszisdgiiak (a € R"). Az oldalakra
ugyanazon koriiljarasi iranyban felmérjiik az

l‘:AAl :BBl :C’Cl :DDl

szakaszokat gy, hogy az A, B,C1D; paralelogramma a téglalap belsejében legyen.
Hatarozza meg azon x értéket, amely mellett a beirt A; B;Cy D1 paralelogramma hegyesszoge a legkisebb!
Szamitsa ki ezt a legkisebb szoget!

Harmadik (d6ént8) fordulé

1. Hatarozza meg azokat a k és m egész szamokat, amelyekre teljesiil a kovetkezd egyenlet:

E2+m?+k+m—+4Vk2 — 2km +m+ 11+ 4vm2 — 2km + k + 19 = 4km — 30.

2. Az ABC szabalyos hdromszog AB oldalan jeloljiink ki egy P bels§ pontot. Ezutdn rajzoljunk az AP
és a BP szakaszok folé kifelé egy-egy szabdlyos APQ és BP R haromszoget. Az ABC héromszog stulypontjét
jeloljiik Si-gyel, az APQ héromszog silypontjat Se-vel, a BPR héromszog silypontjat Ss-mal.

Hogyan vélaszthaté meg a P pont, ha azt akarjuk, hogy az 515253 hiromszog teriilete a) minimalis, b)
maximalis legyen?

3. a) Igazolja, hogy a p valds paraméter barmely értékénél a
222 —10pzr +Tp—1=0

egyenletnek két kiilonboz6 valés gyoke van.
b) A p értékétél fiiggden hany gyoke van az egyenletnek a | — 1; 1] intervallumban?

II. kategéria: Nem specialis tantervii gimnaziumok
Elsé (iskolai) fordulé

1. Mely természetes n szam esetén teljesiil, hogy
log, 3 -logg4 -log, 5 -...-log, (n+1) =107

2



2. Az g, x1, x9, ... sorozatban g = a, x1 = b adott pozitiv szdmok, és a sorozat tovabbi tagjainak
képzési szabalya:
X +1 + 1
Tpyo = ————  (n=0,1,2,...).
Tn

Fejezziik ki w1998 értékét a és b segitségével!

3. Hatarozzuk meg a derékszogii koordindtarendszer sikjaban azoknak a pontoknak a halmazat, ame-
lyekre igaz, hogy létezik olyan téglalap, amelynek a keriilete a pont els6 koordinatajaval, teriilete pedig a
pont méasodik koordinatdjdval egyenld!

4. Oldjuk meg a valés szamok halmazin a kovetkez6 egyenletet:

x—|—2y+3z:2(\/x—1—|—\/Qy—1—|—\/3z—1).

5. Az ABC derékszogli hdromszog hozzairt koreinek (kiilsé érinté koreinek) a kozéppontjai A’; B, C'.
Bizonyitsuk be, hogy az A’ B’C’ haromszdg teriilete legalabb (1/84-2)-szerese az ABC haromszog teriiletének!

Masodik fordulé

1. Felirtunk a tabldra n db valds szdmot (n > 5); ezek a kovetkez6 tulajdonsigokkal rendelkeznek:

a) a szdmok kozott nines a 0, de ott van az 1999;

b) a felirt szdmok koziil barmely négy (megfelelé sorrendben véve) egy mértani sorozat egymés utdni
négy tagja.

Adjuk meg a felirt szdmokat!

2. Egy derékszogli haromszogbe kétféle médon is beirtunk egy négyzetet: az els6 esetben a négyzet
két oldala egy-egy befogén van, egy csucsa pedig az atfogon; a méasodik esetben a négyzet oldala az atfogén
van, egy-egy csucsa pedig egy-egy befogén. Az els6 esetben a négyzet teriilete 441, a mésodikban 440
teriiletegység. Mekkora a befogdk Gsszege?

3. Egy szabdlyos négyoldali gila beirt gombjének a kozéppontja, valamint élérinté gombjének a
kozéppontja egyenld tavol van a gula alapsikjatél. Mekkora a guila térfogata, ha alapélének a hossza 27
(Az élérint6 gomb a gula minden élét az él bels6 pontjaban érinti, a beirt gdmb pedig minden lapot belsd
pontban érint.)

4. Tekintsiik azokat a pozitiv egészekbdl all6 (z, y) parokat, amelyek kielégitik az

a? —y® =107 30°"

egyenletet (n pozitiv egész).
a) Hatdrozzuk meg az egyenletet kielégitd (x, y) parok szdméat n fliggvényeként.
b) Bizonyitsuk be, hogy ezeknek a paroknak a szdma nem lehet négyzetszam.

Harmadik (d6nté) fordulé

1. Oldjuk meg az 1-nél nem nagyobb pozitiv szdmok halmazin a kovetkezé egyenletet:

T Y z 3

+ + = :
l+y4+zx 14+z4+z2zy 14+2+yz z+y+z

2. Legfeljebb mekkora lehet annak a tetraédernek a térfogata, amelynek az élfelez6 pontjai egy egység-
sugaru gombon helyezkednek el?



3. Egy n? x n’-es sakktébla mezdire pozitiv egész szdmokat frunk gy, hogy két szomszédos mezén 1évé

szam kiilonbségének az abszolit értéke nem nagyobb n-nél. Bizonyitsuk be, hogy legalabb [%} + 1 szamu

mezon ugyanaz a szam all. ([ﬂ] az 4 egészrészét jeloli; két mezd szomszédos, ha van kézos oldaluk.)
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III. kategéria: Specidlis matematika tantervii gimnaziumok
Els6 fordulé

1. Valamikor a huszadik szdzadban a 99 évnél nem idésebb és kiilonbozé kord Alexander és Bernat
mindketten éppen annyi idések voltak, mint amennyi a sziiletési évszamukban a szamjegyek Osszege. Hany
év kozottiik a korkiilonbség?

2. Az ABC héromszég AB oldaldnak egy bels§ pontja a D pont. Az AC'D héaromsziégbe és a CDB
héromszogbe irt korok egymadst a C'D szakaszon érintik. Bizonyitsuk be, hogy az ABC haromszogbe irt kor
az AB oldalt a D pontban érinti.

3. Egy szabéalyos négyoldali gila koré irhaté gomb sugara R. A gila oldallapjainak (6sszesen négy
darab) sikjat, valamint a gila koriilirt gombjét beliilrdl érinté gomb sugara 9. Mekkora szoget zdr be a gila
két szomszédos oldallapja, ha & = 12—\/5?

o
4. Van-e olyan P(z) egész egylitthatds polinom, amelyre P(10) = 400, P(14) = 440 és P(18) = 5207

5. Az a, b, ¢ pozitiv szdmokra és az n > 2 egészre a™ + b" = ¢". Mely k pozitiv egészekre szerkeszthetd
az a¥, b*, ¢* oldalakkal tompaszogli haromszog?

Maésodik (dént8) fordulé

1. Legyen n > 1 tetsz6leges, és jeloljiik k-val az n-nél nem nagyobb (pozitiv) primek szamét. Tekintsiink
k + 1 darab olyan pozitiv egészt, amelyek koziil egyik sem osztéja az Osszes tobbi szorzatdnak. Bizonyitsuk
be, hogy a k + 1 pozitiv egész kozott van olyan, amely nagyobb, mint n.

2. Az z* — 222 4 ax + b polinomnak négy kiilénbézé gydke van a valés szdmok korében. Bizonyitsuk
be, hogy mindegyik gyck abszoliit értéke kisebb, mint /3.

3. Tegyiik fel, hogy egy konvex sokszog minden oldala egész szdm és a keriilete paratlan szam. Bi-
zonyitsuk be, hogy a sokszog tertilete legalabb ?.



